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Introduccion

En topologia, determinar si algin espacio topolégico se puede deformar mediante
una aplicacién continua en otro, no es una tarea sencilla, es a partir de este proble-
ma que surge lo que en la actualidad conocemos como Topologia Algebraica.

Las teorias de homotopia y homologia singular de espacios topolégicos, son parte de
la topologia algebraica, que entre otras cosas sirven algunas veces para solucionar
el problema en cuestién, ya que trasladan un problema topolégico a uno algebraico.

La metodologia que siguen estas teorias para determinar si dos espacios topolégicos
no son homeomorfos es la siguiente: dado un espacio topoldgico X se le asigna un
grupo 7(X), de modo tal, que si Y es otro espacio topolégico homeomorfo a X,
entonces 7(Y") es isomorfo a 7(X). A 7 se le denomina invariante topolégico. Ahora
bien, si m(Y) no es isomorfo a 7(X), entonces X no puede ser homeomorfo a ¥
y el problema en este caso estd resuelto. De aqui que uno de nuestros objetivos
es encontrar estos invariantes topoldgicos. El primer paso que debemos de seguir
para encontrar estos invariantes topoldgicos es establecer una conexién, 7, llamada
funtor entre la clase de todos los espacios topoldgicos y la clase de todos los grupos,
de tal forma que si f : X — Y es una funcién continua de espacios topoldgicos,
entonces 7(f) : 7(X) — w(Y) es un morfismo de grupos.

En la actualidad, la Topologia Algebraica no sélo sirve para atacar el problema que
se planted anteriormente, sino que se ha convertido en una herramienta poderosa
en la matematica, tanto pura como aplicada.

Por ejemplo, en el campo de la matemdtica aplicada, la teoria de homotopia y de
homologia singular tienen aplicaciones en: fisica (vea [3], pag. 19), quimica (vea
[5], pdg. 2) y robdtica (vea [20], pdg. 95), por mencionar algunas.

A lo largo de la tesis, vamos a ver que a partir de resultados de la topologia
algebraica, se da pie a nuevas estructuras algebraicas, como sucede en el caso de
los complejos de cadena. Pues si bien con este hecho la topologia algebraica se
justifica, lo cierto es que va mas alla de tal resultado. He aqui la importancia de
explorar la homotopia y la homologia singular en este trabajo, en conjunto con
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algunas aplicaciones que del estudio de estas se desprendan.

Es sabido que 1896, Poincaré con el articulo “Analysis Situs” (vea [23], pag. 83)
introdujo los grupos de homologia, ademéas de que ya contaba con conocimientos
del grupo fundamental o también conocido como el primer grupo de homotopia.
En 1945, Eilenberg y Steenrod desarrollaron un enfoque axiomético de la teoria
de homologia. Un desarrollo paralelo tenia lugar en la teoria de homotopia, y es
asi como en 1935, Hurewicz define los grupos de homotopia de orden superior,
A partir de aqui las propiedades de los grupos de homotopia de orden superior
comenzaron a ser investigadas.

En la actualidad, uno de los problemas mas importantes y que atin continta abier-
to, es el calculo de los grupos de homotopia de la n-esfera, S™.

El contenido del trabajo es el siguiente. En el Capitulo 1, se presentan conceptos
bésicos de teoria de categorias y funtores, pues nos ayudan a construir y definir
los invariantes topoldgicos en la teoria de homotopia y homologia singular. Poste-
riormente definimos lo indispensable de grupos libres, productos libres y espacios
conectables por trayectorias.

En el Capitulo 2 se estudia la homotopia entre dos funciones continuas, que béasica-
mente describe cémo una funcién se puede deformar en otra de manera continua.
Algunos de los resultados que se presentan en este capitulo, estudian la relacién
entre los espacios conectables por trayectorias y la homotopia. De hecho, los es-
pacios conectables por trayectorias inducen un funtor que relaciona la categoria
de los espacios topoldgicos con la categoria de los conjuntos. La definicién de este
funtor se basa en tomar un espacio topoldgico X y asociarle el conjunto de las com-
ponentes por trayectorias de X. Lo interesante de este funtor es que resulta ser un
invariante topoldgico. En este capitulo también se da la definicion de homotopia
relativa y con ello construimos el grupo fundamental de un espacio topolégico.
Luego se establecen algunos resultados de este grupo, uno de los mas interesantes
es el que asegura que, el funtor que toma un espacio topolégico X y le asocia el
grupo fundamental de X es un invariante topoldgico. Otro resultado importante
que se menciona en este capitulo es el teorema de Seifert y Van Kampen que nos
permite determinar el grupo fundamental de una unién de subespacios abiertos
a partir de los grupos fundamentales de estos. Por tltimo se estudian los grupos
de homotopia de dimensiones superiores, para los cuales se hace una breve intro-
duccién a H-espacios y H-coespacios. Es importante observar que estos grupos
se expresan de manera recursiva sobre grupos de homotopia de una dimension
menos. Cabe mencionar una de las ventajas de la teoria de homotopia es que es
relativamente sencillo de interpretar geométricamente. Sin embargo, no existe un
algoritmo para determinar los grupos de homotopia de un espacio topoldgico, es
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de aqui que nos vemos en la necesidad de introducir otro invariante topoldgico,
para el cual el grupo asociado no sea tan dificil calcular.

El contenido del Capitulo 3 inicia con la definicién de n-simplejo singular. De
ahi partimos para definir los grupos abelianos libres generados S, (X), donde X es
un espacio topolégico y n > 0. Estos grupos son de gran importancia, pues de ellos
surge la definicién de los grupos de homologia singular, H,,(X) los cuales siempre
son abelianos a diferencia de los de grupos de homotopia. Después de definir los
grupos de homologia singular, demostramos que el funtor H,, que toma un espacio
topoldgico y le asocia su grupo de homologia singular es un invariante topoldgico.

En este capitulo también se define la categoria Comp, donde vamos a ver una
definicién de homologia puramente algebraica. El objetivo es desarrollar resulta-
dos para Comp que después se trasladan a los grupos de homologia singular.
Continuamos nuestro estudio con las sucesiones exactas, las cuales son de gran
utilidad para calculos de grupos de homologia singular. Cabe mencionar que la
mayoria de los resultados que se enuncian en esta parte, son necesarios para la
prueba del teorema de Mayer-Vietoris y las aplicaciones de la homologia singular.

Otros conceptos que también se tratan son el de homologia reducida y los grupos
de homologia relativa. Por tltimo se introducen los axiomas de escisién y el teo-
rema de Mayer-Vietoris, que tiene la misma importancia para homologia singular,
como la tiene el teorema de Seifert-Van Kampen para homotopia, pues establece
una relacion entre la homologia singular de un espacio topoldgico y la homologia
singular de sus subespacios, de tal forma que si la unién abierta de estos subespa-
cios es todo el espacio topoldgico y la interseccién es no vacia, entonces es facil
determinar la homologia de algunos espacios en términos de la homologia singular
de sus subespacios.

Por dltimo, en el Capitulo 4 se presentan algunas aplicaciones de las teorias de
homotopia y homologia singular. Entre las aplicaciones més importantes destacan,
calculos de grupos fundamentales, calculos de grupos de homologia singular, prue-
bas de teoremas como el Teorema Fundamental del Algebra, Teorema de la Bola
Peluda, Teorema de Borsuk-Ulam, Teorema de Lusternik-Schnirelmann, Teorema
del Punto Fijo de Brouwer, Teorema de Separacién de Jordan-Brouwer y Teorema
de Invarianza del Dominio.
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Capitulo 1

Conceptos preliminares

Los preliminares en esta tesis nos dan una base tedrica necesaria, para la herra-
mienta poderosa que utilizamos como es la Homotopia y la Homologia Singular.
Sobre categorias y funtores que trataremos aqui, s6lo mencionamos los aspectos
que surgen de manera natural dentro del desarrollo de la tesis, al cual le damos
sustento categorico, y a la inversa, también usamos aspectos categoricos para dar
sustento a lo que se desarrolla.

La Homotopia y la Homologia Singular surgen de caminos distintos: la primera se
desarrolla a partir de una estructura algebraica intrinseca (grupo) del espacio, la
segunda surge de una estructura algebraica que se le dota al espacio como es la de
grupo libre para la cual utilizamos algunos resultados de la teoria de grupos libres
que se ve en este capitulo.

Por supuesto también utilizamos resultados topolégicos ya conocidos y que men-
cionamos en estos preliminares.

1.1. Categorias

En esta seccién, uno de nuestros principales objetivos es presentar algunas nociones
bésicas de la teoria de categorias, asi como exponer las propiedades categéricas del
producto y coproducto. También hacemos énfasis en algunos ejemplos de cate-
gorias que no estan escogidos al azar sino todo lo contrario, ya que a lo largo del
desarrollo de la tesis tales ejemplos se utilizan con regularidad.
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Definicion 1.1 Una categoria C consiste de una clase de objetos Obj C, un
conjunto de morfismos u homomorfismos Hom(A, B) para cada par A, B € Obj C
y una composicion o : Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A,C) tal que (f,g) —
gof.

Para cada par A, B € Obj C se satisfacen los siguientes axiomas.

i) La familia de Hom(A, B) son disjuntos a pares.
ii) La composicion es asociativa siempre y cuando se defina.

iii) Para cada objeto A € Obj C, existe una identidad 14 € Hom(A, A) que satis-
face 1y o f = f, para cada f € Hom(B,A) y todo B € Obj C, y ademds
goly =g, para cada g € Hom(A,C) y todo C € Obj C.

La asociatividad en ii), dice que si (f o g) o h se define, entonces también se define
fo(goh)yademéds (fog)oh = fo(goh). A los elementos de Hom(A, B) se
les llama morfismos de A en B y si f € Hom(A, B) escribimos f : A — B,
donde A es el dominio y B el codominio de f. Ademés la composicién f o g
esta definida si y sélo si el codominio de f es igual al dominio de g. Decimos que A
es isomorfo a B si existen f € Hom(A,B)y g € Hom(B, A) tales que fog = 1p
y go f = 14. Sino hay confusién a f € Hom(A, B) se le llama funcién, funcién
continua, funcién derivable, funcién analitica, morfismo de grupo, morfismo de
anillos, etc., dependiendo de la categoria en que se esté trabajando. C consta de
Obj C pero no necesariamente es un conjunto, en tal caso decimos clase.

Por otro lado, de la Definicién 1.1iii) el conjunto Hom(A, A) # (), para toda A € C.
Las categorias dependen estrictamente de los tres ingredientes, puede ser que sean
los mismos objetos pero diferentes morfismos; en tal caso corresponden a categorias
distintas o cualquier otra variante de estas componentes de C pueden modificarla
para dar otras categorias. Los siguientes ejemplos se mencionan de manera natural
y reflejan un sentido mas amplio (categdrico) de la matemaética construida.

Ejemplo 1.1

1. La categoria Sets de los conjuntos donde Obj C consta de la clase de todos
los conjuntos, Hom(A,B) = {f: A — B | f es funcion} y la composicion es
la, composicion usual de funciones.

2. La categoria Top' de los espacios topoldgicos donde Obj C consta de la clase
de todos los espacios topoldgicos, Hom(A,B) = {f : A — B | f es funcion
continua } y la composicion es la composicion usual de funciones.
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3. La categoria Top? de los espacios topoldgicos de parejas con Obj C consta
de la clase de todas la parejas (X, A) donde X es un espacio topoldgico y
A un subespacio de X, Hom((X,A),(Y,B)) = {f : (X,4) — (Y,B) | fes
una funcién continua de X en'Y tal que f(A) C B } y la composicion es la
composicion usual de funciones. Si en particular A = {x}, entonces tenemos
C = Top* (la categoria de los espacios topoldgicos punteados).

4. La categoria Grup de los grupos donde Obj C consta de la clase de todos los
grupos, Hom(A,B) = {f : A — B | f es morfismo de grupos} y la composi-
cion es la composicion usual. Podemos también definir de manera semejante
C = Ab,Ring, Ring; y R — Mod, cic., la categoria de los grupos abelianos,
de anillos, de anillos con identidad, y de R-moddulos, respectivamente, asi co-
mo otras estructuras algebraicas con sus correspondientes morfismos.

Notemos que en 1 y 2 del Ejemplo 1.1 ocurre lo siguiente:

i) Los objetos de Top! son objetos de Sets.

ii) Si Hom(A, B) est4 definido por Sets y Hom(A, B) por Top! se tiene que
Hom(A, B)' C Hom(A, B) para todo A, B.

La observacién anterior nos motiva a la siguiente definicién.

Sean C y A categorias con Obj C C Obj A. Si A,B € Obj C, denotan los
dos conjuntos de homomorfismos Hom por Home(A, B) y Hom (A, B) decimos
que C es una subcategoria de A si Hom¢(A, B) C Homu(A, B), para todo
A,B € Obj C y si la composiciéon en C es la misma composicion en A, es de-
cir, la funcién Home(A, B) x Home(B,C) — Home (A, C) es la restriccién de la
composicién correspondiente en A. De la Definicién 1.1, podemos construir sub-
categorias manteniendo fijo Hom(A, B) para cada A, B y tomando una restriccién
de los objetos en la categoria, o también mantener los objetos de la categoria y
que cumplan la condicién Home(A, B) C Hom4(A, B) para todo A, B € Obj C.
Tlustramos esto en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 1.2

1. En la categoria de Top' si restringimos sus objetos a espacios Euclideanos,
espacios Hausdorff, etc. y los morfismos coinciden con los morfismos de
Top!, entonces obtenemos la subcategoria de los espacios Euclideanos, es-
pacios Hausdorff, etc. Por otro lado, si tomamos morfismos como funciones
diferenciables, integrables, analiticas, etc., entonces formamos nuevas sub-
categorias.
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2. Top* es una subcategoria de Top?.
3. Ab es una subcategoria de Grup.

4. Ringi es una subcategoria de Ring.

Es importante ver algunos conceptos categéricos que nos permiten dar una vision
mas amplia sobre conceptos como producto, coproducto o propiedades univer-
sales, los cuales son indispensables, en nuestro caso, en la categoria de los espacios
topoldgicos, de pareja o punteados, asi como propiedades topoldgicas que se deri-
ven de estos.

Cuando se trata de construir otros espacios topoldgicos se recurre de manera natu-
ral a la construccion del producto y coproducto en la categoria de los espacios
topoldgicos, de pareja o punteados y esta construccion categérica, no sélo es util
en nuestro trabajo, sino en general en toda la matematica.

Definicién 1.2 Sean C una categoria y {A; | i € I} una familia de objetos en C.

i) Un producto para la familia {A; | i € I} es un objeto P en C junto con la
familia de morfismos {m; : P — A; | i € I} tal que para un objeto B y
una familia de morfismos {p; : B — A; | i € I}, existe un unico morfismo
w: B — P tal que m; 0 p = ;.

El dual se define como,

ii) Un coproducto (o suma ) para la familia {A; | i € I} es un objeto P en
C junto con la familia de morfismos {v; : Ai — P | i € I} tal que para un
objeto B y una familia de morfismos {@; : A; — B |1 € I}, existe un inico
morfismo ¢ : P — B tal que po1; = ;.

Una observacion interesante que podemos hacer notar es que tanto el producto
como el coproducto son unicos salvo isomorfismos, de hecho esta observaciéon no
es dificil de comprobar.

Las definiciones anteriores se pueden ilustrar como diagramas, los cuales nos per-
miten entender de forma categdrica estos conceptos como se muestra a continua-
cion.

A Definicién 1.2i) y Definicién 1.2ii) se les conoce como propiedad universal
del producto y propiedad universal del coproducto, respectivamente.
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B B
P T — A A; L > P
miop =i €l poul=wpii €I
Producto Coproducto

El producto de la familia {A4; | i € I} se denota por HAi y el coproducto por
el

H A;. En particular si | I |= 2, entonces tanto el producto como el coproducto los

el

denotamos por A; x Ag y Aj[] A2, respectivamente.

Cabe mencionar que en las categorias Sets, Grup, Top! entre otras, la Definicién

1.2 de producto y coproducto coincide con la definiciones usuales de producto

cartesiano y suma directa, respectivamente.

En caso de que la categoria sea Top! la topologia que corresponde a la definicién
de producto es la topologia producto cartesiano (vea [10], pdg. 98).

Definicién 1.3 Si A y C son categorias, un funtor (covariante) T : A — C es
una asoctacion de correspondencia que cumple:
i) Si A€ Obj A, entonces T(A) € Obj C.

ii) Si f: A — A es un morfismo en A, entonces T(f) : T(A) — T(A') es un
morfismo en C.

iii) Si f y g son dos morfismos en A para el cual g o f estd definido, entonces
T(gof)=T(g) o T(f)-

iv) T(1a) = 1p(a), para todo A € Obj A.
Definicién 1.4 Un funtor contravariante cumple i) y iv) de la Definicion 1.3
y en lugar de ii) y iii) se cumple:

ii’) i f : A — A es un morfismo en A entonces T(f) : T(A') — T(A) es un
morfismo en C.
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iii’) Si f, g son morfismos en A para el cual go f estd definido, entonces T'(go f) =

T(f)oT(g)-

En nuestro caso estudiamos los funtores 7, y H,, para n > 0. Estos funtores son el
n-ésimo grupo de Homotopia y el n-ésimo grupo de Homologia (singular), donde
7o : Top! — Sets, 7, : Top* — Grup y H,, : Top! — Grup.

El propdsito de estudiar estos funtores es que nos permiten resolver problemas
topoldgicos pasandolos a problemas algebraicos; como veremos en los siguientes
capitulos de esta tesis, sobre todo en el de las aplicaciones.

A continuacién se muestran ejemplos de funtores covariantes.

Ejemplo 1.3 Consideremos el funtor c.p.t.(—) : Top! — Sets ver Seccién 1.4
definido por c.p.t.(X) como el conjunto de componentes por trayectorias de X y
cpt.(f)(C) = [f(C)], donde [f(C)] es la componente por trayectoria que contiene
a f(C) para todo C en c.p.t.(X).

Ejemplo 1.4
Si C es una categoria y Xo € Obj C, entonces Hom(Xy,—) : C — Sets tal que
X — Hom(Xo, X), es un funtor.

En efecto, veamos que se cumplen las propiedades de funtor.

i) De la definicién de Hom(Xy, X ), esta propiedad se cumple claramente.

ii) Sea f: X — Y un morfismoenC,y g € Hom(Xp, X). Definimos Hom(f)(g) =
f o g, el cual claramente es un morfismo en Sets.

iii) Sean f: X - Y y g:Y — Z morfismos en C, y h € Hom(Xy, X ), entonces

Hom(go f)(h) = (gof)oh
go(foh)
Hom(g) o (foh)

= Hom(g) o Hom(f)(h)

iv) Sea 1y : X — X el morfismo identidad en C, y h € Hom(Xy, X), entonces
Hom(1X>(h) =lxoh=h= 1Hom(X0,X)(h)'

De i) a iv) se sigue que Hom(Xy,—) es un funtor.
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Definicion 1.5 Sean C y D dos categorias y F,G : C — D dos funtores. Una
transformacion natural t de F a G, t: F — G es una coleccion de morfismos
ta: F(A) — G(A) en D, uno para cada objeto A € Obj C tal que para cualquier
morfismo f: A — B en C el siguiente diagrama conmuta, es decir, G(f)o (ta) =
tpo(F(f)). Si esto sucede, decimos queta : F(A) — G(A) es natural, en particu-
lar sity : F(A) — G(A) es un isomorfismo para cada A € C, entonces decimos
que t es una equivalencia y, F' y G son equivalentes en forma natural.

F(A) > G(A)
F(f) iG(f)
F(B) — G(B).

tp

1.2. Grupos libres

En esta seccién nos ocupamos de ilustrar algunas nociones de la teoria de grupos,
como lo son los grupos libres. En particular los grupos abelianos libres, pues en el
Capitulo 3, la homologia singular se construye asociando a un espacio topoldgico
la estructura de grupo abeliano libre.

Recordemos que un homomorfismo o morfismo de grupos, es una funcién
f:G — H,donde Gy H son grupos, tal que f(ab) = f(a)f(b) para todo a,b € G.
Si f es sobreyectiva, entonces se llama epimorfismo y si f es inyectiva se dice
que f es un isomorfismo de grupos. Diremos que G y H son isomorfos si existe
un isomorfismo f : G — H y se denota por G = H.

Definicion 1.6 Sean X un conjunto no vacio y F un grupo. Se dice que F es
grupo libre en X cuando existe una funcion inyectiva i : X — F tal que para
toda funcion f : X — G, donde G es un grupo, existe un unico morfismo de grupos
g: F — G que hace conmutativo el diagrama siguiente

X

N

Para todo conjunto no vacio X, siempre existe un grupo libre F' en X, que es
Unico salvo isomorfismos, pues si I es otro, entonces existen funciones inyectivas
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1: X — F, i/ : X — F'y morfismos tnicos ¢ : ' — F' y ¢ : F’ — F que hacen
conmutativos los diagramas:

X —>F X—>F
\l“p \id’

1 1
F jad

Asi, i/ = poij;i =1 oi’; y entonces 1) o p hace conmutativo el diagrama

Xt

NG

F.

El tnico morfismo con tal propiedad es la identidad en F. Esto implica que 1 o ¢
es la identidad en F. De manera similar, ¢ o 1) es la identidad en F’, por lo que
¢ : F — F’ es un isomorfismo.

La existencia del grupo libre F' en X se puede ver [16], pag. 39.

El siguiente teorema caracteriza a los grupos.
Teorema 1.1 Todo grupo es cociente de un grupo libre.

Demostracién. Si G es un grupo y A C G es tal que G = (A), donde (A) es

el grupo generado por A, entonces la inclusién j : A — G se puede extender de

manera Unica a un epimorfismo 7 : F' — G con F grupo libre en A. Si R = ker n,

entonces de los teoremas de isomorfismos de grupos (vea [11], pag. 108) F/R = G.
OJ

Decimos que R es el grupo de relaciones de G y que A es un sistema de gene-
radores de (G, mientras que un conjunto B de generadores de R es un sistema
de relaciones de G. La construccién anterior de GG se llama presentacién de G.

Ejemplo 1.5 El grupo libre con un generador es el grupo aditivo Z.

Si F es un grupo libre en X, entonces consideramos el grupo derivado R =
(aba=1bta,b € F). El cociente G = F/R es el grupo abeliano libre en X. Para
el grupo G, existe una funcién inyectiva ¢ : X — G tal que dada una funcién
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f: X — H, donde H es un grupo abeliano, siempre existe un tinico morfismo de
grupos p : G — H que hace conmutativo el siguiente diagrama:

X—>q

N

H

Esta propiedad la podemos usar para caracterizar al grupo abeliano libre en X o
usarla como definicién.

En todo caso, el grupo abeliano libre en un conjunto X resulta ser isomorfo al
producto directo de copias del grupo aditivo Z, requiriéndose tantas copias de Z
como elementos tenga X.

1.3. Producto libre de Grupos

En esta seccién se estudia el producto libre de grupos, ya que en la Seccién 2.4 se
hace referencia a definiciones y propiedades que a continuacion presentamos.

Sean G1 y Gy grupos. Nos interesa definir un grupo G1*xG2 que cumpla:

a) G1xG2 no abeliano.

b) G; y G contenidos en G1xG5 como subgrupos.

¢) G1*xG9 generado por la unién G U Go.

d) G1xG3 no satisface g1 - g2 = g2 - g1 para todo g1 € G1 y g2 € Goa.

El coproducto G1 ][ G2 en la categoria Grup, cumple con las condiciones de a)
a d) y no la suma directa G; @ G2 como podria pensarse, pues no cumple la
propiedad universal del coproducto. En efecto, supongamos que i1 : G — G1 ® Go
e io : Gy — G1 ® G son las inclusiones, H un grupo cualquiera, f1 : G — H,
fo : Go — H morfismos de grupos y f : G1 @ Go2 — H el tinico morfismo de
grupos que satisface la propiedad universal del coproducto en Grup, definido por
flg,h) = fi(g)f2(h), para g € G1 y h € Ga, que satisfacen el siguiente diagrama
conmutativo:
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Sean (g, h), (¢',h') € G1 ® G2, entonces f((g,h)(g", 1)) = fi(9)f1(g') f2(R) f2(R'),
es decir, f no puede ser un morfismo de grupos a menos que H sea abeliano
contradiciéndose la propiedad universal. Entonces G1 [[ G2 # G1 & Ghs.

Definicién 1.7 Sea {G; | i € J} una familia de grupos, el producto libre de
grupos de la familia {G; | i € J} denotado por xG;, coni € J, se define como el
coproducto de {G; | i € T} en la categoria Grup.

En particular para G; y Ga grupos, el producto libre de G; y G2 se denota por
G1 * G2.

Teorema 1.2 Si {G; | i € J} es una familia de grupos, entonces existe siempre
su producto libre.

Demostraciéon. Definimos como una palabra en los G; a una sucesién finita
(z1,...,zy), donde cada xj pertenece a alguno de los grupos G;, dos términos
consecutivos en la sucesién pertenecen a distintos grupos, y no hay término (de
la sucesion) que sea el neutro de algin G;. El entero n se llama la longitud de
la palabra. Consideremos también la palabra vacia, es decir, la tnica palabra de
longitud 0. Designemos por W el conjunto de todas estas palabras.

Para cada indice 7, definimos ahora una operacién (accién de grupos) por la izquier-
da del grupo G; sobre el conjunto W. Sea g € G; y (x1,...,2,) € W, definimos
g(z1,...,zy) por

Caso 1 Si z; ¢ G;, entonces

_ (gaxla-'-axn> Slg#l
g(l'ly...,xn)_{ (xl,-u,l'n) sig=1.

Definimos la accién de g sobre la palabra vacia por g( ) = (g).

Caso 2 Si x; € G4, entonces

B (9z1,22,...,2y) sigry #1
g(zvl,...,xn)—{ (T2, ... Ty si gry = 1.

Notemos que si g1 = 1y n = 1, entonces g(x1) es la palabra vacia.
Observemos que se cumple

lw = w

(99w = g(g'w), para todaw e Wy g,g' € G;.
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Es decir, la operacién por la izquierda del grupo G; sobre W es una accion.

Esté claro que cada uno de los grupos G; actian efectivamente sobre W.

Sean g,g7! € G; y &g, ¢g-1 : W — W, definido por ¢y(w) = gw, ¢,-1(w) = g tw,
respectivamente. Como Pg-10¢g = pgodgs—1 = lyy, entonces ¢4 es un isomorfismo.
Asi, cada elemento g de G; se identifica como una permutacién del conjunto W
y G; se considera como un subgrupo del grupo de todas las permutaciones de
W. Denotamos por G el subgrupo del grupo de todas las permutaciones de W
generado por la unién de los G; y los elementos de G se expresan como un producto
finito de elementos de los G;, si dos factores consecutivos pertenecen al mismo G;.
Evidentemente pueden ser reemplazados por un sélo factor. Asi, todo elemento
g # 1 de G se expresa como un producto finito de elementos de los G; en forma
reducida, o sea, que no existen dos factores consecutivos que pertenezcan al mismo
grupo, y ningtn factor es el elemento neutro. Ademas, G contiene a cada GG; como
subgrupo, denotamos por

Ly G — G

la correspondiente inclusién. Afirmamos ahora que la expresién de todo elemento
g # 1 de G en forma reducida es unica. En efecto, sean ¢192...9m v hihs... hy
dos representaciones reducidas de g # 1.

Consideremos el efecto de las permutaciones ¢g192 . .. gm v h1ha ... h, sobre la pala-
bra vacia; resultan, entonces, las palabras (g1, g2, ..,9m) ¥ (h1, ha, ..., hy), respec-
tivamente. Puesto que estas dos palabras deben ser iguales, las dos expresiones
anteriores son idénticas. Por tanto, m =n y g; = h; para 1 <7 < m.

Sea g1 ... gn la representacion reducida de g # 1 en GG, entonces la representacion
reducida del inverso de g es g, ! ... 97 L

Es facil comprobar que G es efectivamente el producto libre de los G; respecto los ¢;.
En efecto, sea H un grupo arbitrarioy v¢; : G; — H, i € J, una coleccién arbitraria
de morfismos de grupos. Definimos un tinico morfismo de grupos f : G — H por

f(g) = (whgl)(d}izg?) ce ("Z}imgm)v

donde g = g192...9m, 9x € Gy, 1 <k <myg#1 estd en forma reducida.
Desde luego suponemos f(1) = 1 y hace conmutativos todos los diagramas del
coproducto en la categoria Grup. O
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1.4. Conceptos basicos de espacios conectables por trayec-
torias

FEn esta seccion se presentan las propiedades de espacios conectables por trayecto-
rias, que se utilizan en el desarrollo de la tesis.

Definicion 1.8 Sea X un espacio topologico. Una trayectoria en X es una fun-
cion continua f : I — X, donde I =[0,1]. Si f(0) =a y f(1) = b decimos que f
es una trayectoria de a a b.

Observemos que la trayectoria es la funcién f y no la imagen, f([0,1]); a la imagen
le llamamos curva en X. Notemos que g : I — X definida por g(t) = f(1 —t), es
una trayectoria de b a a.

Definicién 1.9 Sea X un espacio topoldgico. Si p € X, entonces iy : I — X
definida por i,(t) = p para todo t € I se llama trayectoria constante en p. Si
f: I — X es una trayectoria, entonces su trayectoria inversa f~': 1 — X
estd definida por f~1(t) = f(1 —t), para cada t € I.

Definicion 1.10 Un espacio topoldgico X, es conectable por trayectorias si
para cualesquiera a,b € X existe una trayectoria de a a b.

Ejemplo 1.6 Recordemos que un subespacio topologico X en R™ se dice que es
convexo cuando, para todo par de puntos x,y € X, el segmento de recta que
une a x con y denotado por [z,y] = {(1 —t)z +ty | 0 <t < 1} estd contenido
en X. De donde, todo subespacio topologico convero es un espacto conectable por
trayectorias.

El siguiente lema es importante ya que a lo largo de la tesis se menciona con
regularidad.

Lema 1.1 (Lema del pegado) Supongamos que un espacio topolégico X es la union
finita de subespacios cerrados X;, es decir, X = |J_; X;. Si para algin espacio
Y y para cada i = 1,...,n existe una funcion continua f; : X; — Y tal que
fi lxinx;= fj Ixinx; i # j, entonces existe una tnica funcion continua f : X —Y
con f |x,= fi para todo i.

Demostracién. Vea [15], pdg. 15.

Bajo las hip6tesis del Lema 1.1. Si g : X — Y tal que g |x,= fi, entonces g = f y
g es continua.
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Teorema 1.3 Sea X un espacio topoldgico, la relacion, ~, en X definida por a ~ b
st y solo si existe una trayectoria de a a b es una relacion de equivalencia.

Demostraciéon. Vea [14], pdg. 160.

Definicion 1.11 Las clases de equivalencia definidas por la relacion, ~ de la
hipotesis del Teorema 1.3, se llaman componentes por trayectorias de X.

A las componentes por trayectorias de un espacio topoldgico X, las denotamos por
c.p.t. X.

Para terminar este capitulo es necesario establecemos la siguiente notacién. De
aqui hasta el final de la tesis cuando digamos espacio nos referimos a un espacio
topoldgico. Denotamos al intervalo cerrado [0, 1] por I. El producto cartesiano de
r copias de I se denota por I". Si X y Y son espacios topoldgicos homeomorfos lo
denotamos por X ~ Y.

El conjunto S" = {x € R"*! | |z|| = 1} es la n-esferay D" = {x ¢ R" | ||z|| < 1}
es el n-disco. Cabe mencionar que S” C D"t! ¢ R*H!,
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Capitulo 2

Introduccion a la homotopia de
espacios topolégicos

2.1. Homotopia

Sean « y (3 trayectorias en un espacio topolégico X. Si a, # tardan en ir de su punto
inicial a su punto final un segundo, «(2t) y 3(2t — 1) son trayectorias que hacen el
mismo recorrido que « y § en la mitad de tiempo. Si el punto final de « es el punto
inicial de (3, se define una trayectoria nueva que recorre en un segundo los caminos
de oy 3, a saber axf. Esta es una manera de operar trayectorias y en este capitulo
se busca encontrar las condiciones necesarias y suficientes, que asocie a un espacio
topolégico un grupo, el grupo fundamental 7;(X), y més general m,(X), n > 1.
Adema3s se verifica que esta asociacién es funtorial. Las condiciones necesarias se
obtienen de introducir curvas homotépicas y las condiciones de suficiencia de pedir
que las trayectorias estén basadas en un punto, con el mismo punto inicial y final.

Definicion 2.1 Si X,Y son espacios y fo,f1 son funciones continuas de X en Y
decimos que fy es homotopica a fi (fo ~ f1), si existe una funcion continua
H:XxI—-Y tal que H(z,0) = fo(z) y H(z,1) = fi(z) para toda x € X.

A la funcién H se le llama homotopia.
Con H : fy ~ f1 indicamos que fy >~ f1 con homotopia H. Una interpretacién de
una homotopia es la de suponer una familia de funciones continuas H; : X — Y
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a). Deformacion Homotopicade Jf; aJ;.  b). Deformacion Homotopica de una curva a un punto.

Figura 2.1: Deformacién homotoépica.

con Hy(x) = H(xz,t) tal que deforma fy a fi al tiempo ¢ como muestra la Figura
2.1a).

El siguiente ejemplo muestra la deformaciéon homotoépica de una trayectoria a una
trayectoria constante.

Ejemplo 2.1 Consideremos un subespacio convexo X en R?, una trayectoria o
de X y un punto xy € X como se muestra en la Figura 2.1b). Sea H : o ~ x¢ la
homotopia dada por H(s,t) = (1 —t)a(s)+xzot. La familia de curvas Hy no tienen
diferencia alguna bajo este concepto de homotopia, como veremos en el Teorema
2.1. Notese que se puede generalizar la homotopia para cualquier subespacio con-
vexo en R™ por H(x,t) = x(1 —t) + zot donde H : 1x ~ ¢

(con ¢ : X — X denotamos la funcion constante dada por c(x) = z¢ para toda
reX).

Teorema 2.1 La relacion (~) de homotopia es una relacion de equivalencia sobre

el conjunto de todas las funciones continuas & de X a'Y.

Demostracion.

i) Sea f € Q' y considérese la homotopia H(x,t) = f(z), entonces f ~ f .
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ii) Sean f,g € S tal que H : f ~ g. Definimos G : X x I — Y por G(x,t) =
H(z,1—t). Claramente G es continua, pues la composicién de funciones con-
tinuas es continua. Ademés G(x,0) = H(x,1) = g(x) y G(z,1) = H(z,0) =
f(x). Asi, G : g~ f.

iii) Sean f,g,h € S talesque H: f~gy G:g~h.
Definimos K : X x I — Y por

Dado que K(z,%) = H(z,1) = G(z,0) = g(z), entonces por el Lema 1.1 se
tiene que K es una funcién continua. Ademas, K(z,0) = H(z,0) = f(x) y
K(z,1) =G(z,1) = h(z). Asi K : f ~ h. O

Sea f : X — Y una funcion continua. Su clase de equivalencia definida por la
relacién ~, [f] = {g: X — Y continua | g ~ f} se llama clase de homotopia
y la familia de todas las clases de homotopia se denota por [X,Y]. Ahora, bajo el
concepto de homotopia, toda la familia de funciones continuas H; que deforman
una en la otra son parte de la clase de homotopia de f.

Sean X y Y espacios. Una funcién f: X — Y es nulo homotdpica si existe una
funcién constante ¢: X — Y, ¢(x) = yo, tal que f ~ c. Asi [c] consta de todas las
funciones homotdépicas que se deforman a una constante. En particular, decimos
que X es contraible si 1x es nulo homotdpica, por tanto, todo conjunto convexo
es contraible como se muestra en el Ejemplo 2.1.

Debemos observar que si «, 3 son dos trayectorias homotdpicas en un espacio
topoldgico X y si f: X — Y es continua, entonces las trayectorias foay fo (3
también se deforman una en la otra de manera continua en Y; en otras palabras
son homotodpicas. Equivalentemente, fu : [I, X] — [I,Y] dada por fula] = [f o]
estd bien definida si y sélo si foa ~ f o3, siempre que a ~ 3. El Teorema 2.2
que a continuacién presentamos generaliza esta observacién.

Teorema 2.2 Sean f; : X =Y yg;,: Y — Z parai = 0,1 funciones continuas.

Si fo~ f1 y go >~ g1, entonces gy o fo ~ g1 0 f1, es decir, [go o fo] = [g1 © f1].

Demostracién. Supongamos que F' : fo ~ f1 y G : go ~ g1 son homotopias
y considérese la funcién H : X x I — Z definida por H(z,t) = G(fo(z),t).
Claramente H es continua pues es composiciéon de funciones continuas. Mas atn,
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se tiene que para cada x € X, H(x,0) = G(fo(x),0) = go(fo(x)) = go o folz) y

(
H(z,1) = G(fo(z),1) = g1(fo(z)) = g1 0 fo(x) de aqui que H : goo fo =~ g1 0 fo. Por
otro lado, sea K : X x I — Z definida por K (x,t) = g1oF(z,t), entonces K (z,0) =

91(F(2,0)) = g1(fo(x)) = g1 0 fo(z) y K(z,1) = g1(F(z,1)) = g1(f1(z)) = g1 ©
fi(z). Es claro que K es una funcién continua. Asi, K : g1 o fo ~ g1 o fi. Con
esto, dado que la relacidon ~ es transitiva, se tiene que gg o fo ~ g1 o f1. Por tanto

[90 © fo] = [g1 0 f1] O

Corolario 2.1 Sea h:Y — Z continua. Entonces hy : [X,Y] — [X, Z] dada por
hy[f] = [ho f] estd bien definida.

Demostracién. Del Teorema 2.2, tomando h = g0 = g1 v f = fo, g = f1 se

cumple que si f ~ g, entonces ho f ~ hog. De donde hy(f) = [ho f] esta bien
definida. O

El siguiente teorema caracteriza en términos homotoépicos las funciones continuas
nulo homotépicas de la n—esfera, S, a un espacio topoldgico.

Teorema 2.3 Sean Y espacio topoldgico y f : S* — Y una funcién continua. Las
stguientes condiciones son equivalentes:

i) f es nulo homotdpica.

ii) f se puede extender a una funcion continua g : D" — Y.

iii) Sixo € S" yk:S" =Y es la funcion constante f(xg), entonces existe una
homotopia H : f ~ k tal que H(xo,t) = f(x¢) para toda t € I.

Demostracion.

i— ii) Supongamos que f es nulo homotdpica, es decir, existe H : f ~ k donde
k(z) = yo para toda x € S" y yo € Y. Sea g : D"*! — Y definida por

(@) { Yo si0 < [|lz]| < §
xr) =
g H(pEp2(0 = |lzll) sig < [l < 1.
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Siz € D"y ||z| = 1, tenemos que g(z) = yo y por otro lado g(z) =
H(3,1) = k(5) = yo. Del Lema 1.1 y dado que H es continua tenemos que
g es continua. Por dltimo, si z € S", entonces g(x) = H(”ﬁ—”,O) = f(”i—”) =
f(x), de aqui que glsn = f para toda x € S™. Por tanto, g es una extensién
de f.

ii— iii) Supongamos que g : D" — Y es una extensién continua de f. Sea
H :S"x I — Y dada por H(z,t) = g((1 — t)x + tzp) con x,z9 € S".
Claramente H es continua. Mds aun, se tiene que H(z,0) = g(x) = f(x) y
H(z,1) = g(x0) = f(w0) = k(x). Ademds, H(wzo,t) = g(zo) = f(z0) = k()
para toda t € I.

ili— i) Suponiendo la homotopia H : f ~ k, con k(x) = f(xg), f es nulo ho-
motdpica, se tiene la conclusién. O

Que dos espacios sean del mismo tipo de homotopia significa que uno de estos

Figura 2.2: Espacios con el mismo tipo de homotopia.

espacios puede deformarse en el otro sin que este pierda algunas de sus propiedades
topoldgicas. Para ilustrar esta idea tenemos en la Figura 2.2a) el cilindro macizo
en R3 con tres perforaciones. Este espacio es del mismo tipo de homotopia que un
lazo de tres pétalos y en la Figura 2.2b) tenemos una esfera menos los polos el
cual es del mismo tipo de homotopia de S!. Vea [2], p4g. 363.
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Para describir matematicamente esta idea verifiquemos 1i),ii) y iii) de la Defini-
ciéon 1.1 de categoria para htop, la categoria de todos los espacios topoldgicos
homotodpicos, donde Obj htop consta de la clase de todos los espacios topolégicos,
Hom(X,Y) = [X,Y] y la composicién estd definida por [f]e[g] = [go f]. Observe-
mos que la composicién esté bien definida por el Teorema 2.2.

Verifiquemos que en efecto htop es una categorfa. Si [X,Y] N [X /,Y/] # 0, en-
tonces [f] € [X,Y] N [X', Y] siempre y cuando X = X' y Y =Y, y por tanto
[X,Y]=[X',Y']. En otras palabras [X,Y] y [X', Y] son disjuntos a pares. Asf )
se sigue. Para ii), observemos que ([f] e [g]) ® [h] = [(go f)] ®[h] = [ho(go f)] =
[(hog)o fl=1[f]e[hog] =[f] ®([g] ®[h]) prueba ii). Finalmente 1x = [idx] es
identidad por la derecha como por la izquierda, entonces se sigue iii) y con todo
htop es una categoria.

Por otro lado, en la categoria Grup, decir que G y G’ son equivalentes significa
G = G'. En Top!, X v Y son equivalentes si X ~ Y. En la categoria htop decir
que X y Y son equivalentes significa que son del mismo tipo de homotopia (es de-
cir, se deforma X en Y de manera homotdpica). Esto es, existe [f] € Hom(X,Y)
y [g] € Hom(Y, X) tal que [f] e [g] = [idx] y [g] ® [f] = [idy], o equivalentemente
la Definicién 2.2, como veremos mas adelante.

Cabe mencionar que R? y C se pueden ver topoldgicamente iguales, pero alge-
braicamente diferentes.

La categoria htop* es similar a htop excepto que Obj htop”* es la clase de todos
los espacios topolégicos punteados, Hom((X, z¢), (Y, y0)) = [(X,z0), (Y, y0)] y la
composicién estd definida por [f] e [g] := [g o f], donde o es la composicién de
espacios punteados. Vea [22], pag. 12.

Definicion 2.2 Sean X y Y espacios topologicos. Una funcion continua f: X —
Y es una equivalencia homotépica si existe g : Y — X continua, tal que
gof ~idyxy y fog ~idy. Los espacios X yY son del mismo tipo de homotopia

st existe una equivalencia homotopica f : X — Y.

Durante toda la tesis denotamos a la funcién identidad de un conjunto X, por 1x.

Como era de esperar, el siguiente teorema nos da una equivalencia de un espacio
contraible.
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Teorema 2.4 Un espacio X tiene el mismo tipo de homotopia de un punto si y

solo si X es contraible.

Demostracién. Supongamos que X es del mismo tipo de homotopia de Y = {a}.
Entonces existen funciones continuas f : X — {a} y g : {a} — X con g(a) = xo,
talesque H : gof ~1x y G : fog ~ 1y. Mds atn, go f(x) = g(f(x)) = g(a) = xo,
donde xg € X. De aqui que H : xg >~ 1x. Por lo tanto, X es contraible.

Supongamos ahora que X es contraible, es decir, existe H : 1x >~ zg con g € X.
Definimos f : X — {zo} como la funcién constante en z¢ y g : {zo} — X por
g(zp) = xg. Nétese que fog = lyzgy y que, por hipétesis, g o f = xg ~ 1x. De
aqui que X y xg tienen el mismo tipo de homotopia. O

Teorema 2.5 Sean X y Y espacios topoldgicos. SiY es contraible, entonces cua-

lesquiera dos funciones continuas de X en'Y son homotdpicas.

Demostracién. Dado que Y es contraible, entonces existe H : Y xI — Y continua
tal que H : 1y ~ yo, para yo € Y. Definimos f : X — Y por f(z) = yp para toda
xz € X. Sea g : X — Y una funcién continua arbitraria. Consideremos la siguiente
funcién G : X x I — Y dada por G(z,t) = H(g(x),t). Asi pues,

G(z,0) = H(g(2),0) = g(z) v G(x,1) = H(g(x),1) = yo

de aqui que G : g ~ yo. Asi f ~ g. Por la transitividad de la relacién ~ se sigue el
resultado. O

El Ejemplo 2.1 es muy importante para intuir conceptos que se puedan extender.
Observemos que el subespacio {z¢o} C X es del mismo tipo de homotopia de X.
Luego nos cuestionamos jcudles son las condiciones suficientes para que un subes-
pacio A sea del mismo tipo de homotopia del espacio total X7 es decir, jcudndo se
deforma homotépicamente el espacio X al subespacio A? como vamos a ver en el
Ejemplo 2.2 el plano complejo menos el origen (o cualquier otro punto) se puede
deformar a S'. Con el Teorema 2.6 que anunciamos més adelante, contestamos a
las interrogantes anteriores.

Definicion 2.3 Sean A un subespacio de X ei: A — X la inclusion. Entonces A
es un retracto de deformacion de X si existe una funcion continuar: X — A

tal queroit =14 eior ~ 1x.
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Figura 2.3: Retracto de deformacion.

Ejemplo 2.2 S! es un retracto de deformacion de C — {0}.

En efecto, sea 7 : C — {0} — S! dada por r(z) = oy Para cada z € C — {0}. Se

ﬁ =z = lgi1(z). Entonces r o i = 1g1.

Por otro lado, sea H : C—{0} x I — C—{0} definida por H(z,t) = (1 —t)z+tHZ7”.
Notemos que

tiene que roi(z) =r(z) =

H(2,0)=z=1c_01(2) v H(z,1) = HZTH =ior(z).

Entonces H : ior =~ lc_gq, de aqui que S! es un retracto de deformacién de
C — {0}. Vea la Figura 2.3.

Teorema 2.6 Si A es un retracto de deformacion de X, entonces A y X son del

mismo tipo de homotopia.

Demostracién. Dado que A es un retracto de deformacién de X, entonces existe
una funcién continua r : X — A tal que roi =14 eior ~ lx, donde i es la
inclusion de A en X. Notemos que r o7 = 14 implica r o4 ~ 14 pues basta definir
H:roi~1ycomo H(z,t) =roi(x), de aqui que A y X son del mismo tipo de
homotopia. O
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2.2. El funtor 7

En la introduccién de este capitulo se mencionan los invariantes m, para n > 1.
En esta seccién, se define de manera natural el primer invariante topolégico m,
que asocia a un espacio un conjunto. Cabe mencionar que este conjunto no es un
grupo, como ocurre para n > 1. También es importante saber que el invariante g
cuenta los “pedazos” ajenos en que se descompone el espacio.

Sea Hom(Fr(I),—) : htop — Sets el funtor definido por:
Hom(Fr(I),X)=[Fr(I),X]={[o] | o: Fr(I) — X continua}, donde [0] es la cla-
se de homotopia de o, como en el Ejemplo 1.4 donde el espacio fijo es la frontera,
Fr(I) del intervalo I = [0, 1].

Noétese que existe una biyeccién entre [F'r(I), X] y las c.p.t. X que es dada por

vx|o] = [0(0)]. Esta relacién, en efecto, es una funcién. Suponga é € [o], entonces
existe una homotopia H : § ~ o. Defina «(t) = H(0,t) y B(t) = H(1,t). Luego
[0(0)] = [0(0)] = [0(1)] = [6(1)] son la misma c.p.t. Por tanto, la funcién esta bien

definida. Ahora; si [zg] es una c.p.t. y 0 : I — X es una trayectoria tal que
o(0) = xo tomando la restriccién o|g,(r), tenemos que px ([o|rr(r)]) = [0(0)]. Por
tanto, ¢ x es sobre. Ademds, si [6(0)] = [0(0)], entonces existen trayectorias § y o
en X tal que §(0) = (0). Tomando H : 6|y (1)= o|py(r), definida por

[ o((1—=2t)s) si(s,t) e Fr(l) x[0,1/2]
H(s,t) = { o((2t = 1)s) si (s,8) € Fr(I) x [1/2,1].

Obtenemos [6] pr(1)] = [o]pr(n)]- Asi, px es inyectiva.

Més adn, ¢ : Hom(Fr(I),_) — c.p.t.(—) definida por la familia de funciones px
es una transformacién natural, pues px es biyectiva para cada X y el siguiente
diagrama conmuta, en donde el morfismo f : X — Y en htop induce la correspon-
diente fyu:

Hom(Fr(I),X)>— cp.t(X)

ful lfu

Y

Hom(Fr(I),Y) > ct.p(Y).

Por otro lado, nos interesa cémo se parte X, asi definimos my por mp(X) =
ox(Hom(Fr(I),X)) = cp.t.(X).

Definicién 2.4 Dados X y Y espacios definimos mo(X) como el conjunto de

componentes por trayectorias de X. Si f : X — 'Y es continua, definimos mo(f) :
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m0(X) — 7o (Y') como la funcion que toma una componente por trayectorias C de

X y la manda a la componente por trayectoria de' Y que contiene a f(C).

Teorema 2.7 7 : Top! — Sets es un funtor. Mds ain, si X yY son espacios y

frg: X =Y son funciones continuas con f ~ g, entonces mo(f) = mo(9g).

Demostracién. El Ejemplo 1.3 sustenta que mg es un funtor. Sean F' : f ~ g,
y « € [x] = X, donde X es alguna c.p.t. de X. Sea h(t) = F(xo,t) para cada
t € I. Es claro que h: [ — Y es una trayectoria en Y. Méas atin, h(0) = F(z,0) =

f(z) y h(l)=F(z,1) = g(x), de aqui que f(x) ~ g(z). Asi,
mo(f)([]) = [f(2)] = [g(2)] = mo(g)([2])-
Por tanto mo(f) = m(g). O

Corolario 2.2 Sean X yY espacios. St X yY tienen el mismo tipo de homotopia,

entonces tienen el mismo numero de componentes por trayectorias.

Demostraciéon. Dado que X y Y tienen el mismo tipo de homotopia, entonces
existen funciones continuas f : X — Y, g: Y — X tales que fog ~ 1y ygof ~ 1x.
Observemos, de las propiedades de funtor de my que

(mo(f) oma(g)(Y) = mo(fog)(Y)=mo(ly) = Loy ¥
(mo(g) o mo(fN(X) = molgo f)(X)=mo(lx) = lry(x)-

Luego, existe una biyeccién entre mo(X) y mo(Y). Por lo tanto, tienen el mismo
nimero de componentes por trayectorias. O

2.3. El Grupo Fundamental

En esta seccién introducimos el invariante topoldgico w1, el cual asigna a cada
espacio X un grupo (no necesariamente abeliano). Como se mencioné en la in-
troduccion del Capitulo 1, uno de nuestros objetivos es construir un grupo cuyos
elementos sean clases de homotopia de trayectorias en X con la operacién binaria
[fllg] = [f = g]. Asi, para f,g : I — X trayectorias con f(1) = g(0) se define
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f*g;[—>XpOI'
o fet sio<t<]
gran={ 42 HEIE:

Por el Lema 1.1 tenemos que f * g es continua, pues f*g(%) = f(1) = g(0). Luego,
f % g es una trayectoria en X. Si X es contraible, entonces todas las funciones
continuas de I en X son homotdpicas. Entonces, existe sélo una clase de homotopia
(la clase de la funcién constante). Asi, el grupo asociado es el grupo trivial el cual
proporciona muy poca informacion, entonces se modifica la definiciéon de homotopia
de la siguiente manera.

Definicion 2.5 Sean X un espacio, A C X y fo, f1 : X = Y funciones continuas
con fola = fila. Se escribe

fo~ f1 rel A,

si existe una homotopia F : fo ~ fi tal que F(a,t) = fo(a) = f1(a) para todo a € A
y todo t € I. A esta homotopia se le llama homotopia relativa, o abreviando

decimos homotopia rel A.

La expresién F(a,t) = fo(a) = fi(a) para toda a € A y toda t € I, se sustituye
por F(A,t) = fo(A) = f1(A).

Notemos que la homotopia usual puede verse como una homotopia rel ). De mane-
ra, similar que en el caso de la homotopia se tiene, para A C X, que la homotopia
rel A es una relacién de equivalencia sobre el conjunto de funciones continuas de

X en Y. La demostracién de este hecho es andloga a la del Teorema 2.1, vea [2],
pag. 380.

Definicién 2.6 Sea Fr(I)={0,1} la frontera de I en R. La clase de equivalencia
de una trayectoria f : I — X rel Fr(I) es llamada la clase de trayectoria de f

y se denota por [f].

Teorema 2.8 Sean fo, f1,90,91 : I — X trayectorias en un espacio X con
fo~ fi rel Fr(I) y go ~ g1 rel Fr(I).

Si fo(1) = f1(1) = go(0) = g1(0), entonces fo* go ~ f1* g1 rel Fr(I).
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Demostracién. Supongamos que F' : fy ~ f; rel Fr(I) y que G : go ~ g1 rel
Fr(I). Definimos K : I x I — X de la siguiente manera:

0<
K(s,1) _{ G(2s—1,t) 3<

Observe que, como

, paracadatéel.

y fi1(1) = ¢1(0), entonces por el Lema 1.1 K es continua. Mas atn,

- F(25,0) = fo(2s) 0
K(s,0) = { G(2s —1,0) = 98(28 -1 3

S
S

— Nl

IA A
IA A

lo que indica que K (s,0) = fo* go. Andlogamente K (s,1) = f1*g;. Resta verificar
que K(a,t) = fo*gola) = f1 * g1(a), para todo a € Fr(I) y t € I. Para esto
observemos que

K(0,t) = F(0,t) = fo(0) = fo*90(0) = f1(0) = f1xg1(0) vy,
K(1,t) = G(1,t) = go(1) = fo*go(1) = g1(1) = f1 * g1 (1).

Por tanto K : fo * go ~ f1 * g1 rel Fr(I). O

Definicion 2.7 Sea X un espacio, si f : I — X es una trayectoria de xg a 1,
llamamos a xo origen de fy lo denotamos por xo = a(f), y a x1 el final de fy
lo denotamos por x1 = w(f). Una trayectoria f es cerrada en xy si a(f) = w(f).
A una trayectoria cerrada f en xg también la conocemos como lazo basado en

xI.

Observemos que si f ~ g rel Fr(I), entonces a(f) = a(g) y w(f) = w(g). Asi,
podemos hablar del inicio y final de una clase de trayectoria [f] y lo denotamos
por «off] y w|[f], respectivamente.

Teorema 2.9 Sea X un espacio topoldgico. Entonces el conjunto de todas las
clases de trayectorias de X bajo la operacion binaria [f]lg] = [f * g] forma un

sistema algebraico llamado grupoide y satisface las siguientes condiciones.
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i) Cada clase de trayectoria de [f] tiene un origen o[f] = p y un final w[f] = ¢,
con p,q € X. Ademds,

[ip][f] = [f] = [f]liq]-

ii) La asociatividad se cumple siempre y cuando sea posible.

iii) Sip = a[f] y ¢ = w[f], entonces

AL = lip] w LF(f] = [ig]-

Demostracion.

i) Sean p,q € X. S6lo mostramos que i, * f ~ f rel Fr(I). (La otra parte es
similar.) Nuestro objetivo es encontrar una funcién continua H : I x I — X, tal
que H :ip* f >~ f rel Fr(I).

0,1) S

t
(1,0
l
ool I
(5:0)
—>
S
Figura 2.4:

Observemos en la Figura 2.4, la ecuacién de la recta que une los puntos (0,1) y
(%, 0) es 2s = 1 — t. Por otro lado, sea t fijo, definimos la ecuacién de la recta que
une los puntos (43%,0) y (1,1), con pendiente m = %t por 6:(s) = %t(s—l)—kl =

s—(1—1)/2
T—(1-t)/2"
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Definimos H : I x I — X como

_ P si2s<1—t
H(s,t) = { FO(s)) si2s>1—t:

Notemos que H coincide con i, en la parte no sombreada de la Figura 2.4 y con f
la parte sombreada de la Figura 2.4. Ademas, si s = %, el valor que toma H es
p, por el Lema 1.1 H es continua.

Tenemos H(s,0) = p =i, para 0 < s < 3 y H(s,0) = f(2s — 1) para 1 < s <1
lo que indica que H(s,0) = (ip * f)(s) y H(s,1) = f(s) para 0 < s < 1. Més
atn, H(0,t) =p =i, * f(0) = f(0) y H(1,t) = g = ip * f(1) = f(1). Por tanto
H:ipx f~ frel Fr(I), de aqui que [iy][f] = [ip * f] = [f].

ii) Para la demostracién de la asociatividad seguiremos un esquema similar a la
demostracién anterior. Ahora considérese el siguiente diagrama.

L[S

1
2

Para un ¢ fijo definimos tres funciones continuas 0}, 67, 63, donde

t+1

t+1 t+2 t—|—2

definidas por 6}(s) = t+1’ 03(s) = 4s —t — 1y 63(s) = 22 respectivamente.
Definimos H : I x I — X como:
(&) 4s—1<t
H(s,t)=4¢ g(ds—t—1) 4s—2<t<4s—1
h(E22) ¢ <d4s—2.

Es facil probar que H es continua y ademas H : (f*g)xh >~ fx(g*h) rel Fr(I).
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iii) Sea H : I x I — X definida por

f fes-t)  0<s<l
H<svt>—{ feA-s)1-1) f<s<l

Se puede ver que H : f* f~ ~ i, rel Fr(I).

Por otro lado, para mostrar que f~!* f ~ i, rel Fr(I) definimos F' por

_ f(2s(t—1)+1) 0<s<i
F(S7t)_{f(2(1—5)(t—1)+1) %Ssgi
Es fécil ver que F: f~' % f ~ iy rel Fr(I) O

Teorema 2.10 Sea X un espacio topoldgico, y xg € X fijo. El conjunto
m1 (X, zo) = {[f] : [f] es una clase de trayectoria en X con a[f] = o = w[f]}
es un grupo para cada o € X, con la operacion binaria [f][g] = [f * g].

Demostracion. Sea zg € X. Todas las propiedades excepto la cerradura se de-
ducen del Teorema 2.9. Para comprobar la cerradura sean [f], [¢] clases de trayec-
torias con «off] = alg] = xo = w[f] = w[g]. Dado que [f][g] = [f*g], es una clase de
trayectoria entonces lo inico que nos resta verificar es que f * g es una trayectoria
cerrada en zg, pero esto se tiene de la definicién pues f * g(0) = f(0) = zp y
f*g(1) = g(1) = xy. De aqui que f * g es una trayectoria cerrada. Por lo tanto,
m1 (X, zy) es un grupo. O

Definicion 2.8 Sea X un espacio topoldgico. Dado un punto x¢g € X fijo lo lla-
mamos punto base. El grupo fundamental de X con punto base xq es el grupo
T (Xv IL‘(]) .

Lema 2.1 Sean X y Y espacios topoldgicos y f,g : I — X trayectorias tales que
fy g son homotopicas rel Fr(I). Si h: (X,z0) — (Y,y0) es una funcion continua,
entonces ho f ~ hog rel Fr(I).
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Demostracién. Basta definir la homotopia K : I x I — Y como K(x,t) =
ho H(x,t), donde H : f ~ g rel Fr(I). O

Teorema 2.11 7 : Top® — Grup es un funtor covariante. Mds aun, si las
funciones h,k : (X,z9) — (Y,yo) son tales que h ~ k rel {xo}, entonces m1(h) =
m1(k), donde (X, xg), (Y, yo) € Obj Top*.

Demostracién. Probemos los axiomas de i) a iv) de la Definicién 1.3.

i) Se tiene del Teorema 2.10.

ii) Sean [f] € m1(X,x0), y una funcién continua h : (X, z9) — (Y, yp). Definimos
m1(h) por m(h)[f] = [ho f]. Note que la composicién ho f : (I, Fr(I)) — (Y, yo) es
una trayectoria cerrada de Y en el punto yo, pues ho f(0) = h(f(0)) = h(zo) = yo,
y ho f(1) = h(f(1)) = h(zo) = yo; entonces [ho f] € m1(Y,yo). También m(h)
estd bien definida pues si f ~ f’ rel Fr(I), entonces por el Lema 2.1 ho f ~ ho f’
rel F'r(I). Ahora si f, g son trayectorias cerradas de X en el punto zp, entonces

_ [ hi@2s) 0<s<jg
ho(f*g)—{h(g@s_l)) %gsgi.

lo que implica ho (f * g) = (ho f)* (hog). Asi, m(h)([f]lg]) = m(R)([f * g]) =
[ho(fxg)l = [(ho f)x(hog)] = [ho fllhog] = mi(h)[f]m1(h)[g]. De aqui que m1(h)

es un morfismo.

iii) Si f @ (X,20) — Y,v0) v 9 : (Y,y0) — (Z,29) son funciones continuas y
[o] € m1 (X, o) arbitrario, entonces

mi(go ol =[(go f)oal=[go(foo)]=m(g)lf ool =m(g)om(f)lo].

iv) Si 1(x 4, es la identidad en el espacio (X,z¢), entonces 71(1(x zq))lc] =
[1(x,20) © 0] = [0] = 11, (x,20)([0]), Para todo [o] € m1 (X, x0).

Asi, de i) a iv), 71 es un funtor covariante.

Ahora, si h ~ k rel {xg}, entonces ho f ~ ko f rel Fr(I), siempre que f sea
una trayectoria cerrada de X en xg. Asi, [ho f] = [k o f] para toda f, es decir,
Wl(h):ﬂ'l(k}). OJ
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Usualmente escribimos h, en lugar de 71 (h) y llamamos h, la funcién inducida
por h.

Recordemos que htop* es la categoria de los espacios homotépicos punteados. En
particular, tomemos Hom((S!, 1), (X, x0)) = [(S}, 1), (X, z0)] y observemos que se
define una operacién que lo hace grupo, (vea el Teorema 2.12). Para lograr esto
primero tenemos que estudiar el siguiente lema.

Lema 2.2 Sea X espacio topolégico y xg € X. Si f,g : I — X son trayectorias
en X con f(0) = f(1) = g(0) = g(1) = xg, entonces se tiene lo siguiente:

i) Eriste una funcion continua f : S' — X dada por f (e*™) = f(t).
ii) Si f~g rel Fr(I), entonces f ~ g rel {1}.
iii) Si f~ f1 rel Fr(I) y g~ g1 rel Fr(I), entonces f * g ~ f, x g, rel {1}.

Demostracion.

i) Recordemos que exp(t) = e“™ es una funcién cociente (vea [2], pag. 86), y
{0,1} = exp~1({1}). Por hipétesis, f({0,1}) = {xo}. Luego f es constante para
cada t € I. Por tanto f (e2™) = f(t). Es decir, el diagrama que se muestra a
continuacién, conmuta:

2mit

1

e \

St—=X
f

ii) Supongamos que H : f ~ g rel F'r(I), entonces

H(s,0) = f(s)
H(s,1) = g(s)
H(a,t) = f(a)=g(a), paraa € {0,1}.

Dado que f’ y ¢’ hacen conmutar los diagramas a) y b), respectivamente

1 1
| |
exrp exp
St — X St X
! g
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Proponemos F : S! x I — X, dada por F(e*™,t) = H(s,t). Es claro que esta

funcién es continua. Mas ain, se tiene

F(e*™,0) = H(s,0) = f(s) = f'(*™)
F(*™,1) = H(s,1)=g(s) =g
F(,t) = F(™W )= H(1,t) = f(1) = g(1) = f/(1) = ¢'(1).
Es asf como F : ' ~ ¢’ rel {1}.
iii) Supongamos que F': f ~ fi rel Fr(I) y G : g ~ g1 rel Fr(I). Por ii) existen
F'of ~flrel Fr(I) vy G':g ~g}rel Fr(I).Sea K : S* x I — X, definida
por
K(s,t) = F'o(exp xid)(2s,t) 0
G o (exp x id)(25s — 1,t) %
se tiene que
E 2mi(2s) 0) = 2mi(2s) 0<s<
Koy~ | FETE0 = ) o<as
G/(€27T7,(28—1)’0) — gl(627r1(25—1)) % <s<
Es decir, K(s,0) = f' * ¢'(s). Anédlogamente se puede verificar que K(s,1) =
f*g1(s).

También se cumple que
K(1,t) = Q™D 1) = G(1,1) = g(1) = ¢'(1) =wo = f * g'(1) = f1 * g, (1).
Notemos que como

F'(e*mM) 1) = F(L,t) = f(1) = f1(1) = o

K(1/27t) = { G/(62m(0),t) — G(Oﬂf) = 9(0) = 91(0) = To-

Entonces por el Lema 1.1, K es continua. Por tanto, K : f % ¢/ ~ f{ * 9,1 rel {1}.
O

El objetivo del siguiente teorema consiste en dotar de una operacién al conjunto
Hom((S%,1), (X, x0)) y probar que se cumplen los axiomas de grupo.

Teorema 2.12 Sea (X, ) un espacio topoldgico punteado. El conjunto
Hom((S', 1), (X, z0)) = [(S', 1), (X, 20)] con la operacion [f][g] = [(f * g)'] es un
grupo, donde f', ¢, (f x g)' son como en el Lema 2.2i).
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Demostracion. Aseguramos que la operacién esta bien definida.

En efecto, sean [f'],[¢] € Hom((S',1),(X,z0)) v fI € [f'], ¢; € [¢], es decir,

existen F' : f' ~ fl rel {1} y G' : ¢’ =~ ¢} rel {1}. Luego F : f o exp ~ f] o exp

rel Fr(I) y G:g oexp~ g} oexprel Fr(I). Por tanto F : f ~ f; rel Fr(I) y

G : g ~ g1 rel Fr(I). Entonces, por el Teorema 2.8 se tiene que f * g ~ fi x g rel

Fr(I) y del Lema 2.2 (f *g) ~ (f1 * g1)’ rel {1}. Por tanto [f’][¢'] = [(f x g)'] =

[(fr+ 1) = [filloa].

Del Teorema 2.9 y el Lema 2.2ii) el neutro de Hom((S*,1), (X, z¢)) es [il, ], donde

igy = iy, O €TP, € iy, es la trayectoria constante en wg, y el inverso de [f] €
m((S', 1), (X,z0)) es [(f~1)], donde f~' es la trayectoria inversa fy f~! =

(f7') o exp. La asociatividad es clara del Teorema 2.9 de hecho, la prueba es
andloga a la demostracién del Teorema 2.9ii). O

En el Teorema 2.13 se prueba que Hom((S', 1), (X, z¢)) es isomorfo al grupo fun-
damental de un espacio topoldgico punteado.

Teorema 2.13 Sea (X, xg) un espacio topoldgico punteado. Entonces
771(X7 ZL‘()) = Hom((Slv 1)) (Xa ZL‘()))

Demostracién. Definimos ¢ : 71(X,z9) — Hom((S,1), (X, x0)) por o([f]) =
[f'], donde f’ es como en Lema 2.2i). Probamos que ¢ estd bien definida. Sea
[f] € m(X,20), y g € [f], es decir, f ~ g rel Fr(I). Entonces, por el Lema 2.2ii)
se tiene que f’ ~ ¢’ rel {1}. Luego [f’] = [¢']. Por otro lado, ©([f][g]) = ¢([f*g]) =

[(fx9)]=1[f1ld]=e(fD)e(lg]); ¢ es un morfismo de grupos. Ademds ¢ es sobre
ya que para [f'] € Hom((S', 1), (X, o)), existe una trayectoria cerrada f : I — X

tal que f'(exp(s)) = f(s). Luego se cumple ¢([f]) = [f’]. Por tltimo, resta probar
que ¢ es inyectiva. Si o([f]) = ¢([g]), entonces [f'] = [¢'], es decir, f' ~ ¢’ rel {1}.
Luego f'oexp ~ ¢’ oexp rel Fr(I), lo que implica que f ~ g rel Fr(I). Por tanto,
[f] = [g]- Con todo ¢ es un isomorfismo. O

Sea (X, zq) € Obj Top* y px = ¢ : m(X,z0) — Hom((S',1), (X, 20)) como en
el Teorema 2.13, una familia de morfismos de grupos. ¢ x es una transformacion
natural entre los funtores Hom((S', 1), —) y 71, pues ¢x es isomorfismo para cada
(X, z0) y hace conmutar el siguiente diagrama

Hom((S",1), (X, 20)) == m (X, )

fﬁl bj:

Hom((S,1), (Y, v)) ELAEN m1(Y, y0)
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Asi, podemos también definir a m; por w1 (X, zq) = px(Hom((S!,1), (X, z0))).

Teorema 2.14 Sea X espacio topoldgico. Si xg € X y Xo es la componente por

trayectoria de X que contiene xg, entonces
U (X07 ‘TO) =m (X7 .'L'O)-

Demostracién. Aseguramos que j. : 71 (Xo,z9) — m(X,x0) es un isomorfis-
mo, donde j : (Xo,z9) — (X,z0) es la inclusién. En efecto, si [f] € ker j,,
entonces j.[f] = [j o f] = [xo], donde xy es la trayectoria constante. Luego sea
F:jof~uxyrel Fr(I) la homotopia cémo F(0,0) = x¢; y dado que F(I x I) es
conectable por trayectorias, se sigue que F'(I x I) C Xy. Es simple verificar que
F: f ~uxyrel Fr(I). De aqui que ker j, = [zg]. Por lo tanto j. es inyectiva. Para
verificar que j. es sobre basta tomar f : I — X una trayectoria cerrada en xg.
Entonces f(I) C Xg. Definimos f' : I — Xy por f/'(t) = f(t) para todo t € I.
Notemos que j.[f'] = [jo f'] = [f], entonces j. es sobreyectiva. Por tanto j. es un
isomorfismo de grupos. O

El resultado siguiente asegura que el grupo fundamental de un espacio X es inde-
pendiente de la eleccién del punto base siempre que X sea conectable por trayec-
torias.

Teorema 2.15 Si X es conectable por trayectorias y xo,r1 € X, entonces
7T1(X7 1’0) = 7T1(X7 .’El)-

Demostracién. Sea vy una trayectoria en X de z¢ a 1. Definamos ¢ : m (X, xg) —
(X, z1) por o([f]) = [y Y[f][7]. Es claro que ¢ estd bien definida. Més atin ¢
es un isomorfismo con inversa 1, dada por ¥ ([g]) = [7][g][y!]. O

El siguiente resultado se encuentra como ejercicio en [8] y nos dice que el grupo
fundamental del producto de una familia arbitraria de espacios topolégicos pun-
teados se puede ver como el producto de los grupos fundamentales de cada uno de
los espacios topoldgicos punteados de la familia.

Teorema 2.16 Sea {X, : o € A} una familia de espacios topolégicos, donde A

es un conjunto de indices, entonces T (Hpea(Xa, Za)) = Myca(m(Xa, o))
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Demostracién. Probemos que {7 (Ilpea(Xa, Za)), Pa. } cample la propiedad uni-
versal del producto directo de la familia de grupos {m (Xa, Za) }aca, donde P, son
las proyecciones naturales del producto cartesiano. (Vea Definicién 1.2)

Es decir, dado {G,q,} un par tal que G es grupo y ¢, : G — (X4, 24) una
familia de morfismos de grupos, entonces existe un tnico morfismo de grupos
f G — m(Upea(Xa,za)), tal que P,, o f = q,, para todo o € A, como se
muestra en el siguiente diagrama.

G

/ lq“

Wl(HaeA(Xm Jfa)) e 7F1(Xa7 iL'a)

Qi

Hacemos la prueba en tres pasos:

1) La existencia de f.
2) La unicidad de f.

3) f es un morfismo de grupos.

1) Para cada a € A sean g € Gy qa(9) € m1(Xa,Za) ¥ 00 € ¢u(g) un lazo basado
en x,. Consideremos {0, }aca la familia de lazos basados en x,,.

Como I, e 4X, cumple en Top! la propiedad universal del producto, entonces
existe una tunica funcién continua o : I — Il,e4X, tal que P, oo = o, para todo
a € A. Por tanto, el siguiente diagrama conmuta en la categoria de Top?.

ok

HaEAXoc P4> Xa

Asi, 0 es un lazo basado en (x4 )q, pues
P,o00(0) =04(0) =xq = Pyoo(l) para cada a € A.

De donde, 0(0) = (za)a = o(1). Luego, definimos f(g) = [o]. Probemos que
f esté bien definida. Sea ¢, otra familia de lazos basados en z,, con o, ~ d, rel
Fr(I) para cada « € A, tal que existe un tinico lazo § : (I, Fr(I)) — Hpea(Xa, Ta)
el cual cumple que P, o § = §, para cada o € A.
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Afirmamos que § ~ o rel Fr(I). En efecto, dado que existe una familia de homo-
topias relativas a la frontera de I, H, : 04 ~ o rel Fr(l). Entonces, existe una
unica funcién continua H : I X I — Tl,c4(Xq, o) tal que el siguiente diagrama
conmuta

HaEA(Xay 'ra) o> (Xou xa)-

Es decir, P, o H = H,, para todo o € A. Verifiquemos que H : § ~ o rel Fr(I).
Tenemos que H(—,0) : I — Ilyea(Xa,zq) hace conmutar el siguiente diagrama,
donde P, o H(s,0) = 0,.

Oo

I
H(-,0) l

Haea(Xa; Ta) ?) (Xas Ta)-
Dado que H(—, 0) es unica, debe de coincidir con o. Asi H(s,0) = o(s). De manera
similar H(s,1) = §(s).
Finalmente, P, o H(Fr(I),t) = Hy(Fr(I),t) = oo(Fr(I)) = 0a
para todo a € A. Se sigue que H(Fr(I),t) = o(Fr(I)) = 0(Fr(I)) = (zq)a- Asi,
H :§ ~ o rel Fr(I). Por tanto f estd bien definida.

2) Probemos la unicidad de f. Supongamos que existe f’ tal que el siguiente
diagrama conmuta

G
I8 l
qo

1 (Haea(Xa, 7a)) H) 71 (Xas Ta)-
Sean 0,0 : (I,Fr(I)) — Haea(Xa, o) trayectorias cerradas y g € G, tales que
flg) = [o]l y f'(9) = [6]. Luego Pu.(f(9)) = [Paoo] = [0a] v Po,(f'(9) =
[Py 0 0] = [0a], donde 04,84 : (I,Fr(I)) — (Xa,xa) son trayectorias cerradas.
Dado que P,, o f(9) = qu(g9) = P, o f'(g) para todo a € A, entonces [0,] = [04]
para todo o € A, es decir, existe una funcién continua H, : I x I — (X4, z4)
para cada a € A, tal que H,, : 04 =~ d, rel Fr(I). Luego, existe una tnica funcién
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continua H : I x [ — lyca(Xa,zq) tal que el siguiente diagrama conmuta

I xI

e
HaGA(Xav xa) P*> (Xom Cﬂa)-

Es decir, P, o H = H,, para todo a € A. Es facil ver que H : 0 >~ ¢ rel Fr(l) (vea
1). Asi, f(g) = [o] = [0] = f'(g). Por tanto f es tnica.

3) Sean g,h € G. Supongamos que ¢o(g9) = [0a] ¥ ¢a(h) = [a], luego g.(gh) =
[0a*da]. Sea {oa*04 }aca una familia de lazos basados en z. Dado que P,o(o*d) =
P,o *x P,6 = 0, %, para todo o € A, se tiene que o * d es la Unica funcién que
hace conmutar el siguiente diagrama.

1
o*xd lga 6o

HaEA(Xaa xa) T (Xom -Ta)-

Asi, f(gh) = [o %] = [0][0] = f(g)f(h). Por tanto f es morfismo de grupos.

Con 1), 2) y 3) se tiene que 71 (pea(Xa, Za)) = Haca(m1(Xa, Ta))- O

Notemos la importancia que tiene el haber aplicado conceptos de categorias en la
demostraciéon del Teorema 2.16, pues utilizando la propiedad universal del producto
evitamos la dificil tarea de dar un isomorfismo explicito entre 71 (Iloc4(Xa, Za))
y HaE.A(Trl(Xou xoa))‘

El siguiente resultado se puede ver como un caso particular del Teorema 2.16,
la razon por la cual exponemos su prueba es que en este caso mostramos como
esta definido el isomorfismo explicitamente.

Teorema 2.17 Si (X, z0) y (Y,yo0) son espacios punteados, entonces
ﬂ-l(X X Yv (3507?/0)) = 7T1(X7 330) X 7I-1(}/77 y[))
Demostracién. Sean p : (X X Y, (zo,%0)) — (X,2z0) y q¢ : (X XY, (z0,%)) —

(Y, y0) las proyecciones naturales.
Sea f : I — X XY una trayectoria cerrada en (zg, ). Tenemos que (p«, @) :
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(X XY, (20,40)) — m1(X, z0) x m1(Y,y0) dado por (ps, ¢.)([f]) = (p«[f], &:[f]) =
([pfl,[af]), es un morfismo de grupos.

Mostremos que (ps, ¢«) es un isomorfismo dando su inversa. Sean g una trayectoria

cerrada de X en xg y h una trayectoria cerrada de Y en . Definimos 6 : 71 (X, 29) X

m1(Y,yo) — m1 (X XY, (z0,y0)) por 0([g], [h]) = [(g,h)], donde (g,h) : [ — X XY es

definida por t — (g(t), h(t)); es facil verificar que la funcién esta bien definida y que

es la inversa de (px, ¢). De aqui que 71 (X X Y, (x0,90)) = m1 (X, 20) X m1(Y,0)) -
U

De aqui hasta el final de la seccién, lo que presentamos es un compendio de
propiedades importantes del grupo fundamental.

Teorema 2.18 Si X y Y son espacios conectables por trayectorias que tienen el

mismo tipo de homotopia, entonces para cada xg € X y yg € Y, se tiene que
(X, zo) = m1 (Y, y0)-

Demostracién. Sea f : (X,z9) — (Y,y0) una equivalencia homotépica (vea
Definicién 2.2). Es decir, existe g : (Y, yo) — (X, x0) talque gof ~ 1xy fog ~ 1y,
entonces:

Ti(go f) = gs o fu = Ly (x)
Ti(fog) = fiog.~ Lry(v)-
Por tanto m1 (X, zo) = m1(Y, yo). O

Notemos la manera en como la definicion de funtor simplifica la prueba del
Teorema 2.18.

Lema 2.3 Si X = {x¢}, entonces m1 (X, zo) = {1}.

Demostracién. Claramente {1} C m1(X,xg). Sea [f] € m1 (X, z¢), observe que si
f: 1 — X, entonces f es la trayectoria constante en xg. Luego [f] = [iy,] = 1. Por
tanto m (X, zo) = {1}. O

El siguiente resultado se desprende del Teorema 2.18.
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Corolario 2.3 Si X es un espacio contraible y xqg € X, entonces

T (X, x0) = {1}.

Demostraciéon. Dado que X es contraible, entonces X tiene el mismo tipo de
homotopia que un punto Y = {x¢}. Asi, por el Lema 2.3 se tiene que

T (Y, z0) = {1},

Aplicando el Teorema 2.18 se tiene que (X, zg) = {1}. O

Definicion 2.9 Un espacio X es llamado simplemente conexo si es conectable

por trayectorias y w1 (X, xo) = {1} para cada xy € X.

2.3.1. Célculo de 7(S')

Hemos dado ejemplos de espacios topoldgicos que son simplemente conexos (espa-
cios convexos, contraibles, el espacio de un sélo elemento), es decir, con grupo fun-
damental trivial. Es natural preguntarnos si existe al menos un espacio topologico

con grupo fundamental no trivial.

En esta secciéon nos encargamos de desarrollar los resultados suficientes para de-
mostrar que la circunferencia es un espacio topolégico con grupo fundamental no

trivial. Mas aun, su grupo fundamental es Z.

QOO0

Figura 2.5: Ejemplos de lazos alrededor de S!.
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Antes de iniciar el anélisis vamos a tratar de intuir tal resultado. En la Figura 2.5
observamos que ninguno de los lazos son homotépicos. Una explicacién posible es
que en Figura 2.5a el lazo da una vuelta completa a S'; en Figura 2.5b da dos
vueltas; en Figura 2.5¢c no da vuelta alguna y por ultimo en Figura 2.5d. da menos

una vuelta, es decir, vuelta recorrida en sentido contrario.

Lo anterior sugiere que existen lazos alrededor de S! salvo homotopia, que estan
caracterizados por el nimero de vueltas que dan. Es decir, tenemos una biyeccion
entre m1(S',1) y Z, dado por [a] — # de vueltas de «, donde « : (I, Fr(I)) —
(S, 1). Podemos observar que si componemos un camino que da n-vueltas con otro
que da m-vueltas alrededor de S! este es un nuevo lazo que da m + n-vueltas a S*.
Lo anterior nos da pauta para considerar a Z bajo la operacién suma y demostrar

que la biyeccién antes mencionada es un isomorfismo.

0 21 0 2n 4an

| % | | %

——™* — — —— a
Figura 2.6:

El reto al cual nos enfrentamos es: definir de manera rigurosa el nimero de vueltas.
Una manera muy sencilla de definir el nimero de vueltas es contar cuantas veces el
lazo pasa por el punto base. Pero esto no funciona en general. Por ejemplo, vemos
en Figura 2.5¢ que pasa dos veces por el punto base. Sin embargo, no da vuelta
alguna. Entonces, hay que tener en cuenta la direccién en la que pasa por el punto
base. La manera correcta es cortar el lazo por el punto base y desenrollarlo sobre

R como lo ilustra la Figura 2.6.
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Con el siguiente lema probamos que todo lazo se puede desenrollar en R.

Recordemos que f : (X,x9) — (Y,y0) denota a una funcién f : X — Y tal que
f(@o0) = yo.

Lema 2.4 Sean X un subconjunto compacto y convezo de R* para algin k € N,
o (X,z0) — (SY,1) una funcion continua, ty € Z, y exp(t) que denota €™,
Entonces existe una unica funcién continua f : (X, x0) — (R,tg) con expo f = f.
Ademds, se tiene que exp(f(xzo)) = f(zo) = 1 y fzo) = to como lo muestra el

stguiente diagrama conmutativo.

Demostracion. Dado que X es métrico y compacto, f es uniformemente continua.
Sea € > 0 tal que siempre que ||z —2/|| < €, entonces || f(x) — f(2')]] < 2, donde 2 =
diam S!. Esto garantiza que f(x) y f(z') no son antipodales, es decir, f(z)f(2') #
—1.

El hecho de que X sea acotado implica la existencia de un entero positivo n con

|z — zol|/n < € para toda = € X.

Para cada z € X dividimos el segmento de linea ToZ (por convexidad este segmento
estd contenido en X) en n segmentos de igual longitud generando puntos zg, x1,
..., Ty, = x determinados de manera tnica. Como ||z; — zj11|| = ||z — zo||/n <,
entonces f(x;) 71 f(xj41) # —1. Para cada j con 0 < j < n — 1, la funcién g; :
X — S — {~1} definida por

gi(x) = f(a;) " flz41)

es continua, ya que si consideramos z; = x;(z) = xo + Z(z — 2¢), entonces g;(z)

es una composicién de funciones continuas. Note que gj(xg) = 1 para todo j.
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Se tiene

f@) = flan) = fl@o)f(o) ™ fl@)f(@) ™. f@n1)f(@n1) " fzn)
= flxo)[f (o) " fl)][f (@)~ f@2)] . [f (@n1) " f(n)]
= f(zo)[go(®)g1 () ... gn1(z)].

Co -1 1 ~11
Sabemos que la restriccién de exp a (5, 35) es un homeomorfismo de (5, 5) a

St — {~1}; tomamos su inversa A = ((1/27i)log) notemos que A(1) = 0. En vista
de que la im g; C S! — {—1} para todo j (donde im g; denota la imagen de g;),

entonces cada Ao g; estd definida y ademaés es continua. Definimos f:X — R por
(@) = to + Algo(@)) + Mg1(2)) + ...+ Aga-1(2)).

Se tiene que f es continua dado que es la suma de funciones continuas. También
f(z0) = to pues gj(zo) = 1 para todo j, A(1) = 0 y ademds exp o f = f. Para
probar la unicidad de f , supongamos que g : X — R es una funcién continua con
expo = [y glxo) = to. Definimos h : X — R por h(x) = f(z) — §(x). Es claro

que h es continua, mas aun
cap(h(z)) = exp(f(z) - §(x)) = exp(f(x))/exp(g(z)) = 1,

pero exp : R — S! es un morfismo de grupos con kernel igual a Z. Por lo tanto im
h C Z y dado que X es convexo en particular conexo se sigue que h es constante.

Finalmente, h(xg) = f(zo) — g(zo) = to —to = 0. Asi, f = g. Por tanto, existe una

Unica funcién continua f. 0

Bajo las hipétesis del Lema 2.4, la funcién f se define como la elevacion de f.

Teorema 2.19 Sea f : (I, Fr(I)) — (S',1) una funcién continua. Se tiene lo

siguiente:

i) Eriste una tnica funcién continua f : I — R con expo f = f y f(0) = 0.
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ii) Sig: (I,Fr(I)) — (SY,1) es continua y f ~ g rel Fr(I), entonces f ~ § rel
Fr(I); mds ain f(1) = g(1).

Demostracion.

i) Se sigue del Lema 2.4 pues I es convexo y compacto.

ii) Observemos que I x I es compacto y convexo. Elegimos (0,0) como un punto
base. Si F : (I x I,(0,0)) — (S*,1) es una homotopia relativa a Fr(I), es decir,
F : f ~ grel Fr(I), entonces el Lema 2.4 garantiza una funcién continua tunica
F:(Ix1I,(0,0)) — (R,0), tal que expo F = F con F(0,0) = 0, de aqui que F es

la elevacién de F.

Aseguramos que F : f ~ § rel Fr(I). En efecto, si ¢p : I — R es definida por
@o(t) = F(t,0), entonces exp(po(t)) = exp(F(t,0)) = F(t,0) = f(t). Ademés
©0(0) = F(0,0) = 0, lo cual indica que @q es la elevacién de f, es decir, f = ¢

por ser f tnica.

Sea ¢1 : I — R dada por ¢i(t) = F(t,1). Asi exp(p1(t)) = F(t,1) = g(t) y
©1(0) = F(0,1) = 0; luego 1 = §.

Por otro lado, definimos 6y : I — R por 6y(t) = F(0,t). Asi, por el Lema 2.4,
exp(fo(t)) = exp(F(0,t)) = F(0,t) = g(0) = f(0) = 1 indica que 6y(t) es una

constante; més atin, 0y(0) = F(0,0) =0y y(t) = F(0,t) =0 = §(0) = £(0).

Por tltimo, definimos la funcién 6; : I — R por 6 (t) = F(1,t). Por el Lema 2.4,
la cadena de igualdades exp(61(t)) = exp(F(1,t)) = F(1 t) f(1) =g¢g() =1,
indica que ) es la funcién constante f(1). Como 6, (t) = F(1,t) = f1(1) = g(1).
Asi, F: f~grel Fr(I)y fi(1) = g(1). O

Definicién 2.10 Si f: (I, Fr(I)) — (S',1) es una funcion continua, se define el
grado de f por deg f = f(1), donde f es la unica elevacion de f con f(0) = 0.

Observacién 2.1 Notemos que exp(f(1)) = f(1) = 1. Esto quiere decir que
f(1) € ker exp = Z. Entonces, deg f € Z para cada f : (I, Fr(I)) — (S',1).
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También, si f(z) = 2™, es decir, f(t) = exp(mt), entonces f(t) = mt. Asi, f(1) =

m.

A continuacién presentamos el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.20 La funcion d : 71 (S',1) — Z dada por d([f]) = deg f es un

isomorfismo de grupos.

Demostracién. Sea [f] € m1(S',1). Si g € [f], por el Teorema 2.19ii) def f = deg

g, es decir, la funcion d esta bien definida.

Sean f y g trayectorias cerradas de S! en 1, de grados m y n, respectivamente.
Sea g la elevacion de g y f la elevacion de f. Definimos 7 : I — R una trayectoria
en R de m a m + n dada por 5(t) = m + §(t). Luego f %4 es una trayectoria en
R con (f*4)(0) = f(0) =0y (f*x3)(1) = 5(1) = m 4 n. Més atn, se tiene que
( fx 7) es la elevacién de f x g pues,

cap(f+5(1) = { cam(fien) 0
2

Por tanto, como exp(f(2t)) = f(2t) para 0 < ¢ < + v exp(¥(2t — 1)) = exp(m +
§(2t—1)) = e™mg(2t—1) = g(2t—1), para 3 < ¢ < 1 se sigue que expo fx7 = fx*g,

de aqui que f x4 es la elevacién de f * g. Por lo tanto,
deg(f * g) = (f *7)(1) = m +n = deg f + deg g.

Sean [f], [g] € m (S, 1). Entonces d([f][g]) = d([f * g]) = deg f + deg g = d([f]) +
d([g]). Por tanto d es un morfismo de grupos.

Claramente d es sobreyectiva pues dada la Observacién 2.1, para cada m € Z, la
funcién f(z) = z™ tiene grado m.
Veamos ahora que ker d es trivial. Si f es una trayectoria cerrada de S' en 1 tal

que deg f = f (1) = 0, entonces f es una trayectoria cerrada de R en 0.

Por otro lado, exp : (R,0) — (S!,1) induce un morfismo de grupos entre 7 (R,0) y

71(Sh, 1), definido por [f] — [ezpo f] = [f]. Pero dado que R es convexo, entonces
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es contraible (m1(R,0) = {1}). De aqui que [f] = 1(s1 ;). Entonces ker d es trivial.

Por tanto d es inyectiva.

Con todo lo anterior d es un isomorfismo. O

Con el Teorema 2.20 confirmamos las sospechas que planteamos al inicio de esta
seccion, los unicos lazos distintos en la circunferencia, salvo homotopias, consisten

en dar vueltas sobre St.

Corolario 2.4 S' no es simplemente conezo.

Corolario 2.5 Dos trayectorias cerradas de S* en 1 son homotdpicas rel Fr(I) si

y solo si tienen el mismo grado.

Demostracién. Supongamos que f =~ g rel Fr(I). Entonces debemos probar que
deg f = deg g lo cual se tiene al ser d bien definida. Reciprocamente, supongamos

que deg f = deg g, entonces [f] = [g] pues d es inyectiva. O

2.4. Teorema de Seifert y Van Kampen

En las secciones anteriores hemos conseguido asignar a cada espacio topolégico
un grupo. Pero a la hora de determinar tal grupo parece ser una tarea no tan
sencilla, como vimos en la Seccién 2.3.1 cuando obtuvimos el grupo fundamental
de un espacio topoldgico tan simple como la circunferencia S'. Ademds, el método
que seguimos no parece ser facil de generalizar. Nos podemos preguntar si existe
alguna forma de determinar el grupo fundamental de cualquier espacio topoldgico,
pero lo cierto es que no existe tal. Esto nos indica lo complicado que se hace la
Teoria de Homotopia y el cdlculo de los grupos fundamentales desde el comienzo.
Lo que podemos hacer es determinar grupos fundamentales de espacios topolédgicos

que tengan mucho que ver con la circunferencia o desarrollar alguna férmula que
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en algunos casos, determine el grupo fundamental de un espacio topolégico en

términos de los grupos fundamentales de porciones de él.

El teorema de Seifert y Van Kampen permite determinar el grupo fundamental de
una unién de subespacios abiertos a partir de los grupos fundamentales de estos
y de la forma como el grupo fundamental de la interseccién se relaciona con los

primeros.
El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema de Seifert y Van Kampen.

Antes de pasar a la formula general, y a manera de ejemplo analicemos primero

un caso especial.

Consideremos el espacio topolégico X formado por dos circunferencias A y B
intersectados en un sélo punto, digamos el punto base xg. De los calculos en la
Seccién 2.3.1 sabemos que 71(A) es Z generado por un lazo a alrededor de A.
Andlogamente, 71(B) es una copia de Z generado por un lazo b alrededor de B.
Cada producto de potencias de a y b dan un elemento del grupo libre 71 (X) =
(a,b). Por ejemplo, el producto a®b?a=3 es un lazo que da cinco vueltas alrededor
de A, dos vueltas alrededor de B y tres vueltas en direccién opuesta alrededor de
A. El conjunto de todas las palabras que consisten de potencias de a alternadas

de potencias de b forman un grupo usualmente denotado por Zx*Z.

Fl siguiente resultado es un caso particular del teorema de Seifert y Van Kampen.

Teorema 2.21 Sea X = X; U Xo, con X1, X abiertos. Si X1 y Xo son simple-
mente conexos y X1NXa es conectable por trayectorias, entonces X es simplemente

CONEXO.

Demostracion. Sea A : I — X un lazo basado en un punto zg € X7 N Xs. Puesto
que A es una funcién continua, tenemos que {A\7!1(X1),A\71(X2)} es una cubierta
abierta de I. Entonces existe un nimero de Lebesgue 0 > 0 para esta cubierta (vea
[14], pag. 175), de tal manera que si 0 < ¢t — s < 6, entonces [s,t] C A71(X7) o
[s,t] € A1(X>). Asf se tiene una particiéon 0 = tg < t; < --- < t;, = 1 del intervalo
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I, tal que
)\([to,tl]) C Xy, )\([tl,tg]) C Xo,.. .,)\([tk_l,tk]) C Xo. (1)

Ya que A(t;) € X7 N Xy, y por ser X1 N Xa conectable por trayectorias, existen
trayectorias w; de zp a A(t;) en X; N Xy, parai=1,...,k — 1. Més auin, es claro
que las trayectorias wy y wy son constantes en zg = A(tg) = A(0) = A(1) = A(tk).

La Figura 2.7 ilustra esta idea.

X2
Figura 2.7:

wi—1(3t) st 0<t< 3

Ellazo p(t) = ¢ N(3t—1) si % <t< %

wi(3—3t) si 2<t<1,
donde \;(t) = A((1—t)t;—1+tt;) es la porcién de A en el intervalo [t;—1, t;], para cada
i1=1,2,...,k. Dado que w; son trayectorias en X1 N Xo, entonces \; determina si
;i estd en X7 oen Xy (por (1)). Por tanto p;, i = 1,2, ..., k, son nulo homotdpicas,

es decir, p; ~ iy, rel Fr(I), donde i,, es la trayectoria constante en zo. Dado que
A g kg k.. ok g el Fr(l), se tiene que [A] = [p1][pe] - . . [uk] = [iz,], entonces A
es nulo homotépica, pero dada la arbitrariedad de A, tenemos que 1 (X, z) = {1};

mas aun, X es c.p.t. Por tanto X es simplemente conexo. O

El siguiente ejemplo es una aplicaciéon importante del Teorema 2.21.
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Ejemplo 2.3 Sea n > 1. Entonces la n-esfera, S™ es simplemente conexo, en

particular la 2-esfera, S* es simplemente conexo.

En efecto, si N = (0,...,0,1) y S = (0,...,0,—1) son los polos de la esfera S™ y
X1 =S"—-95, Xo =8S"— N se cumplen las hipdtesis del Teorema 2.21 ya que X1
y X9 son contraibles (vea [2], pdg. 279) y X1 N Xy es conectable por trayectorias,

pues X1 N Xo = S" L. Asi, S™ es simplemente conezo.

Estudiemos la teoria necesaria para demostrar y comprender de mejor manera el

Teorema de Seifert y Van Kampen.

De aqui en adelante hasta el final de esta seccién, vamos a tomar X = X; U X5 un
espacio topoldgico, con X1 N Xy # 0 y xg € X1 N Xs. Consideremos las inclusiones
de espacios topoldgicos i1, 12, j1, jo como se muestran en el siguiente diagrama
X1 N XQCL) X1
iz Ji
X 2(]—'> X.
2
La funtorialidad de 71, induce un diagrama conmutativo de morfismos de grupos,

como se muestra a continuacion.

m1 (X1 N X, x0) A>7r1(X1,930)

Z‘Q*i ljl*

1 (X2, zo) m1 (X, zo)

Diagrama 1

Luego, tenemos el siguiente hecho.

Lema 2.5 57 X1, Xo y X1 N Xs son abiertos en X y conectables por trayectorias,
entonces 1 (X, xg) estd generado por las imagenes de w1 (X1, zo) y m1 (X2, x0) bajo

J1x Y Jox, respectivamente. Por lo tanto, el morfismo de grupos
@ w1 (X1, m0) * (X2, 10) — 71 (X, 20)

inducido por jix Y jox €s un epimorfismo.



2.4. Teorema de Seifert y Van Kampen 50

Demostracién. La demostracion de este resultado sigue, en esencia, los mismos
pasos que la del Teorema 2.21. Sea [\] € 71(X, z¢) un elemento arbitrario y 0 =

to <t; < -+ <tr =1 una particién de [0, 1], tal que
)\([to,tl]) C Xl, )\([tl,tg]) C XQ, R ,)\([tk_l,tk]) C Xs.

Ast, M(t;) € XiNXa, i =0,...,k Sean \i(t) = A(1 — ¢)t;—1 + tt;) para cada
i=0,....,k, yw; : I - X parai = 1,...,k — 1 una trayectoria de z¢ a A(t;)
en X; N Xy; mas ain, sean wy = iy, = wk. lenemos de esta forma, para cada

1=0,...,k, el lazo

wi—1(3t) st 0<t< 3
pi(t) =49 XN(Bt—1) si 1<t <2
wi(3—3t) si 2<t<1,

que estd en X7 o en Xo como se observo en la prueba del Teorema 2.21 y que, por
tanto, representan elementos de 71 (X, x), ya sea en la imagen de 71 (X1, z0) o de
71 (X2, o).

Por lo tanto, [u1]ue] -+ [te—1][x] = [A], resulta ser un elemento arbitrario que
esté en el grupo generado por las imégenes de ji. ¥ jox. O
Sea g € 71 (X1, x0)*7m1 (X2, x0), con representacion reducida g = [o1][o2][o3] - - - [on].

Es facil ver que el morfismo ¢ del Lema 2.5 estd dado por

2(9) = Junx([01])dvax([02])dugs([03]) - - Gux ([0n]);

donde j,,« = Jix, si [0i] € m(X1,20) 0 Ju;e = Jox, si [0i] € 7 (X2,x0), para

1=1,...,n.

Bajo las hipétesis del Lema 2.5, si llamamos ji« - jo. al epimorfismo ¢. Se deduce

que
71 (X, w0) = w1 (X1, 20) * m1 (X2, m0) /ker (Jix - Jox)-

En lo que sigue hasta el final de la seccién suponemos las hipétesis del Lema 2.5 y

calculamos ker (j1 - jox).
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Observacion 2.2 Sea o € 71(X1 N Xo, ). Entonces, por el Diagrama 1 ji -
Jox (i1x (@) = Jraine (@) = Jowiou () = jru - Jou(ini(@)), por lo que iy (a)iz(a) ™! €
ker (j1-j2). En consecuencia, ker (jis-jax) contiene al subgrupo normal de w1 (X1, xq)*
m1(X2,20) generado por los elementos de la forma iy.(a)izs (o)™, para o € w1 (X1
Xo, ).

Veamos en adelante que ambos grupos coinciden. Para ello vamos a requerir de

algunos resultados.

Antes de continuar y para facilitar el lenguaje, en lo que sigue hasta el final de esta
seccién, definimos G = 71(X1,z9) * m1(Xo,20) y N C G es el subgrupo normal

generado por los elementos de la forma i1 (a)ios ()1, para o € w1 (X1 N Xo, 20).

Asi mismo, si A : I — X es un lazo basado en xg que estd ya sea en X, para
v =1,2 0 en X1 N Xo, identificamos [A] por [A], si [A\] € m1(X,,zo) o por [A]12 si

[A] € m1(X1 N X2, 20), a su clase de homotopia respectiva.

Lema 2.6 Sea A un lazo en X1 N Xy basado en xq, se tiene entonces que [\J1 N =
[A]a2N € G/N.

Demostracién. Dado que A yace en X1 N Xo, por el Diagrama 1 tenemos que

Jus(in[A]) = Jax(i«[A])
Jix(firo Al) = Jau([iz 0 A))
Jie(A1) = Jax([Al2)
Ay = [
Asi, las clases laterales [A]1 N y [A]2V son iguales. O

Aclaramos que la siguiente observacién esta bajo las hipdtesis del Lema 2.5.

Observacion 2.3 Sea A : [ — X una trayectoria cerrada en xog nulo homotdpica,
es decir, existe una funcion continua H : I x I — X, tal que H(s,0) = A(s) y

H(0,t) = H(1,t) = H(s,1) =z, s,t € I. Observemos la siguiente construccion.
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a) Se descompone el cuadrado I? = IxI en una cuadricula de subcuadrados. Como
X1 y Xa son abiertos al tomar un nimero de Lebesgue para la cubierta abierta
{HY(X1),H 1(X3)} de I? y la longitud del lado de cada subcuadrado Q,
menor que, la mitad del nimero de Lebesque, vea la Figura 2.8, se asequra
que para cada subcuadrado Q, H(Q) C X1 o H(Q) C Xa. A esta division de

I? la llamamos subdivision de Lebesque.

Figura 2.8:

b) Para cada vértice v de la reticula, sea u, : I — X una trayectoria auziliar de
w9 a H(v) y sea py* la trayectoria inversa, de modo que si H(v) estd, ya sea
en X, o en X1NXs, v=1,2, entonces u, también estd ahi. FEsto es posible

dado que X1, X2 y X1 N Xo, son conectables por trayectorias.

c) Para cada arista a de la cuadricula, al considerarla como trayectoria a : I — I?
(en la direccion creciente), Hoa : I — X es una trayectoria de H(a(0)) a
H(a(1)), que, por a) estd en X1 o en Xa. Por lo tanto, Ay = fiq(0) * (H o
a) *u;(ll) es un lazo, que asimismo, esta en X1 o en Xo. Esta construccion la
ilustra la Figura 2.9. En consecuencia, los elementos [\,]1 0 [Aa]2 en G estdn
definidos. Es decir, cada arista de la subdivision de Lebesque del cuadrado, I?,
determina un lazo en X. Denotemos por a € G/N a la clase lateral [Ag]1 N
0 [AaJ2N. Por el Lema 2.6, si [A\)1N y [Na]oN estin definidas, entonces

[NaiN = [Ma]oN. Finalmente, sean af,...,ad las aristas inferiores de la

cuadricula y at, ..., a; las aristas superiores como en la Figura 2.9.
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Hoa

Ha1
Ha(o) 2

Figura 2.9:

Las hipétesis del lema siguiente estan bajo el contexto de la Observacién 2.3.
Lema 2.7 En G/N se tiene la igualdad af . ..a2 = 1

Demostracién. Sea Q un subcuadrado fijo con aristas a, b, a’, V', vea Figura 2.9.
En @ se tiene que ab ~ b/'a’ rel Fr(I), ya que @ es simplemente conexo. Si se
aplica H (H es la homotopia definida en la Observacién 2.3), y se conectan las
trayectorias auxiliares correspondientes, se obtiene que A\gAp >~ Ay Ay rel Fr(I), ya
sea en X1 o en Xy segin H(Q) C X1 o H(Q) C Xs. En cualquier caso, ab = ba/

en G/N, es decir, para cualquier ) se tiene la igualdad a = Va'b L.

Si ahora tomamos una hilera de subcuadrados, y multiplicamos las correspondi-

entes igualdades, obtenemos

ey,

pues los elementos lA)i correspondientes a las aristas intermedias se cancelan y 3? =
1= l;?, ya que la homotopia H es constante en los lados verticales de I? (H(0,t) =

H(1,t) = ). Inductivamente obtenemos la siguiente igualdad

~0 _ AN
aj ...0y = Qg ...0,.

Pero dado que H es constante también en el lado superior de I? (H(s,1) = xo),

ai =1,9=1,2...,n. Lo que prueba la igualdad deseada. O
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Todo lo anterior fue desarrollado para poder probar el Teorema de Seifert y Van

Kampen, es decir, para identificar ker (j14 - jox)-

Teorema 2.22 (Seifert-Van Kampen) Sea X = X7 U Xa, con X1, X abiertos. Si

X1, Xs y X1 N Xa son no vacios y conectables por trayectorias, entonces

(X, z0) = m1 (X1, w0) * 71(X2, 20) /Niiy . (a)iss (a)~t|aem (XN Xa,20)}>

para ro € X1 N Xo.

Demostraciéon. En la terminologia que se introdujé a lo largo de la seccién,
debemos probar que ker (j1« - j2x) €8 N = N, (a)ig, (a)~!|acm (X1NXa,a0)}+ PETO POT
la Observacién 2.2 se tiene que N Cker (14 - jox). Vamos a demostrar que N Dker

(jl* : ]2*)

Sea (3 € ker (ji« - jox), es decir, (J1« - j2«)(B) = 1; veremos que # € N. Podemos
escribir f = aqae - € G, donde o; € (X1, 20) 0 a; € m(X2,x0), aunque
no requerimos que esta descomposicién sea reducida. Sea A; un lazo en X, que
represente a «;, ¥ = 1 0 2. Ya que (ji« - jou)(B) = 1, [M][A2] - [Mk] = 1 en
m1(X,zp), donde las clases de homotopia se toman en X. Subdividimos I en k
subintervalos de la misma longitud y tomamos el lazo A : I — X, que en el i-ésimo
intervalo coincide con \; reparametrizando adecuadamente, i = 1, ..., k. Dado que
Al = [M][A2] -+ - [M] = 1 significa que A es una lazo contraible; sea H : I[? — X
una nulo homotopfa para A. Descomponemos I? en subcuadrados, como en la

Observacion 2.3, de modo que cada uno de los k£ subintervalos de I sea la unién de

algunas de las aristas a?, a9, ...,a2, lo cual es posible si se toma n como multiplo
suficientemente grande de k.
Si el primer intervalo en el que estd definido A\; es la unién de a{,d9,... ,a?l,

entonces A1 ~~ )‘a?)‘ag <+ Ag0 rel Fr(I) en X o en Xo, segin \; se encuentre en X
1
o en Xo. En cualquier caso, se tiene que a; N = a%aj - - - d?l en G/N. Hay igualdades

correspondientes para los k-1 subintervalos restantes, las cuales, al multiplicarlas,
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dan la igualdad SN = (a1 N)(aaN) -+ (g, N) = afa3 - - - al en G/N. Del Lema 2.7
se tiene que SN = N € G/N, es decir, # € N, como se deseaba probar. O

Corolario 2.6 Bajo las hipotesis del Teorema 2.22, resulta que:

a) Si Xo es simplemente conexo, entonces
J1s 1 (X1, 20) — m1(X, 20)
es un epimorfismo y ker ji. es el normalizador del subgrupo

i1+ (m1 (X1 N Xo,20));

b) Si X1 N Xa es simplemente conexo, entonces
Jix - Jox : T1(X1, 20) * (X2, 20) — T1(X, 20)
es un isomorfismo;
c) Si tanto Xo como X1 N Xa son simplemente conexos, entonces
J1x : m1 (X1, 0) — m1(X, 70)

es un isomorfismo.

Para la prueba vea [2], pag. 406.

2.5. Homotopia de dimensiones superiores

El analisis de los grupos de Homotopia de dimensiones superiores resulta ser bas-
tante desconocido incluso para espacios topoldgicos muy sencillos. El propésito de
esta seccién es precisamente el estudio de algunos aspectos de estos.

El primero en estudiar estos grupos fue Hurewicz en los afios 30’s del siglo pasado

cuando generalizé la idea de m1 (X, o) a m,(X, o) vea [23], pag. 83.
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Como se ha mencionado anteriormente, vamos a definir los grupos de homotopia
de orden superior 7, (X, z() desde el punto de vista homotépico, y vamos a encon-
trar una manera recursiva de expresarlos. La estructura que seguimos para lograr
nuestro objetivo es la siguiente: establecer la teoria necesaria para definir el espacio
de lazos, posteriormente especificamos lo que es un H-grupo con el objetivo de de-
mostrar que el espacio de lazos es un H-grupo, también definimos H-cogrupo y se
introduce el concepto de suspensiéon. Més atin, vamos a ver que una suspension es
un H-cogrupo. Luego definimos el grupo de homotopia de dimensiones superiores
de manera homotépica, y con la ayuda de algunos resultados topolégicos podremos
deducir de manera natural la forma recursiva buscada. Aprovechando la gama de
resultados ya establecidos se deduce facilmente que los grupos de homotopia de

dimensiones superiores para n > 2 son abelianos.

2.5.1. Espacio de lazos

Consideramos el conjunto M(X,Y) donde X y Y son espacios topoldgicos, que
consiste de todas las funciones continuas de X a Y. Este conjunto con la topologia

compacta abierta, forman un espacio topoldgico (vea [18], pag. 2).

Teorema 2.23 (Ley exponencial) Si X,Y y Z son espacios topoldgicos tales que

X y Y son Hausdorff yY localmente compacto, entonces
o M(XxY,Z)— M(X,M(Y,Z)),
es un homeomorfismo, dado por o(f)(z)(y) = f(z,y).

Para la prueba del Teorema 2.23 (vea [18], pag.5).

Definicion 2.11 Sean X y Y espacios topoldgicos. Sea A un subespacio de X y
B un subespacio de Y. Denotamos por M(X,A;Y,B) el subespacio de M(X,Y)

que consiste de todas las funciones continuas f : X — 'Y tales que f(A) C B.

Notemos el parecido que existe entre Hom((X, A), (Y, B)) en Top? (vea Ejemplo
1.1) y M(X,A;Y,B). Se trata del mismo conjunto, pero se usa diferente notacién

ya que M(X,A;Y,B) es un espacio topoldgico con la topologia compacta abierta.
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Definicién 2.12 El subespacio M(X,xo;Y,y0), se puede ver como un caso parti-
cular de M(X, A;Y, B), el cual consiste de aquellas funciones continuas f : X —
Y, tales que f(xg) = yo, con xyp € X y yo € Y siendo puntos especificos. Tales
funciones son llamadas funciones punteadas o funciones base, denotadas por
f:(X,20) — (Y,40), dado que ellas mandan un punto base xo de X al punto base
Yo de Y.

Ejemplo 2.4 Sea I =[0,1] y F'r(I) = {0,1} su frontera. Consideremos entonces

los espacios topologicos
M(I,Fr(I); X,zo) C M(1,0;X,29) C M(I,X)

para un espacio punteado (X, xg). Estos espacios son conocidos como los espacios
de trayectorias libres en X, los espacios de trayectorias en X basados
sobre g, y los espacios de lazos en X basados en xg, respectivamente. Usual-
mente denotamos M (I, Fr(I); X, xy) por Q(X, zg).

Definicién 2.13 Consideremos (X, A), (Y, B) € Obj Top?. Definimos su pro-

ducto como el par
(X, A) x(V,B)= (X xY, (X xB)U(AXY)).

Ast (I, Fr(I)) x (I, Fr(I)) = (I%, Fr(I?)), donde I? es el cuadrado unitario en el

plano y Fr(I?) su frontera, el cual es homeomorfo al circulo S!.

Inductivamente se tiene, (I", Fr(I™)) x (I, Fr(I)) = (I"*', Fr(I"*1)), donde 1™+
es el cubo unitario en R"*1 y Fr(I"t1), es su frontera la cual es homeomorfa a la
n-esfera S™.

Por la ley exponencial la cual también se cumple para pares de espacios topolégicos

(vea [18], pdg. 7). Tenemos que

M I Fr(IHY); X @) = M(I x I™, Fr(I) x Fr(I™); X, z0) =
M((I,Fr(I)) x (I",Fr(I™)); X,z0) =~ M (I, Fr(I); M(I", Fr(I"); X, zo), Zo),
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donde 2y € M(I™, Fr(I™); X, xg) es tal que zo(Fr(I™)) = xo.

Definicion 2.14 Sea X espacio topoldgico punteado y xg € X su punto base. El
espacio M(I™, Fr(I"); X, xo) se llama el espacio de n-lazos de X y se denota

por
O"(X, o).

Si x es fijo en el contexto, entonces abusaremos de notacion y escribimos Q" (X).

Dado que
Q"N (X, zg) = MI"TL Fr(I™h); X, x)
~ M(I FT( ) (InvFr(In);X7x0)7fO)
= Q(M(In,FT(In);X,.ro),fo)
= QQ"(X,xzg),Zo).
Entonces

Q(Qn(X7 .’L‘()), ZEO) ~ Qn+1(X7 l'())-

2.5.2. H-espacio

De aqui en adelante hasta el final de la Seccién 2.5 nos concentramos en el estudio

de espacios topolégicos punteados y funciones continuas punteadas.

Denotamos con M, (X,Y) al conjunto de funciones continuas punteadas de X a 'Y’
bajo la topologia compacta abierta. [X, Y], para el conjunto de clases de homotopia

de las funciones continuas punteadas de X a Y, [X,Y]. = [X, z0; Y, yo].

Definicion 2.15 Un espacio topoldgico W es un H-espacio si es un espacio

topoldgico punteado y existe una funcion continua

w:WxW —W,
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llamada la H-multiplicacion, tal que po (e,ly) ~ po (ly,e) ~ ly, donde
e: W — W es la funcion constante cuyo valor es el punto base wgy, 1y es la
identidad de W y po (e,1w),p o (lw,e) son como se muestra en el siguiente

diagrama.

w D ow e w S o ey

Decimos que e es una H-tdentidad.

Por otro lado, W es H-asociativo si las composiciones po (X 1yy), po(ly X u) :
W x W x W — W son homotopicas, es decir, si el siguiente diagrama conmuta

salvo homotopia.

WxWmeWxW

e lu

W x W w

w

Una funcién j : W — W es H-inversa, si las composiciones (1yy, j) o u, (4, lw) o

son nulo homotdépicas a e: W — W.

Podemos observar que las propiedades que acabamos de definir se parecen mucho

a los axiomas de grupos. Cabe mencionar que sélo se cumplen bajo homotopia.

Definicion 2.16 Un espacio W que es H-espacio, H-asociativo dotado de una H -
inversa es llamado H-grupo. Un H-espacio o un H-grupo W, es H-abeliano si
las funciones p, pol' : W xW — W, son homotopicas, dondeT : W xW — W xW
estd definida por T'(x,y) = (y,x).

Definiciéon 2.17 St W y W’ son H-espacios y h : W — W' es una funcién
continua, h es un H-homomorfismo si las composiciones h o u, p/ o h x h son

homotopicas, es decir, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia.

Wx W —sw

e |

W’XW’TW’
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Ejemplo 2.5 Todo grupo topolégico X es un H-espacio (vea [15], pdg. 55); mds
aun, se puede ver que X es un H-grupo. Un ejemplo de H-homomorfismo es un

homomorfismo de grupos topoldgicos (vea [17], pdg. 112).

Notemos que si (X, ) es un H-espacio, entonces 71 (X, xo) es abeliano (vea [15],
pag. 56). Mas aun, del Ejemplo 2.5, si G es un grupo topoldgico, entonces 71 (G, €)

es abeliano.

Definicién 2.18 Sea W un espacio topolégico punteado. Se dice que [X, W], tiene

estructura natural de grupo en X si:

i) Para cada espacio topolégico punteado X, [X, W], tiene estructura de grupo tal

que la clase de la constante e : X — W, [e], es la unidad del grupo, y si

ii) Para cada funcién punteada f : X — Y, donde Y es un espacio topoldgico
punteado, la funcion inducida f* : [Y, W], — [X, W], definida por f*([a]) =

[a o f] es un morfismo de grupos.

La multiplicacién p de un H-espacio W, induce una multiplicacién en M, (X, W).

De hecho tenemos el siguiente resultado general.

Teorema 2.24 Sea W espacio topoldgico punteado. Para cada espacio topologico
punteado X, [X, W], tiene una estructura natural de grupo en X si y solo si W

es un H-grupo.

Demostracién. Supongamos que [X, W], tiene una estructura natural de grupo
en X.

Sean pi,p2 : W x W — W, las proyecciones naturales, p; sobre el primer factor
y p2 sobre el segundo factor. Sea p : W x W — W la funcién que representa el
producto [p1][p2] en la estructura de grupo en [W x W, W],. Es fécil ver que pu

es una H-multiplicaciéon que da a W la estructura de H-espacio. En efecto, sea
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(e,1w) : W — W x W, de la Definicién 2.18ii) (e, 1y )* : [W x W, W], — [W, W],

es un morfismo de grupos. Sea [u] € [W x W, W], tenemos que

(e, 1w)"([u]) = [p o (e, 1w)].

Por otro lado,

(e, 1w)*([u]) = (e, 1w)"([pa]lp2]) = (e, 1w)"([pa]) (e, 1w)* ([p2])
= [pro(e, 1w)llp2 o (e, 1w)].

Notemos que p1 o (e, 1w)(w) = pi(eo,w) = wo = e(w) y p2 o (e, 1w)(w) =
pa(eo,w) = w = Ly (w). Ash, (e, 1w)*([u]) = [el[1w] = [1w]. Luego (e, 1) ([u]) =
[o(e, 1y )] = [1w]. Por tanto, po(e, 1yy) ~ 1y. Andlogamente se puede demostrar
wo (ly,e) ~ 1y y que u da a W la estructura de H-espacio.

Por otro lado, existe una funcién j : W — W, tal que [j] = [1w]~!. La funcién j

es una H-inversa, luego W tiene una estructura de H-grupo. Vea [18], pag. 47.

Reciprocamente, si W es un H-grupo, veamos que [X, W], adquiere una estruc-
tura natural de grupo. Sean [f], [g] € [X, W], proponemos la siguiente operacién
[fllgl = o (f,g)], donde u: W x W — W es la H-multiplicacién. Probemos que

esta operacion estd bien definida.

Sean H : f ~ f'rel {zo} y G : g ~ ¢’ rel {zp}. Definimos K : X x I — W, por
K(x,t) = po(H,G)(x,t). Esta funcién claramente es continua pues la composicién

de funciones continuas es continua. Mas aun,

K(z,0) = po(H,G)(2,0) = u(H(z,0),G(z,0)) = u(f(z),9(z))
= po(f,9)(z)

K(z,1) = po(H,G)(z,1) = p(H(z,1),G(x,1)) = p(f'(x),'(x))
= po(f',g)(x).

K(zo,t) = po(H,G)(wo,t) = p(H(zo,1), G(wo,1)) = p(f(z0), 9(x0))

t
= u(f'(z0),9'(x0)) = o (f,9)(w0) = po (f,g") (o).

De aquf que K : po (f,g) ~ o(f’,g') rel {zo}. Por lo tanto, [f][g] = [no (f,9)] =
Lo (f',g")] = [f'l¢]- Asi, la operacién estd bien definida.



2.5. Homotopia de dimensiones superiores 62

Sélo nos resta probar los axiomas de grupo.
Verifiquemos que la clase de la constante e : X — W es la unidad del grupo
[X, W].. Sea [f] € [X, W]« y dado que W es un H-espacio se tiene que:

o (ly,e) ~ 1y, entonces

po (lw,e)o f~f

po(fe) >,

es decir, [f][e] = [uo (f,¢)] = [f], andlogamente [c][f] = [f].

Por otro lado, sea [f] € [X, W].. Probemos la existencia del inverso. Sea j : W —

W la H-inversa. Aseguramos que el inverso de [f] es [j o f]. En efecto,
[Aldofl=lmo(fige fl =[we (w,j)o fl=leo f]=[e].

Para la asociatividad, en vista de que W es un H-grupo, entonces W es H-

asociativo, es decir, para f,g,h : X — W se tiene que

po (uxlw) = po (I x p)
po(puxlw)o((fig)h)=po(lw xp)o(f (g:h))
po (o (f,g),h)~po(f,pmol(g,h))

de aquf que ([f][g])[n] = [f1([g][n])-

Con todo, la condicién i) de la Definicién 2.18 estd demostrada.

Probemos la condicién ii) de la Definicién 2.18. Sea f : X — Y una funcién
punteada, donde Y es un espacio topologico punteado. Veamos que la funcion f* :
Y, W], — [X, W], es un morfismo de grupos. Sean [a], [b] € [V, W],, claramente

f* estd bien definida. Adema&s es un morfismo de grupos, pues

f([a]lo]) = f*([wo(a,b)])
= [wof(a,b)o f]
= [wo(aof,bof)]
= lac fllbof]
=S ([a]) /7 ([b])-
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Asi, la condicién ii) de la Definicién 2.18 estd demostrada.

Teorema 2.25 Si h: W — W' es un H-homomorfismo entre los H-grupos W y
W', entonces para cada espacio topolégico punteado X, hy : [X, W], — [X, W],

dada por h([a]) = [h o a] es un morfismo de grupos.

Demostracién. Sean [a], [b] € [X, W],. La funcién h claramente esté bien defini-
da. Sean p y p/ las H-multiplicaciones de W y W', respectivamente. De la Defini-
ci6én 2.17, se tiene que ' o (h x h) =~ h o p. Entonces

ho(alb) = hu((uo (ab)

[houo (a,b)]

[(h o) o (a,b)

= [ o (hxh)o(a,b)]
(i o (hoa,hob)

— [hodl[hol]

= ha([a])ha([b])-

Un ejemplo fundamental de H-grupo es el espacio de lazos de un espacio topolédgico

punteado.

Observaciéon 2.4 Si Y es un espacio topoldgico punteado con punto base 1y,
entonces su espacio de lazos QY tiene la estructura de un H-grupo. Sea pu :
QY x QY — QY, dada por

t
t

— N[

u(a,m(t):{ o e
2

B2t —1) si

IAIA

<
<
para lazos a, B € QY

Por el Lema 1.1 p es continua. También es facil demostrar (vea [18], pdg. 48) que
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a) p es una H-multiplicacion.
b) u es H-asociativa.

c) Sij:QY — QY es tal que j(a)(t) = (1 —t), entonces j es H-inversa.
Como una consecuencia de la Observacion 2.4 se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 2.26 Sean X y Y son espacios topoldgicos punteados. Entonces se tiene
lo siguiente:
i) [X,QY]. es un grupo.
ii) Si f: X — X' es continua, entonces
X QY ). — [X, QY.
es un morfismo de grupos, donde X' es un espacio topoldgico punteado.

iii) Si g:Y — Y’ es una funcion punteada (g(yo) = y;), donde Y' es un espacio
topoldgico punteado, entonces Qg : QY — QY definida por Q(g)(h) = g o h,

es un H-homomorfismo, por lo tanto,
(Q9)« : [ X, QW] — [X, QW]
es un morfismo de grupos.

Demostracion.

i) De la Observacién 2.4 y del Teorema 2.24 [X, QY], tiene estructura natural de
grupo. En particular [X, QY. es un grupo.
ii) Dado que [X,QY], tiene estructura natural de grupo, entonces el resultado se

tiene de la condicién ii) de la Definicién 2.18.

iii) Se puede ver que Q(g) es un H-homomorfismo. Del Teorema 2.25 (£2g). es un

morfismo de grupos. O
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2.5.3. H-Coespacio

El propésito de esta seccién es considerar espacios topoldgicos punteados @), de tal
forma que [@, Y], sea un grupo para un espacio topolégico punteado arbitrario Y.
Ademads, siempre que g : Y — Y’ sea continua para un espacio topolégico punteado

Y’, entonces g, : [Q,Y ], — [@, Y] sea un morfismo de grupos.

De la misma manera que la nocién de producto topoldgico se necesita para definir
un H-espacio, ahora necesitamos el dual del concepto de producto topoldgico pero

en el caso punteado.

Definicién 2.19 Sean (X, z0) y (Y,y0) espacios topoldgicos punteados. Su pro-
ducto topologico X x Y es también un espacio topolégico punteado con punto
base (zo,yo). Ademds, el coproducto reducido o la suma cunia de X yY es

considerado como un subespacio de X XY, y estd definido por
XVY ={(z,y) e XxY|z=200y=yo}

Es decir, X VY = (X x{yo}) U ({zo} xY) C X XY, como se observa en la
Figura 2.10.

Figura 2.10:

Para funciones punteadas f : (X, z9) — (Z,20) y g : (Y,y0) — (Z, 20) esta definida
una funcién punteada (f,g) : X VY — Z por

(£,9)(.0) ={ fle) s
g(y) si z=xg.
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Por otro lado, si f: X — X', g : Y — Y’ son funciones punteadas, éstas definen
otra funcién punteada fVg: X VY — X' VY’ dada por

(f Vo) z,y) = (f(z),9(y))-

Dado un ndmero finito de espacios topoldgicos punteados X1, ..., X, su cufia es

X1 V...V X, v puede ser visto como el subespacio

{(z1,...,2) € X1 X ... x X| x; es el punto base para al menos un X;}.

Definicion 2.20 Un espacio topologico Q) es un H-coespacio si es un espacio

topoldgico punteado y existe una funcion continua

v:Q—-QVae,

llamada H-comultiplicacion, tal que (1g,e) ov ~ (e,1g) ov =~ 1g, donde e :
Q — Q es la funcion constante cuyo valor es el punto base qo, 1o es la identidad

de Q y (1g,e) ov,(e,1q) ov son como se muestra en el siguiente diagrama.

elq)

Q—%Qv@22q, q—%qQv@i?q

Decimos que e es una H-coidentidad.

Por otro lado, @ es H-coasociativo, si las composiciones (vV1g)ov, (1gVv)ov :
Q — QVQVQ, son homotodpicas, es decir, si el siguiente diagrama conmuta salvo

homotopia.

Q——=QVQ

l lule

QVQ—>QVQ

1q

Una funcién j : Q — @ es una H-coinversa, si las composiciones (j,1g) o v y

(1g, j) o v son nulo homotdpicas a e : Q — Q.

Definicion 2.21 Un espacio Q) que es H-coespacio, H-coasociativo dotado de una
H-coinversa es llamado H-cogrupo. Un H-coespacio, o un H-cogrupo Q, es H-

coabeliano, si las funciones v,Sov : @ — QV Q, son homotdpicas, donde S :
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QVER — QVQ esla restriccion de T : Q X Q — Q X Q que estd definida por
T(x,y) = (y, ).

Definicién 2.22 Si Q y Q' son H-coespacios y k : Q" — Q es una funcién conti-
nua, decimos que k es un H-cohomomorfismo si las composiciones vok y kVkor/

son homotdpicas, es decir, si el siguiente diagrama conmuta salvo homotopia.

Q —" 12
QvQ™-qvq

Definicién 2.23 Sea Q un espacio topolégico punteado. Decimos que [Q,Y ], tiene

estructura natural de grupo en Y si

i) Para cada espacio topoldgico punteado Y, [Q,Y]. tiene estructura de grupo tal

que la clase de la constante e : Q — Y, [e], es la unidad del grupo, y si

ii) Para cada funcion punteada f 1Y — X, donde X es un espacio topoldgico
punteado, la funcion inducida fy : [Q,Y] — [Q, X]« definida por fi([a]) =

[f oa] es un morfismo de grupos.

Notemos que la diferencia entre Definicién 2.181) y Definicién 2.23i) es que [X, W],
es grupo para todo X y [@, Y], es grupo para todo Y, respectivamente. También
es de resaltar que en Definicién 2.18ii) los morfismos de grupos se componen por

la derecha en clase y en Definicién 2.23ii) se componen por la izquierda en clase.

Teorema 2.27 Sea QQ un espacio topoldgico punteado. Para cada espacio topoldgi-
co punteado Y, [Q, Y]« tiene estructura natural de grupo en'Y si y sélo si Q es un

H-cogrupo.
Demostracién.
Supongamos que [@, Y], tiene una estructura natural de grupo en Y.

Sean i1,i0 : Q — Q V Q, las inclusiones, i1 sobre el primer cofactor y is sobre

el segundo cofactor. Sea v : Q@ — Q V @Q la funcién que representa el producto
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[i1][i2] segin la estructura de grupo en [Q V @, @].. Es facil ver que v es una H-
comultiplicacién que da a @ la estructura de H-coespacio. En efecto, sea (1, €) :
QVQ — Q, de la Definicién 2.23ii); (1g, €)« : [Q, QVQ]« — [Q, Q]+ es un morfismo
de grupos. Sea [v] € [@Q,Q V Q], tenemos que

(1g,e)«([V]) = [ o (g, ¢)].

Por otro lado,

(Ig,e)([v]) = (1g,e)«([i1]liz]) = (1@, e)«([i1])(1q, €)«([i2])
= [(1g,e) oi1][{1q,e) o ia].

Notemos que (1g,e) o i1(q) = (lg,e)(q,q) = 1g(q) = q y (1lg,e) o ia(q) =
(1g,€)(q0,9) = e(q) = qo- Ast, (1g, €)«([V]) = [1lle] = [Lg]. Luego (1g, e)«([V]) =
[vo(lg,e)] = [1g]. Por tanto, v o (1g,e) ~ 1g. Andlogamente se puede demostrar

vo(e,1g) ~1g y que v da a @ la estructura de H-coespacio.

Por otro lado, existe una funcién j : Q — @, tal que [j] = [1o]~!. La funcién j es

una H-coinversa, luego () tiene una estructura de H-cogrupo. Vea [18], pag. 53.

Reciprocamente, supongamos que @ es un H-cogrupo, entonces [@, Y], adquiere
una multiplicacién dada por [f][g] = [(f, g) o V], donde [f],[¢9] € [@, Y]+ yv: Q —
QVQ es la H-comultiplicacién de Q. Es facil probar que con esta operacién [Q, Y]
adquiere una estructura natural de grupo en Y, de hecho la prueba es analoga a
la del Teorema 2.24. O

Teorema 2.28 Si k : Q' — Q es un H-cohomomorfismo entre los H-cogrupos @
y Q', entonces para cada espacio topoldgico punteado Y, k* : [Q,Y ], — [Q', Y]«

dado por k([a]) = [a o k] es un morfismo de grupos.

Demostracién. Se toman dos clases en [@, Y], y se le aplica la definicién de k*,
después se usa el hecho de que vok y kV ko' son homotdpicas. La demostracién

es andloga paso por paso a la prueba del Teorema 2.25. O
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El tipico ejemplo de un H-cogrupo estd dado por la suspension reducida de un

espacio topolégico punteado.

Definicién 2.24 Si (X, x0) es un espacio topoldgico punteado, definimos la sus-

pension reducida XX como el cociente
YX =X xTI/(Xx{0})U(X x{1})U({=zo} xI),

el cual es otra vez un espacio topologico punteado cuyo punto base es el que resulta
de contraer X x {0} U X x {1} U{zo} x I a un punto. Al punto base de ¥X lo

denotamos por xy.

En la Figura 2.11 se ve la suspensién reducida de un espacio topolégico.

Denotemos por z At la clase de (z,t) € X x I, parat € {0,1} y = # x. Ademés,
la clase de (zo,t),(x,0),(x,1) € X x I parat € (0,1) y x € X es denotada por
To=x9gANt=2xAN0=x AL

Si f: X — Y es una funcién punteada, entonces f x 1; (donde 1; es la identidad
del intervalo [0,1]) induce una funcién punteada Xf : XX — XY la cual satisface
que Xf(z At) = f(x)At.

Observacion 2.5 5i X es un espacio punteado con punto base xq, entonces su

suspension reducida %X tiene la estructura de H-cogrupo, como sigue. Sea v :
X - ¥YX VYX, dada por

(@A D) (x A 2t,30) si 0<t<i
v\x o
(20, A (2t —1)) si £<t<1

Por el Lema 1.1 v es continua. Ademds,

a) v es una H-comultiplicacion.

b) v es H-coasociativa.
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c) Sij:XX — XX es tal que j(x Nt) =x A1 —t, entonces j es H-coinversa.

En efecto, (sélo demostraremos a), las pruebas de los incisos restantes son andlogas
alas de la Observacién 2.4 (vea [18], pag. 48)) sea e : X — XX el mapeo constante
cuyo valor es el punto base de XX, Zy. Tenemos que demostrar (1xx,e)ov ~ Iyx
y (e,1xx) ov ~ 1yx.

Definimos F': ¥ X x I — XX, por

x A 2L i OStS%

F(xAt,s) = 1+s
{ o st HE<t<l

Aseguramos que F': (1nx,e) ov ~ 1sx. En efecto,
F(z At,0) = L2
To S1 5 <t< 17

pero F(xz ANt,0) = (Isx,e)ov(z At)y F(z At,1) = 2z At = lgx(x At), para
0 <t < 1. La homotopia entre (e, 1y x) ov y 1yxx se define de manera similar a F'.

De aqui que v es una comultiplicacién. Por tanto XX es un H-coespacio.

La Figura 2.11 muestra el efecto de v.

2 X
2X v ZX

Figura 2.11:

De la Observacién 2.5 X es un H-cogrupo.
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Teorema 2.29 Para cada espacio topoldgico punteado X, XX es un H-cogrupo.
Entonces, para cada espacio topoldgico Y, [EX,Y]. es un grupo. Ademds si g :

Y’ — Y es continua, entonces
gs 1 [2X, Y], — XX, Y],

es un morfismo de grupos. Finalmente si f : X — X' es una funcién punteada,

entonces Bf : XX — XX’ es un H-cohomomorfismo,
(X)X Y] — X, Y.
es un morfismo de grupos.

Demostracion.

De la Observacién 2.5 y del Teorema 2.27, [XX, Y], tiene estructura natural de
grupo. Por otro lado del Teorema 2.28 (X f)* es un morfismo de grupos. O

Los siguientes dos resultados son muy importantes pues en ellos nos basamos para
expresar recursivamente los grupos de homotopia de dimensiones superiores.
Teorema 2.30 Sean X y Y espacios topologicos. Existe un homeomorfismo
M.(E2X,Y) ~ M.(X,QY)
tal que la biyeccion inducida
[EX,Y]. & [X,QY].

es un isomorfismo de grupos.

Demostracién. Definimos las funciones ¢ : M, (E2X,Y) — M.(X,QY) y ¢ :
M.(X,Q) = M.(SX,Y) por ¢(g) = § y w(f) = f, donde §(x)(t) = g(x A1)
y f(z At) = f(x)(t). Ademés, es claro que ¢ y 1) son continuas. Mas atn, ¢ es
la inversa de ¢ , pues ¢ o 6(f) = ¢(f) = f, pero f(z)(t) = flw A t) = F)(D),
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como fy f tienen el mismo dominio y la misma imagen se tiene que f = f , por
tanto o1 (f) = f. De manera similar se puede ver que v es la inversa de . Estas
funciones inducen el homeomorfismo entre M, (X X,Y) y M,(X,QY). A su vez este
homeomorfismo establece una biyeccién de componentes por trayectorias, pues si
definimos @ : [XX,Y]. — [X,QY],, por ®([¢g]) = [9] y [ : [X,QY]. — [EX,Y],,

por I'([f]) = [f], es facil ver que ® y I son morfismos de grupos; mds ain, ® es el
inverso de I'. Por tanto [XX,Y], = [X,QY].. O

Teorema 2.31 Sin > 0, la n-esfera, S", es la suspension reducida de la (n-1)-

esfera, es decir, S* ~ XS" 1.

Demostracién. Sea N = (1,0,...,0) el punto base de S”. Consideremos a R"*!
encajado en R"*2 como el conjunto de puntos en R"*2 cuya n + 2 coordenada es
0. Luego S™ est4 contenida en S"*! como el ecuador, pues S* = {z € R"*2: ||z =
1y 2p42 = 0}. Consideremos el siguiente conjunto E"™! = {z € R""2 : ||z]| <

1y 2py2 = 0} claramente E™*! estd contenido en B2,

Sea Hy = {z € S"™ : 2,00 > 0}y H. = {z € S""' : 2,,5 < 0} los dos
hemisferios cerrados de S*! definidos por el ecuador S™. Entonces S"*! = H, UH _
y S® = H, N H_. Més atin, la proyeccién p : R"*2 — R+ induce las proyecciones
py: Hy — E" yp_: H — E™1 Claramente p, y p_ son homeomorfismos.
Sea f: ¥©S"™ — S"*! dada por

-1 . 1
“(2tz+ (1 —-2t)N 0<t<s
fzAt) = v 2tz + (1 - 20)N) A
P (2202 + (2t —1)N) si L <t<1,
se puede ver que f es el homeomorfismo buscado. O

Definicion 2.25 Sea X un espacio topolégico punteado. Definimos el n-ésimo
grupo de homotopia de X como el conjunto de clases de homotopia de funciones
punteadas de S™ a X y es denotado por m,(X) = [S", X]..
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Teorema 2.32 Sea X un espacio topolégico punteado. Entonces para n € Z vy
n > 1 se tiene que mp(X) = m,—1(2X).

Demostracién. De los Teoremas 2.30 y 2.31 tenemos que para n > 1
T (X) = [S", X, =2 [2S"7, X], 2 [S" 7, QX], = 7,1 (QX).
O

Si consideramos la biyeccién [Y2X,Y], = [£X,QY],, donde ¥?(X) denota a
Y(X(X)), obtenemos dos estructuras de grupo en el conjunto de la derecha dado
que XX da una estructura de grupo y 2Y da otra. Inspirado en este hecho observe-
mos como el siguiente resultado de teoria de conjuntos tiene como consecuencia

que m,(X) es abeliano, para n > 2.
Lema 2.8 Sea G un conjunto dotado con dos multiplicaciones o, * tal que

a) e x tienen una unidad bilateral comin, e. Es decir, si exx = xxe = x = eox =

xee, para todo x € G.

b) e,x son mutuamente distributivas, es decir, si (wxz)e(y*xz) = (wey)(rez),

para z,y,w, z € G.
Entonces o y x coinciden y ambas son conmutativas y asociativas.

Demostracién. Por a) y b) tenemos que
zxy = (zee)x(eoy) = (wxe)e(exy) = woy,
luego * y e coinciden. Més ain
zxy = (eox)x(yoe) = (exy)e(rre) = you = y*u,
de aqui que la operacién * es conmutativa. Finalmente

xx(y*z) = (voe)x(yez) = (xxy)e(exz) = (*y)*z,
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entonces la operacion * es asociativa. Analogamente, se prueba la conmutatividad

y asociatividad de e. O

Corolario 2.7 Si @ es un H-cogrupo y W un H-grupo, entonces las dos estructuras

multiplicativas inducidas en [Q, W, satisfacen las hipdtesis del Lema 2.8.

Demostracién. De los Teoremas 2.24 y 2.27 tenemos las siguientes operaciones v :
[va]* X [Q)W]* - [va]*7 ﬂ : [Qa W]* X [Qa W]* - [Q?W]*a donde ﬂ([f]v [g]) =

[(f,9) ov]y ([f].[9]) = wo (f x g)], para [f],[g] € [@, W], donde p1 y v son la
H-multiplicacion y H-comultiplicaciéon, respectivamente.

Sean [f],[g], [h], [k] € [Q, W] y también sea [e] € [Q, W], la unidad. Es claro que

estas operaciones tienen en comun la unidad bilateral, pues

Resta probar que estas operaciones son mutuamente distributivas. Partimos de la

siguiente igualdad

((f.9), (h,k)) = ((f,h),{g,k)), entonces
(1o ((f.9),(hk)))ov=ypo(({f h) (g k) ov)

pero esto nos indica que:

(o (f,g),wo(hk))ov=ypo({fih)ovg,k)ov). Luego
o (fr9); o (hyk))ov]=[po({f,h)ov,(g,k)ov)]. De aqui que
v(a([f1,191); ([, [K])) = p(w([£1, [R]), 7(lg], [K]))

que era lo que queriamos demostrar. Por tanto [@, W], cumple con las hipdtesis

del Lema 2.8, y es asi como [@, W], tiene estructura de grupo abeliano. O

Teorema 2.33 Si Q es un H-cogrupo y W es un H-grupo, entonces el conjunto

[Q, W], tiene estructura de un grupo abeliano.
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Demostracién. Del Corolario 2.7 y del Lema 2.8 se tiene que [@Q, W], tiene es-

tructura de un grupo abeliano. O

Corolario 2.8 Sean X yY espacios topoldgicos. Paran > 2, los grupos isomorfos
XX Y], =2 [X,Q"Y].

son abelianos.

Demostracién. Del Teorema 2.30 tenemos que [£X, Y], = [X, QY].. Ademas,
[2"X,Y], = [2(E"1X),Y], = [E"X, QY] = [Z(Z"%X),QY],

Sabemos que la suspensién reducida es un H-cogrupo y el espacio de lazos es un
H-grupo. Luego, las hipdtesis del Teorema 2.33 se satisfacen, asi [X"X, Y], es un
grupo abeliano. Més ain, dado que [X"X, Y], y [X, Q"Y]. son isomorfos, entonces

[X, Q"Y], es un grupo abeliano, para n > 2. O

Un caso en particular:

Corolario 2.9 Sea X espacio topoldgico punteado. El n-ésimo grupo de homo-

topia, 7, (X), es abeliano para n > 2.

Demostracién. Por definicion sabemos que

(X)) = [S", X 2 [2S"7L, X, =2 [S"7 QX]), =2 [BS"72 QX]. = [S"2, 0%X]..

Del Corolario 2.8 se tiene el resultado. O
Con esto hemos demostrado que los grupos 7, (X) para n > 2 son abelianos.

Antes de terminar la seccién es importante mencionar que al igual que en el caso

de 1, se tiene que 7, es un funtor para n > 2. Vea [1], pag. 340.
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Capitulo 3

Grupos de Homologia Singular

En la Topologia Algebraica existen diferentes teorias de homologia. Entre las mas
conocidas se encuentran la homologia: singular, simplicial y celular. En esta tesis
sélo vamos a estudiar la homologia singular, la razén es que la homologia singular
estd definida sobre toda la categoria Top!. Otra ventaja importante que esta
teorfa nos ofrece, es la de establecer un funtor que relaciona la categoria Top! con

la categoria Ab.

El objetivo de este capitulo es exponer todos los resultados necesarios de la teoria de
homologia singular para poder desarrollar algunas de las aplicaciones presentadas

en el Capitulo 4.

3.1. Complejos singulares y el funtor de homologia sin-

gular

Si trazamos una curva cerrada sobre la superficie de una esfera, esta es la frontera
comun de dos porciones disjuntas de ella, vea la Figura 3.1a). Podemos hacer algo
analogo a la superficie del toro: si denotamos por a a un generador del grupo
fundamental del toro, la curva « no divide al toro en dos partes disjuntas, vea la
Figura 3.1b). La posibilidad de trazar una curva sobre una superficie sin que la

divida en dos partes disjuntas es una propiedad topoldgica invariante, en el sigui-
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7
i

Figura 3.1: Ejemplo de invariante topolégico.

ente sentido. Si S es una superficie, 0 una curva cerrada sobre S, S’ una superficie
homeomorfa a S y ¢’ la curva que mediante el homeomorfismo corresponde a o
sobre S’, entonces o divide a S en dos partes disjuntas, si y sélo si ¢’ hace lo
propio sobre S’. Entonces esta propiedad topoldgica invariante es una manera de

distinguir dos superficies distintas.

Generalicemos la idea para superficies, expuesta en el parrafo anterior, a otros
espacios topoldgicos. En lugar de considerar, cudndo ciertas curvas son frontera
o no, podemos tomar “agujeros”de dimensiones arbitrarias (nos referimos a la
dimension del agujero como la dimensién de la frontera que lo envuelve) en el

espacio topoldgico X y ver si son o no frontera de algin subespacio de X.

Tlustremos esto con el siguiente ejemplo:

Sea X = R — {0}, y sean a, [y =y los 1-simplejos (vea Definicién 3.1), como se
ilustra en la Figura 3.2. Observemos que es imposible envolver el agujero de X con

un 2-simplejo, pero si con aUBU~, de aqui que X tiene un agujero unidimensional.

La homologia singular es un modo de contar agujeros de cualquier dimensién en
un espacio topolégico, y en ese sentido, es una medida de complejidad de dicho

espacio.

En esta seccién, vamos a construir los funtores de homologia H,, : Top' — Ab
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Figura 3.2: R — {0}.

para cada n > 0. También mostramos que para un espacio topolégico X, Hy(X) da
exactamente la misma informacién que m(X). Después enunciamos el teorema de
invarianza por homotopia. Finalmente vamos a establecer el teorema de Hurewicz,

que relaciona el grupo H;(X) con 71 (X, xo).

Definicién 3.1
El conjunto A" ={(x1,22,...,Tps1) € R?HL: Z?ill x;=1,2;,>0,i=1,...,n+1},

le llamamos el n-simplejo estandar.

Sea eg = (1,0,...,0),e1 = (0,1,...,0), ..., e, = (0,0,...,1). El minimo conjunto

convexo que contiene a ey, ..., e, es denotado por [eg, e, ..., e,].

©

[ J o—
S0 % & & e
O-simplejo 1-simplejo 2-simplejo

Figura 3.3: Ejemplos de n-simplejos estandar.
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Observacion 3.1 Entre las propiedades topoldgicas mds interesantes de los n-

simplejos A™ estdn las siguientes:

a) A" es convexo cerrado y acotado. Mds ain, A™ = [eg, €1, ...ey]. (Vea [9], pdyg.

19.)

b) A™ = D™. Mads adelante para efectos de cdlculo identificaremos el intervalo
I=/0,1] con A' = [eg, e1], pues existe una biyeccion bicontinua entre I y Al.

(Vea [9], pag. 22.)

Definicion 3.2 Sea X un espacio topoldgico. Un n-simplejo singular en X es

una funcion continua o : A" — X, donde A" es el n-simplejo estandar.
Al n-simplejo singular, sélo se le llama n-simplejo.

Observacién 3.2 Dado que A =~ I (donde I es el intervalo [0,1]) un 1-simplejo
se identifica como una trayectoria en X. Andlogamente dado que A = {eg}, a un

0-simplejo se le identifica con un punto en X.

Definicién 3.3 Sea X un espacio topoldgico. Para cada n > 0, definimos Sy (X)

como el grupo abeliano libre generado por los n-simplejos, es decir,
Sn(X) = (o: A" — X | 0 es continua),

donde la base de Sy, (X) son los n-simplejos. Definimos S_1(X) = 0. Los elementos

de Sy, (X) son llamados n-cadenas en X.

Observacion 3.3 En la Observacion 3.2 los 1-simplejos se identifican con trayec-
torias en X, entonces redefinimos S1(X) como el grupo abeliano libre con base
todas las trayectorias o : I — X. De manera similar los 0-simplejos se identifican
con puntos en X, entonces So(X) es el grupo abeliano libre con base X. Mas ain,
definimos 01 : S1(X) — So(X), dado por 010 = o(1) — o (0), para cada trayectoria

oenX.
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Una funcién T : A" — RF para algin k > 1 y n > 0 se llama afin si satisface

(> tip) = > _ 4T (p;)
siempre que la ) t; = 1. Observemos que para definir una funcién afin 7', basta

mostrar la accién de T' sobre p;.

Definicién 3.4 La i-ésima cara £ : A"~ — A" es una funcién afin, donde la

accion sobre los vértices de A" estd dada por

5?(61'):{ % o<t

6j+1 Sij Z 7.

El superindice n indica que la imagen de &' estd en A", para i = 0,...,n, y

j=0,...,n—1.

Figura 3.4: Caras.

Ejemplo 3.1 Sea 51-2 :AY —» A? parai=0,1,2. En la Figura 3.4, se ilustra como

actia £, en Al = [eg, e1].

Una orientacién de A™ = [eg, e1, - - - €], es un orden lineal de sus vértices.

Por ejemplo, la orientacién ey < e; < ey de A? da un recorrido en contra de las
manecillas del reloj. Es claro que dos orientaciones diferentes pueden dar el mismo
recorrido. Observemos que ey < e < eg, €2 < eg < €1 y €] < e < ey Son orienta-

ciones que dan un recorrido en contra de las manecillas del reloj, mientras que otra
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orientacion diferente a las anteriores da un recorrido a favor de las manecillas del

reloj, por ejemplo e; < ea < ep.

Hasta aqui s6lo hemos considerado caras no orientadas, pero dada una orientacion
de A", existe una orientacion inducida en sus caras. Tal orientacion se define al ori-
entar la i-ésima cara de la forma (—1)"[eg, ..., &;, ..., e,], donde —[eg, ..., é;, ..., €y]

denota la i-ésima cara sin el vértice ¢ con orientacién opuesta a [eg, ..., &, ..., €y].

Retomando el Ejemplo 3.1 pero ahora considerando a A? con una orientacién en
contra de las manecillas del reloj, la O-cara de A2, &2 es [e1, €], y su orientacién
es de e a eg, la 1-cara, &7 es [eo, €2], en la direccién opuesta, es decir, —[eg, e2] =
[e2, €0] que estd orientada de ey a eq; la 2-cara, &3 es [eg,e1] y su orientacién es
de ey a e;. La anterior orientacién en sentido contrario a las manecillas del reloj
ratifica que la orientacién de A? definida en el parrafo anterior es compatible con

la orientacién de sus caras.

La frontera de A2 es [e,ea] U [eo, 2] U [eo,e1], y la frontera orientada de A? es
[e1, ea] U [e2, e0] U [eo, e1]. De manera general la frontera de A™ = [eq,...,ep] es

Uleo, ..., 6i,-..,en] y la frontera orientada es | Ji_o(—1)"[eq, .- -, &, - - , €n).

Podemos tomar cada cara orientada de A? como trayectorias de e; a es, €2 a €
y de eg a ey, respectivamente y dada la Observacion 3.3 aplicar el morfismo de

grupos 0 como sigue:
N(E -+ &) =(ea—e1)— (e2—e0) + (e1 — eg) = 0,

es decir, € — £} + &3 € ker 1. Por otro lado &2 + & + &2 ¢ ker 0y, he aquf donde
radica la importancia de la orientaciéon de un n-simplejo.

La suma de las caras puede interpretarse como la suma algebraica de los bordes
de A2, con los signos elegidos de modo que se empieza por e y se viaja alrededor
de un lazo hasta volver a llegar a eyg. Observemos que en realidad no se trata de
un lazo, sino de una suma formal con signo (dada la estructura de grupo S1(A?))

de tres caminos. La siguiente definicién resume lo que acabamos de discutir.

Definicion 3.5 Sio: A" — X es continua yn > 0. La frontera de o, denotada

por Ono €s
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Ono = Yo (~ )0l € Syt (X)),

Si n=0, definimos Jyo = 0.

Observemos que si X = A" y § : A" — A" es la identidad, entonces 0,(0) =

Yiso(=1)Er

Es importante mencionar que para cada n > 0, existe un inico morfismo de grupos
O+ Sp(X) — Sp—1(X), donde

n

Ono = Z(—l)iof;‘, para cada n-simplejo singular o en X.

i=0
En efecto, para la existencia de 9, sélo basta extender por linealidad. Ahora bien,
supongamos que 9, y 0, son morfismos de S,,(X) a S,—1(X) para n > 0, tal que
oo =310 (—1)io€r = D)0

Sea > myoy € Sp(X), entonces
8;(2 mAU/\) = Zm,\é){la,\
= > ma ) (~1) o
i=0

= Zmﬁnm
= 8”(2 m)\O')\).

Dado que 0, y &/, tienen las mismas imégenes y dominio, tenemos que 9, = 9.
De aqui que 9, es tnico.

Los morfismos de grupos 9, : Sp(X) — Sp—1(X) son llamados operadores de
frontera.

Una sucesion de grupos abelianos libres generados con sus respectivos operadores
de frontera, es el complejo singular de X y es denotado por (S«(X),0) o sim-
plemente S, (X) y lo representamos con el siguiente diagrama

On 9o

Sn_1(X) . So(X) 0.

Su(X) e —= Spa(X) 2 5,(X)

El siguiente lema nos da cierta conmutatividad en la composicion de caras.
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Lema 3.1 Si k < j las caras satisfacen
éjn-i-lgg — €Z+1 ]T’L—l A1, AL

Demostracion. La prueba se desarrolla por casos sobre los vértices e; para 0 <

1 <n — 1. En todos los casos se recurre a la Definicién 3.4.

CasoI (k<j<i). Dadoque j<i<i+1lyj—1<1i,se tiene

R (e) = € (i) = eira,

513“5}11(6@-) = f?“(eiﬂ) = €i+2.
Caso II (i = j). Solo basta observar que k < j =iy j—1<j=1.

R (e) = € (i) = eira,

I (e) = & ei) = eiga.

Caso III (k < i < j). Tenemos que i < j, entonces i < j — 1. Asi,

ei+1 Stk<i<j—1
g e) =3 . C
eiro Sik<i=j—1

€it1 Slk‘<2<]—1
51?“5}11(60 = { '

€42 Sik<i:j—1.

caso IV (i = k). Se tiene que

ei+1 sit+1<y
EER(e) = (@) = { . .
eit2 sit+1=j.

Por otro lado

e, sik=i<j—1
5;‘1—1(‘%):{ ' L
eiy1 sit=7—1,

luego

gnign 1(64)_{ el sik=i<j—1
k J—1\=e)

€i42 Sik}<i:j—1.
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Caso V (i < k <}j).
G (e) =& ) =@

LN (1) = £ (&) = es.

Teorema 3.1 Para todo n > 0, se tiene 0,0p+1 = 0.

Demostracién. Dado que S, 11(X) es generado por todos los n + 1 simplejos o,
es suficiente mostrar que 0,0,+10 = 0, para cada o.

n+1
OnOns1(0) = 0D (-1)oert)
1=0
n+1

SDIACIETAS
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(—1)"Hog ey
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o

%

= D _(-)Mogteg

<
Il
o

(2]
= D (D)Mot + )y (~1)Hogt e (1)
1<j 1>]
Ahora bien, para j < i del Lema 3.1 se tiene que 5;”15]” = f}”l ™, luego (1) es
igual a
D (0ot + Y (~) ™ ogi e, (2)
1<j 1>]

si hacemos el cambio de variable t = j y r+1 = 7 al segundo término de la ecuacion

(2), tenemos

Z(_l)i+jo-£?+1£?+Z(_1)t+r+105?+1£:‘. (3)

i<y t<r
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Cambiando nuevamente los indices t =i y r = j en (3), se tiene

D (D)Mot 4 Y S (— ) g ey = 0.

i<j 1<j

Por tanto, 0,041 = 0. Il

Definicién 3.6 El grupo de n-ciclos en X, denotado por Z,(X), es ker 0y; el

grupo de n-fronteras en X, denotado por B,(X), es im Op1.

Retomemos el ejemplo de la introduccién de la seccién, donde X = R — {0} y
a, 3, v son l-simplejos. Un 1-ciclo en este caso corresponde a sumas de 1-simplejos

orientados en X, o + 8+ 7, el cual no es una frontera de algiin 2-simplejo en X.

Para detectar agujeros en X, deberiamos considerar sélo ciclos que no son fronteras,
puesto que las fronteras son ciclos triviales (9,0,4+1 = 0). Claramente Z,(X) y
B, (X) son subgrupos de S, (X) para todo n > 0.

Proposicion 3.1 Para todo espacio topoldgico X y para todo n > 0,
Bn(X) C Zn(X) C Sp(X).

La prueba de esta proposicion es clara. Sea 3 € B, (X), es decir, § = 041« para
algun « € Sp41(X). Asi, 0,(8) = 9p0h+1c = 0, de donde se sigue que ( € Z,(X).

Definicion 3.7 Para cada n > 0, el n-ésimo grupo de homologia singular

de un espacio topolégico X, es el cociente

Para n <0, definimos Hp(X) = 0.

La clase lateral z,+ B, (X), donde z, es un n-ciclo, es llamada clase de homologia

de z, y es denotada por cls z,.
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La meta ahora es mostrar que existe un funtor H,, de Top! en Ab.

Sean X y Y espacios topoldgicos. Si f : X — Y es continua y 0 : A" — X es un
n-simplejo en X, entonces foo : A™ — Y es un n-simplejo en Y. Extendiendo por

linealidad tenemos un morfismo de grupos fx : S,(X) — S, (Y), dado por

f#(z maa) = zma(f OU) = Zmof#(a)>

donde m, € Z.

Podemos observar que fx depende de n. De hecho existe fy para cada n > 0.

Lema 3.2 Sean X,Y espacios topoldgicos. Si f : X — Y es continua, entonces

Ol f = fuOn. Es decir, para cada n > 0, existe el siguiente diagrama conmutativo

S(X) =2 S,y (X)

T

Sn(Y) —5= Sua(¥).

Demostraciéon. Es suficiente con evaluar cada composicién sobre un generador o
de S, (X).

Fatur = e (Dot = S (1)if oot = 0u(fo0),
i=0 i=0
Ofgo = Y (F1)'fpol =3 (-1)'footl =du(f 0 0).
i=0 i=0
Por tanto, f40, = 0} f4. O

Lema 3.3 Sean X y Y espacios topoldgicos. Si f : X — Y es continua, entonces

para cada n > 0, se tiene que

J#(Zn(X)) C Zn(Y) y f4(Bn(X)) C Ba(Y).
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Demostracién. Sea o € Z,(X), entonces do = 0. Luego 0'fgpa = fpoa =
f#(0) = 0. De aqui que fza € ker 9), = Z,(Y). Si § € By(X), entonces = dy
para algin v € Sp1(X), y fuf = fu0y=0'fuy € im 9], ;| = B,(Y). O

Teorema 3.2 Para cada n > 0, H, : Top' — Ab es un funtor, tal que a cada

espacio topoldgico X le asigna Hy,(X).

Demostracién. Vamos a demostrar los axiomas i), ii), iii) y iv) de la Definicién
1.3.

i)Por definicién H,,(X) = Z,(X)/Bn(X) es abeliano para cada espacio topoldgico
X.

ii) Sean X,Y espacios topolégicos y f: X — Y continua, definimos
Hn(f) : Hn(X) — Hp(Y)

por Hy,(f)(zn + Bn(X)) = fu(zn) + Bo(Y), donde z, € Z,(X).

El Lema 3.3 asegura que si z, es un n-ciclo en X, entonces fxz, es un n-cicloen Y.
Por otro lado, la definicién de H,,(f) no depende de la eleccion del representante de
Zn+Bp(X), pues fu(By(X)) C By(Y). En efecto, supongamos que o' —o € B, (X),
con o’ 0 € Z,(X). Asi, fy(o' — o) € B,(Y). Luego

Hn(f)(UI_U+Bn(X)) = f#(O'I—O')—i—Bn(Y)
= fy(0') = fu(o) + Bu(Y)
= Bup(Y).

De aqui que fy(0)+Bn(Y) = fg(o')+ By (Y). Por tanto H,(f) esta bien definido.

iii) Sean X, Y, Z espacios topoldgicosy f : X — Y, g : Y — Z funciones continuas.
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Si z, € Z,(X), entonces

Hy(g) o Hu(f)(2n + Bu(X)) = Hn(9)(f#(20)) + Bu(Y)

= 9#(f#(2)) + Bu(Z)
= g4 © [#(2n + Bu(X))
= (90 f)%(zn + Ba(X))
= Hu(go f)(zn + Bn(X)).

Por tanto H,(g) o Hy(f) = Hp(g o f).

iv) Sea 1x : X — X, entonces H,(1x) : Hy(X) — Hp(X)

Hn(1x)(2n + Bn(X)) = lxg(zn) + Ba(X)

= 2z + By(X).

Es asf como Hy(1x) = 1y, (x)- 0

Si no hay confusién, usualmente escribimos f, en lugar de H,(f) y llamamos a

[+ la funcién inducida por f.

El siguiente corolario nos indica que cada grupo de homologia H,,(X) es un invari-
ante de X, esto es importante ya que si dos espacios topoldgicos tienen grupos de

homologia diferentes, entonces claramente no pueden ser homeomorfos.

Corolario 3.1 Sean X y Y espacios topoldgicos. Si X y Y son homeomorfos,

entonces

H,(X) = H,(Y), para todo n > 0.

Demostracién. Se tiene del axioma iii) de la Definicién 1.3. g

Como una observacién adicional, en esta tesis a la cardinalidad de un conjunto A

la denotamos por card A.

Otra consecuencia del Corolario 3.1 es que el rango de H, (X) es un invariante de
X para cada n > 0. Recordemos que el rango de un grupo abeliano libre con base
B, es card B. (Vea [15], pag. 61.)
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Definicién 3.8 Para cada n > 0, el rango de H,(X) es llamado el n-ésimo

numero de Betti de X.

El siguiente teorema es de mucha utilidad en el Capitulo 4.

Teorema 3.3 (Azioma de dimension) Si X = {x}, entonces H,(X) = 0 para
todo n > 0.

Demostracién. Dado que X = {z}, entonces para cada n > 0, s6lo existe un
n-simplejo singular o, : A™ — X. De aqui que o, es la constante. Luego S, (X) =
(0n) = Z. Vamos a determinar los operadores frontera:

n n

On(0n) = S (~1)'08 = 3 (=1)ic, 1, se sigue que

=0 1=0

0 si n impar
Onom = . .
On—1 simn par y positivo.
De aqui que, si n es impar, entonces 9, es el morfismo de grupos cero y si n > 0

es par, entonces 0, es un isomorfismo.

Por otro lado, consideremos la siguiente sucesion para n > 0:

On an
Snt1 (X) = S (X) — Spoa(X).
Si n es impar, del hecho que 9, = 0 se tiene S, (X) = ker 0, = Z,(X) y da-
do que n + 1 es par, 0,41 es un isomorfismo. En particular 0,11 es sobreyecti-
va. Luego S, (X) = im 0,41 = Bp(X). Por tanto H,(X) = Z,(X)/Bn(X) =
Sn(X)/Sn(X) = 0.

Sin > 0 es par, entonces 0, es un isomorfismo. Luego 9, es inyectiva. Asi, Z,,(X) =
ker 9, = 0. Por tanto H,(X) = Z,(X)/B,(X) =0. O

Dado que el Teorema 3.3 sélo nos da informacién de H,(X) cuando X = {z}
y n > 0, es natural preguntarnos que pasa con Hp(X). A continuacién vamos a

determinar tal grupo.
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Ejemplo 3.2 Cdlculo de Hy(X) cuando X = {x}.

Dado que X es un punto, So(X) = (0¢), donde og es el 0-simplejo constante,
entonces So(X) = Z. Luego Zy(X) =ker 9y = Sp(X) = Z.

Sea 0 € S1(X), entonces

1

O1(o) = Z(—l)iafil = o€} — o€l = 09 — 09 = 0.

1=0

Asi, Bo(X) =im 01 = 0. Por tanto Hy(X) =7Z/0 = Z.

Definicién 3.9 Un espacio topolégico X es llamado aciclico si H,(X) = 0 para
todo n > 1.

Antes de enunciar el siguiente teorema recordemos que los elementos de una suma
directa de una familia de grupos abelianos, @ G, son aquellos “vectores”(gy) con

un numero finito de coordenadas no cero.

Teorema 3.4 Si {X) : A € A} es el conjunto de componentes por trayectorias de

X, entonces para cadan > 0

H,o(X) 2= (P Ha(X)).
AEA
Demostracién. Si § = Y myoy € S,(X), en vista de que oy : A" — X es
continua y de la Observacién 3.1a) A™ es convexo y compacto, luego se tiene
que o)(A™) C X, entonces oy es n-simplejo en X. Mds ain, myoy € S,(X)).
Podemos expresar 6 = ) Jy, donde d) es la suma de aquellos términos en § para
los cuales im o) C X). Se puede ver que para cada n, la funcién ¢ : S, (X) —

@D Sn(X)), dada por ¢(d) = (d) es un isomorfismo. Observemos que J es un ciclo
AEA
si y sélo si cada dy es un ciclo pues 0 = 96 = ) 99y, esto implica que 9 = 0 para

toda A. Entonces la funcién 6,, : H,(X) — @ H,(X)) dada por 6,(cls §) = (cls
AEA
dy) estd bien definida. Para verificar que 6,, es un isomorfismo, proponemos la

inversa ®,, : @ H, (X)) — Hp(X) de 0,, dada por @, ((cls 6y)) = cls D Iy.
AEA

®,, 00, (cls 6) = P, ((cls 6))) = cls ZéA =clsd vy
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O © Br((cls 63)) = On(cls Y 6x) = On(cls §) = (cls 5).
O

Para ejemplificar como funciona el Teorema 3.4 calculemos los grupos de ho-

mologia singular de la O-esfera, SP.

Ejemplo 3.3 Cdlculo de H,(S°), n > 0.

Segiin definicion de S*, S° = {—1,1} tiene dos componentes por trayectorias. Por
el Teorema 3.4 tenemos que H,(S°) = H,({—1}) ® H,({1}). Del Ejemplo 3.2 y el

Teorema 3.3 concluimos que

Z®7Z sin=20
0 stn > 0.

H,(S°) = {

El siguiente teorema nos da una manera de determinar Hy(X), cuando X es

conectable por trayectorias.

Teorema 3.5

i) St X es un espacio topoldgico no vacio conectable por trayectorias, entonces
Hy(X) 2 Z. Mds ain, sixg,x1 € X, entonces cls xy = cls x1 es un generador
de H()(X)

ii) Para cualquier espacio topoldgico X, el grupo Ho(X) es un grupo abeliano libre

de rango igual a card A, donde {X) : X € A} es el conjunto de c.p.t. de X.

iii) Si X y Y son espacios topoldgicos conectables por trayectorias y f : X — Y
es continua, entonces fy : Ho(X) — Ho(Y) manda un generador de Hy(X)
a un generador de Hy(Y').

Demostracion.

i) Observemos el final de los siguientes complejos singulares

S1(X) 2> S5p(x) L

S1(X) —2 > 55(X) L 7.
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Tenemos que Zy(X) = ker 9y = Sp(X), pues dp = 0. Entonces toda 0-cadena en
X es un O-ciclo. Luego un O-ciclo tiene la forma )y m,z, donde m, € Z para
casi todos los m, = 0.

Consideremos el conjunto {> mgyz € Sp(X) : > m,; = 0}. A continuacién se

muestra que tal conjunto coincide con By(X).

Sea v € {d myx € Sp(X) : D m, = 0}, es decir, v = Zfzomimi € So(X) y
Zf:o m; = 0.

Sea x € X, del hecho que X es no vacio y conectable por trayectorias, existe o; :
I — X una trayectoria en X de x a x;, para cada i. Si identificamos I = [0, 1] con
Al = [eg, e1] tenemos que 9;(0;) = o;(e1) — oi(eg) = z; — x. Sea > myo; € S1(X),

luego

81(2 m;o;) = Zmial(ai) = Zml(:vl —x)= (Z mix;) — (Z m;)T =y,

pues Y m; = 0. Por tanto v = > m;z; = 01(>_mioi) € Bo(X). De aqui que
{d-mgx € So(X) : > my =0} C By(X).

Ahora bien, si v € By(X), entonces

y=a nym) =Y ni(ri(en)=7i(e0)) = >_ny7ilen) =) n;7i(en), (1)

donde n; € Z y 7; es un 1-simplejo en X. Observemos que cada coeficiente n;
aparece dos veces con signos opuestos en la ecuacién (1). Por tanto la suma de

coeficientes es cero. De aqui que v € {>_m,z € So(X) : > m, = 0}. Por tanto,
Bo(X) ={>_max € So(X): > my =0}

Por otro lado, definimos 6 : Zy(X) — Z por (> myz) = > m,. Claramente 0
es sobreyectiva con kernel By(X). Por el teorema fundamental de morfismos de

grupos (vea [11], pag. 108) tenemos que Hy(X) = Z.

Sean xg, x1 € X. Existe una trayectoria o en X de zg a 1. Ademéas z1—xg = 1o €
By(X), lo cual implica que x1 + By(X) = z9 + Bo(X). Es decir, cls g = cls z;.
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Finalmente, si cls v es un generador de Hy(X), donde v = > m,x;, entonces
O(y) = >_m; = £1. Sin pérdida de generalidad, supongamos que 0(vy) = 1. Si
xo € X, entonces v = xg + (v — xp). Dado que v — zyp € By(X), pues la suma de

sus coeficientes es cero, tenemos que cls v = cls zg como queriamos.

ii) Del Teorema 3.4 y de i) tenemos que Hy(X) = @ Ho(X)) = @ Z. De aqui que
AEA AEA
el rango Hop(X) = card A.

iii) Si cls v es un generador de Hy(X), de la parte i) fi(y+Bo(X)) = fu(v)+Bo(Y)
tiene que ser un generador en Hy(Y'), pues cualquier elemento de Hy(Y') es un

generador. O

Notemos que los funtores my y Hyp muestran la misma informacién. En el sentido
de que si nosotros determinamos el rango de Hy(X), entonces inmediatamente
sabemos cuantas componentes por trayectorias tiene X, lo cual esté directamente

relacionado con la definicién de 7o (X).

Lema 3.4 Sea A un subespacio topolégico de X con inclusion j : A — X. En-

tonces ju : Sp(A) — S, (X) es inyectiva para cada n > 0.

Demostracién. Sea v = > m;o; € S,(A) y supongamos que todos los o; son

diferentes. Si v € ker jx, entonces

0=ju(y) = j#(z mio;) = Zmij 00 (1)

Dado que todos los o; son diferentes, entonces todos los simplejos joog; : A" — X
son distintos. Pero S,,(X), es un grupo abeliano libre con base todos los n-simplejos
en X, se sigue que en la ecuacién (1) cada m; = 0. Por tanto v = 0. De aqui que

J# es inyectiva. O

Definicién 3.10 Si ( = > m;o; € Sp(X), con m; # 0 y todos los o; diferentes,
entonces el soporte de (, denotado por supp C, es|Jo;(A™).
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Dado que la unién finita de subconjuntos compactos es compacta, entonces es claro

que el supp ( es un subconjunto compacto de X.

Teorema 3.6 (Soporte compacto) Sea X espacio topoldgico. Si cls ( € H,(X),
entonces existe un subespacio topoldgico compacto A de X con cls { € im j,, donde

j:A— X eslainclusion.

Demostracién. Afirmamos que A = supp ( es el subespacio topoldgico compacto

de X.

En efecto, mostremos que cls ( € im j.. Si ( = > m;o;, entonces para cada i
podemos escribir o; = jo!, donde o} : A™ — A. Definimos v = Y m;o, € S,(A),
tenemos que ju0y = 0juy = 0jx(>_mio;) = 0> myjol) = 0> mio;) = 9¢ =0,
pues ¢ es un n-ciclo en X; dado que jx es inyectiva (vea Lema 3.4), se sigue
que 0y = 0, es decir, 7 es un n-ciclo en A. Por lo tanto, cls v € H,(A), luego
Jeclsy = cls jgy= cls Y mjo; = cls ¢. De aqui que cls ¢ € im j,. g

Corolario 3.2 Si X es un espacio topoldgico para el cual existe un entero n > 0

con Hyp(A) =0 para todo subespacio compacto A de X, entonces H,(X) = 0.

Demostracién. Si cls ¢ € H,(X), entonces el Teorema 3.6 nos da un subespacio
compacto A de X y un elemento clsy € H,(A) con j. clsy = cls ¢, donde
j: A<= X eslainclusién. Pero por hipétesis H,(A) = 0, entonces cls v = 0, por
tanto 0 = j.(0) = cls ¢. De aqui que H,(X) = 0. O

El siguiente teorema es utilizado para probar el teorema de separaciéon de Jordan-

Brouwer como se ve en el Capitulo 4.

Teorema 3.7 Sean X = Ugozl XP con XP C XPH para todo p, \P : XP — X y
P+ XP < XPt! as inclusiones. Si todo subespacio compacto A de X estd con-

tenido en algin XP, entonces cls ( € H,(X) es cero si y solo si existen p y
cls ¢ € H,(XP) con

X ocls ("= cls ¢y cls (' =0.
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Xp+1

V &1
X? > X

Demostracién. Supongamos que cls ( = 0 en H,(X). Entonces ¢ = > m;o; €

Sp(X) y existe =3 mj 1 € Spy1(X) tal que 06 = (. Sea A = supp ¢ |J supp 0,
y p tal que A C XP. Existen n-simplejos o, : A" — XP y (n + 1)-simplejos

1 A"l — XP cono; = NPoly 7, = NP7}, para toda i, k. Mds atn, si ¢’ = Y m,o7,
entonces ¢’ es un n-ciclo en S, (X?) y por el Teorema 3.6 Mcls ¢ = cls (.

Por otro lado si 3" = 3~ ¢y, entonces 0%, ' = ¢, 05 = ¢,("' =0 en H,(XP+1).

Para la otra implicacién basta observar que

0= N ((cls ¢')) = Ae(els () = cls C.

Las pruebas de los siguientes resultados son muy conocidas y dado que nuestra
objetivo es aplicar los resultados de la teoria de homologia singular, tales pruebas

se omiten.

Teorema 3.8 Sean X yY espacios topologicos. Si f,g: X — Y son homotdpicas,

entonces
H,(f) = Hn(g9) para todo n > 0.

Para la prueba del Teorema 3.8 vea [15], pag.75.

~

Corolario 3.3 Si X y Y tienen el mismo tipo de homotopia, entonces H,(X) =
H,(Y) para todo n > 0, donde el isomorfismo es inducido por la equivalencia

homotdpica.

Demostracién. Sea f: (X, z9) — (Y, y0) una equivalencia homotépica, entonces
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existe g : (Y,yo) — (X, o) tal que

gof~1x
fog~1ly.

Aplicando el funtor H, a cada una de las ecuaciones anteriores como se muestra a

continuacién
Hy(go f)=gso fi=~ 1a,(x)
Hy(fog)=fioge= Ly, vy
Es asi como H,(X) = H,(Y). O

Corolario 3.4 Si X es contraible, entonces H,(X) = 0 para todo n > 0.

Demostraciéon. Del Teorema 2.4 X tiene el mismo tipo de homotopia de un
punto, por el Corolario 3.3 H,(X) = H,({*}), luego del Teorema 3.3 se tiene el

resultado. O

En la introduccién de este capitulo dijimos que la homologia singular es un modo
de contar agujeros de cualquier dimensiéon en un espacio topolégico. Pensemos en
la circunferencia, S, y el disco D? sabemos que el grupo fundamental de S y D?
es Z y 0, respectivamente. Es decir, de alguna manera el grupo fundamental detec-
ta el agujero obvio de la circunferencia. Entonces nos preguntamos ;existe alguna
relacién entre el grupo fundamental y el primer grupo de homologia singular? el
teorema de Hurewicz responde afirmativamente a esta pregunta. Cabe mencionar
que en esta tesis se enuncia el Teorema de Hurewicz, pues es un resultado conocido
en la Topologia Algebraica que nos muestra una relaciéon entre el grupo fundamen-

tal y el primer grupo de homologia singular.

La prueba del teorema de Hurewicz se omite, pues es extensa y requiere de otras

herramientas matemaéticas, que no es nuestro objetivo estudiar. Sin embargo, la
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prueba completa se puede consultar en [15] pag. 82.

A continuacién presentamos a grandes rasgos lo necesario para enunciar el teorema

de Hurewicz.

Definimos un homeomorfismo 1 : Al — I por n((1 — t)eg + te1) = t, luego existe

un morfismo de grupos
@ 7T1(X, ZEQ) — Hl(X),

dado por ¢([f]) = cls fn, donde f: I — X es una trayectoria cerrada de X en x.

La funcién ¢ : (X, z9) — Hi(X) es denominada la funcién de Hurewicz.

Teorema 3.9 (De Hurewicz) Sea X un espacio topolégico conectable por trayecto-
rias, entonces la funcion de Hurewicz ¢ : m1(X,x9) — H1(X) es sobreyectiva con
kernel el subgrupo conmutador de 71(X,xo), m(X,z9)". Luego, por teoremas de

isomorfismos de grupos (vea [11], pdg. 111)

Fl(Xa CC())/T['l(X, .’L'())/ = HI(X)
Demostracién. Vea [15], pag. 82.

En [1], pdg. 366 se puede encontrar un teorema de Hurewicz mas general que
el presentado aqui. Aquél relaciona los grupos de homotopia de dimensiones supe-
riores con los grupos de homologia singular, sin embargo aqui no se menciona pues

el estudio de tal resultado sale de nuestro alcance.

3.2. La categoria Comp

Recordemos que en la Seccion 3.1 establecimos el funtor de homologia singular,
H, para n > 0, tal funtor establece una conexién entre la categoria Top! y la
categoria Ab. El propdsito de esta seccién consiste en definir una categoria inter-
media, Comp, de modo tal que se puedan establecer funtores de Top' a Comp

y de Comp a Ab. Més aun, que se cumpla que la composicién de tales funtores
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sea el funtor H,. Vamos a ver que podemos estudiar los grupos de homologia en
Comp y que por medio de la composiciéon de funtores, descrita anteriormente, se
pueden trasladar los resultados de homologia obtenidos en Comp, a la homologia
singular en Top!. La categorfa Comp se caracteriza por estudiar el dlgebra ho-
mologica desde el punto de vista algebraico, en ese sentido existen muchos resul-
tados parecidos a los de la teoria de grupos. Por ejemplo, al igual que en teoria
de grupos aqui se establece la existencia de ciertas sucesiones exactas largas, tales
sucesiones son muy utiles para determinar grupos de homologia singular, pues ilus-
tran conexiones entre la homologia de un espacio topolégico y la homologia de sus

subespacios.

Definicion 3.11 Un complejo de cadena es una sucesion de grupos abelianos,
Sy y morfismos de grupos, Oy, : Sp+1 — Sn, tales que 0,0,+1 = 0 para cadan € Z.
El morfismo de grupos 9y, es llamado la frontera de grado n, y S, es el término

de grado n.

El complejo de cadena de la Definicién 3.11 es denotado por (Sk, d) o simplemente

como S, y lo representamos con el siguiente diagrama

6'n,+1 8n

Sytee Sn+1 Sn

St .~ neL.

Observacién 3.4 Para el término de grado n, la condicion 0,0,11 = 0 es equiva-

lente a im Opy1 C ker Oy.

Ejemplo 3.4 Sea X un espacio topoldgico. El complejo singular (S«(X),d) es un
complejo de cadena, donde las fronteras de grado n son los operadores frontera.
(Vea, Seccion 3.1.)

Definicion 3.12 Una sucesion de dos morfismos de grupos

a-topt.c

es exacta en B siim f = ker g.
Un complejo de cadena (Si,0), es exacta si im Opt1 2 ker Oy, pues im Opt1 C

ker O para todo n € Z, es decir, es exacta en Sy, para cada n € Z.
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Definicién 3.13 Si (S, 0) es un complejo de cadena, entonces el kernel, ker Oy,
es llamado el grupo de m-ciclos y es denotado por Z,(Sx,d). La imagen de
On+1, im Ony1, es denominado el grupo de las n-fronteras y es denotado por

B, (Sx,0). El n-ésimo grupo de homologia de (S, 0) se denota y se define por

Hy(S,,8) = Zn(Ss,8)/Bn(S,, ).

Si z, € Z, (S, 0), entonces z, + B, (S, d) € H,(Sx, 0) es la clase de homologia
de z, y es denotada por cls z,; si no hay confusién denotamos a H,(Ss,d) =
H,(Sy).

Teorema 3.10 Un complejo de cadena (Sy,0) es exacta siy sélo si Hy(S«,0) =0,
para cada n € 7.

Demostracién. Supongamos que (S, d) es exacta, por definicién se tiene que
im 0,41 = ker 0y, luego Z,,(Sx, 0) = By(Ss, 9), de aqui que H,, (S, d) = 0. Recipro-
camente, supongamos que H,(Sx,d) = 0 para cada n € Z, entonces Z, (S, 0) =
By, (Sx,0). Por tanto (S, 0) es exacta. O

Por lo tanto, los grupos de homologia miden que tan “lejos” estd el complejo de

cadena asociado de ser exacta.

Un complejo de cadena (S, 0), tal que H,(Ss) = 0 para todo n € Z es llamado

complejo de cadena aciclico.

Definicién 3.14 Si (S.,9') y (S«, 0) son complejos de cadena, una funcién ca-
dena f : (S,,0') — (S, 0) es una sucesion de morfismos de grupos {f, : S, —
Sp i € Z} tal que el siguiente diagrama conmuta:

l i1 S/ O
n+1 n n—1

J/fn-u lfn J/fn—1

Sn+1 Sn Sn—1 e

8n+1
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es decir, Op o fn, = fn_1 00, para todo n € Z. A f, le llamamos el término de

grado n.

Ejemplo 3.5 Sean X,Y espacios topoldgicos. En la Seccion 8.1 se vio que si f :
X — Y es continua, entonces f induce fy : Sy (X) — Si(Y). Tal funcion es una

funcion cadena.

Definicion 3.15 Se define la categoria Comp de los complejos de cadena, donde
Obj Comp consta de la clase de todos los complejos de cadena, Hom(Sy,S.) =
{f: S — S, | fesuna funcidn cadena} y la composicion de funciones cadena se
define término a término: si f : Sy — SL y g: S, — SY, entonces go f : S, — S

es la sucesidn de morfismos de grupos {gn o fn : Sn — SIl :n € Z}.

La categoria Comp tiene la propiedad que para cada par de complejos de cadena
S! y Sy, Hom(S., Sy) es un grupo abeliano, pues si f = {f,} v ¢ = {gn} pertenecen
a Hom(S.,S,), entonces f + g es la funcién cadena cuyo término de grado n es
In + 9n-

Observacién 3.5 Cabe mencionar que existe un funtor S, : Top! — Comp
definido por S.(X) = (S:(X),0) y S«(f) = fu, donde f es una funcion continua

de espacios topoldgicos.

Otro funtor que existe para cada n € Z, es H, : Comp — Ab con H,(S.) =
Zn(S«)/Bn(Ss) y Hno(f) = fe + Hn(S«) — Hyn(SL) definido por fi(cls z,) =
cs fu(zn), para toda funcién cadena f : S, — Ss.

Si componemos el funtor H, sequido del funtor Sy obtenemos la construccion de

H,, estudiado en la Seccion 3.11. Esta es la razén por la cual nos interesa estudiar

la categoria Comp pues es la categoria que conecta Top' con Ab.

Las siguientes definiciones de la categoria Comp son semejantes a las que existen

en la categoria Ab.
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Definicion 3.16

i) Definimos (S.,0") como el subcomplejo de (S, 0), si cada S), es un subgrupo

de Sy y 0, = Onls: , paran € L.

ii) Si (S,,0') es un subcomplejo de (Sk,0), el complejo cociente es el complejo
de cadena

S*/S;:-~-*>Sn/sﬁlil> n—1/Sp g —=""",

donde O (sn + Sh) = On(sn) + S, paran € Z.
iii) Una sucesion de complejos de cadena y funciones cadena
fq

fott -
s AT s AT s Y s

es exacta si im f971= ker f9 para todo q. Una sucesién exacta corta

de complejos de cadena es una sucesion exacta de la forma

0 S —tsg, P g 0.

Donde t,p son funciones cadena y 0 denota el complejo de cadena cero.

iv) Sean S,, S! subcomplejos de S.. Entonces S, NS es el subcomplejo de S
cuyo n-ésimo término es S, N Sl y S, + S es el subcomplejo de Sy cuyo

n-ésimo término es S, + Sh.

Ejemplo 3.6 Un subcomplejo surge de un subespacio A de un espacio topolégico
X, ya que S, (A) es subgrupo de S,(X) bajo la inclusion j : A — X, pues en el
Lema 3.4 verificamos que ju : Sp(A) — Sp(X) es inyectiva para toda n > 0.

Notemos que existe una sucesion exacta corta de complejos de cadena

0 S(A) Su(X) — 5:(X)/5(4) —0..
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Observacion 3.6
a) Si 0——=A AN B es exacta, entonces f es inyectiva, pues ker f = im 0=0.

b) Si B—1s>C——>0 es exacta, entonces g es sobreyectiva, ya que C = ker
f=1img.

c) Si 0 4—1.p 0 es exacta, entonces f es isomorfismo, por a) y b)

f es biyectiva, luego isomorfismo.

Una propiedad fundamental de los funtores de homologia H, es que existe una
conexién entre los grupos de homologia de dos complejos de cadenas diferentes.

Como se muestra en el Lema 3.5.
Lema 3.5 Si 0 —— (5,0 s (8,,0) —2= (87,0") —=0 es una sucesion
exacta corta de complejos de cadena, entonces para cadan € Z: existe un morfismo
de grupos

dy : Hy(SY) — Hy-1(S5),

dado por dy(cls 2!') = cls it Oy 2L

Demostracién. Sea n € Z. Vamos a guiarnos del siguiente diagrama para veri-
ficar que la funcién d,, estd bien definida.
S —t -8, Sl 0

ol

0 s’ . i Sy p 1"

n n—1

Sea 2" € Z!!, es decir, 9"z" = 0. De la Observacién 3.6b) tenemos que p es sobreyec-
tiva, entones existe s, € S, tal que p(s,) = 2”. Luego 3" (p(s,)) = 9"(2") = 0,
pero 8"p = pd, de aqui que p(d(s,)) = 0. Asi, (s,) € ker p. Dado que ker p =
im 4, tenemos que 9(s,) € im i, es decir, existe un unico (pues i es inyectiva,
vea Observacién 3.6a)) s/, _, € S/, tal que i(s,,_;) = 9(s,). Por otro lado, sea
on € Sy, con las mismas caracteristicas de s,. Entonces, existe o],_; € S!,_; con

i(oy,-1) = 9(om).

Claramente s, — o, € ker p pues,
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p(sn —0n) = p(sn) —plon) = 2" =2" =0
pero ker p = im i, entonces existe ), € S}, tal que i(z],) = s, — oy As,
A(i(xy)) = O(sp — ap) = O(sp) — O(an) = i(s5,_1) —i0y_1) = i(sy_1 — Tp_1),

como doi=1io0d, se tiene que i(9'(xz,)) = 9(i(x))) =i(s),_1 — ol _1)-

Dado que i es inyectiva, tenemos que d'(z},) = s,,_; — o},_;. Por lo tanto, s],_; —

ol,_1 € Bp(S,,0"). De aqui que d,, estd bien definido. O

Definicién 3.17 La funcion d,, para cada n € Z del Lema 3.5 es llamada mor-

fismo de conexién.

Teorema 3.11 (Tridngulo exacto)

Si 0 — (S.,0") —— (S,,0) —= (8,8") —= 0 es una sucesion exacta corta de

complejos de cadena, entonces existe una sucesion exacta

> Ho(8L) — Ha(Sh) 2 Ho(SY) —> Ho1(SL) —> Ho1(Sh) —> -

Demostracion.

1) Por hipétesis im ¢ = ker p, luego py o i, = (poi)s = 0, = 0. Por tanto,

im i, C ker py.

2) Sea z+ B € ker p,, es decir, p.(z + B) = pz+ B"” = B”. De aqui que pz € B”,
luego existe s” € S” tal que pz = 9”s”. Notemos de la Observacién 3.6b)
que p es sobreyectiva, por lo que existe s € S, tal que p(s) = s”. Dado que
d"p = pO tenemos pz = 9"'s" = 8"ps = pds, es asi como p(z — ds) = 0, pero
ker p = im 4, lo que implica que z — ds € im 4. As{ pues, existe s’ € S’, con

i(s') = z — Os. Entonces,

i0's' = 0is' = d(z — 0s) = 9z — 00s = 0. (1)
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De (1) es claro que s’ € Z, (S, 0), pues i es inyectiva. Luego,
is(s + B)Y=is’ + B=2—-0s+ B=2z+ B.

Asi, z + B € im i,. Por tanto ker p, C im i,.

3) Vamos a probar que im p, C ker d, donde d es el morfismo de conexién. En

efecto, sea z + B € H,(S), para algin n > 0. Luego
dp.(z + B) = d(pz + B") = i 'op~(pz) + B
Dado que d estd bien definida, tenemos z = p~!(pz). Asi,
itop~t(pz) =i7t'0z =i71(0) = 0.

De aqui que p.(z 4+ B) € ker d. Por tanto im p, C ker d.

4) Probemos que ker d C im p,. Sea z” + B” € ker d, es decir, d(z" + B") =
¥ + B' = B', donde 2/ = i7'9p~'2” € B'. Dado que 2/ € im O’ existe
s'€ 5], tal que 2’ = 0's". Asi,

dis' = id's' =iz’ = op~ 12" (2)
De (2), tenemos que p~ 2" — is’ € Z,(S%, d). Luego
pe((p 12" —is) + B") =pp 12 —pis’ + B =" + B".
Por tanto, ker d C im p,.

5) Vamos a demostrar que im d C ker i,. Sea 2"+ B"” € H,(SY), para algin n > 0.
Luego

ixd(2" + B") =i.(i'op~ " + B)=0p '+ B=B.

Por tanto im d C ker i,.
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6) Probemos que ker i, C im d. Sea 2’ + B’ € ker iy, es decir, i, (2’ + B’)
B. De aqui que iz’ = Os para algin s € S,. Luego 0"ps = pOs

Es asf como ps € Z(S?,0). Finalmente, observemos que

dips+B")=itop 'ps+ B =i '9s+ B =iti + B=2+DB.

Por tanto ker 7, C im d.

De 1) y 2), se tiene im i, = ker p,; 3) y 4) muestran que ker d = im p,. Por

ultimo 5) y 6) prueban ker i, = im d. Por tanto, la sucesién

> Ho(8L) — Ha(Sh) — Ho(SY) —> Hy1(SL) —> Hp1(S.) —> -

es exacta.

Teorema 3.12 (Naturalidad del morfismo de conexion) Supongamos que eziste

un diagrama conmutativo de complejos de cadena con renglones exactos:

0 S —tsg, L5y 0
R
0 Ay L B 0,

entonces existe un diagrama conmutativo de grupos abelianos con renglones exac-

tos:

- —— H,(S)) L>HR(S*) AHn(SfZ) _d_ o 1(S1) —= -

P lf* l , J/fi
(T.) =2~ H,(T!) —> H, 1(T)) — - -

Demostracion. Claramente el siguiente diagrama conmuta, pues H,, es un funtor.

H,(S)) —=> Ho(S.) —2> H,(S)

*

ifi J/f* i ;'
(

T.) —=> H,(T").
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Ahora veamos la conmutatividad de

H,(S]) —%> H,_1(S))

PR}

d/
Hn(T:) — dn-1 (T»:)

Sean S, = (S.,0) y Tn = (Ti,A). Si cls 2" € H,(S)), en vista de que p es

sobreyectiva existe s € Sy, tal que cls 2= cls ps, luego

fidecls 2" = fld cls ps

= fleclsitOs
= s fli”tos
= s j 'fos
= s j'Afs
= d cls qfs
= d cls f'ps
= d'f! cls ps

! gl I
= df, clsz".

Por tanto, fid =d'f!.

3.2.1. Homologia relativa

La homologia singular de un espacio topoldgico relativa a un subespacio, es una

construccién en homologia singular para pares de espacios topoldgicos.

La homologia relativa es similar al cociente de grupos. Si X es un espacio topolédgico
y A un subespacio de X, dos cadenas en X se dicen iguales (mod A) si su
diferencia es una cadena en A. Una cadena en X es un ciclo (mod A), si su
frontera estd contenida en A. Esto refleja la estructura de X — A y el modo en
que estd conectada con A. Entonces los cambios en el interior de A (fuera de su

frontera con X — A) no deberian alterar los grupos de homologia de X — A.
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Anteriormente ya habiamos senalado que si A es un subespacio de un espacio
topoldgico X, las inclusiones inducen una sucesién exacta corta de complejos de

cadena. (Vea Ejemplo 3.6.)
0 ——= 8,(4) — 5,(X) —= S.(X)/S.(A) —=0.
Entonces vamos a darle nombre a la homologia de un complejo cociente.

Definicion 3.18 Sea X espacio topoldgico. Si A es un subespacio de X, entonces
el n-ésimo grupo de homologia relativa, H,(X, A), se define por H, (X, A) =
Hp(5:(X)/5(A)).

Teorema 3.13 (Sucesion exacta del par) Si A es un subespacio de X, entonces

existe la siguiente sucesion exacta
= Hp(A) — Hy(X) —> Hy (X, A) =L H, 1 (A) — -

Mas ain, si f : (X,A) — (Y,B) es una funcion continua de parejas, entonces

existe el siguiente diagrama conmutativo

v Hp(A) —— Hp(X) —= Hp(X, A) —= Hp1(4) — -

L i |

-+—H,(B)—=H,(Y)——H,(Y,B)——=H, 1(B) —— - -

Donde la funcion vertical es inducida por f.

Demostracién. Para la prueba basta aplicar el Teorema 3.11 a la siguiente suce-

sidn exacta.
7 k. _
0 —> (Su(A),8ls, (1)) = (Sn(X),8) —= (Sp(X)/Sn(A),0p) —0..

Para la segunda parte se utiliza el Teorema 3.12. 0

La siguiente observacién nos muestra que existe un resultado similar al tercer

teorema de isomorfismo de grupos (vea [11], pdg. 111) en la categoria Comp.
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Observacion 3.7 Si U, C T, C S, son subcomplejos, entonces existe una suce-

ston exacta corta de complejos de cadena
0——T,/U, ——= 8, /U, —2~ S, /T, —=0,
donde ip, : tn+Up — tn+Uy ypn : Sn+Upn — Sp+Ty, son tales quei = {i, : n € Z}

yp=Apn:neZ}

Teorema 3.14 (Sucesidon exacta triple (X, A, A")). Si A C A C X son subespa-

ctos del espacio topologico X, entonces existe la siguiente sucesion exacta
o Hy (A A) — H,\ (X, A') — Hp (X, A) —%> H, (A, A) —> -

Mads aun, si existe el siguiente diagrama conmutativo de pares de espacios topologi-

COoS:

(A A) — (X, A) —— (X, A)

T

(B,B') — (Y, B') — (Y, B),
entonces existe un diagrama conmutativo con renglones exactos

——Hy(AA)—— H, (X, A) —H,(X,A) —=H, 1(AA) —— -

l | | |

-+—H,(B,B")—— H,(Y,B')——H,(Y,B)——H, 1(B,B') ——= -+

Demostracion.

De los Teoremas 3.11 y 3.12 aplicados a la sucesién exacta corta de complejos de

cadena dada por la Observacion 3.7.

0—> S.(A)/S.(A") — S(X)/S(A) —= S.(X)/S(A) —=0 y a
0—=5:(B)/S:(B") — S.(Y)/S«(B') — 5(Y)/S:(B) —=0.
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Notemos que si A = (), entonces S, (A) = 0, para n € Z y del Teorema 3.13 se
sigue que H,(X,0) = H,(X), es decir, los grupos de homologfa absoluta son en

particular grupos de homologia relativa.

La definicién de grupos de homologia relativa H,, (X, A) que hemos manejado hasta
el momento no es adecuada para realizar ciertas pruebas. Es por eso que a continua-
cién presentamos una definicion equivalente. Para esto recordemos la definicion de

complejo cociente

i1 (X) Ont1 Sn(X) O Snoa(X)
Sn+1(A) Sn(4) Sn—1(4)

n

Si(X)/Sk(A):---
Si v € S,(X), entonces Oy, (v + Sn(A)) = py + Sn—1(A). De aqui que

ker 9, = {y+Sn(A):0,yv€ S 1(4)}, yla
im O,11 = {y+Su(A):vy€im Gpy1 = Bu(X)}.

Definicion 3.19 FEl grupo de los n-ciclos relativos mod A es
Zn(X,A) ={y € Sn(X): Oy € Sn—1(A)}.
El grupo de las n-fronteras relativas mod A es

By(X,A) = {y€Su(X):v—7 € Byu(X) para algin v € S,(A)}
= Bp(X)+ Sp(A).

Teorema 3.15 Sea X espacio topolégico y A subespacio de X. Para todo n > 0,
H,(X,A)=Z,(X,A)/B,(X,A).

Demostracién. Por definicién H, (X, A) = ker 0,/ im 0,4 1. Ademds, es facil ver
que ker 0, = Z,(X,A)/Sn(A). Por otro lado si v + S,(A) € Bn(X,A)/Sn(A),
entonces 7 € Sp(X) y v —+" € B,(X), para v’ € S,(A), es decir, existe a €
Snt1(X), tal que Opy1(a) = v—+". Sea a+Sp11(A) € Sp41(X)/Sn+1(A), entonces
Oni1(a+Sni1(A)) = Oni1(a) + S (A) =y —+"+5,(A) = v+ 5,(A). De aqui que
Y+ Sn(A) € im 9,. Ast B, (X, A)/Sn(A) C im 9,. Es claro que B, (X, A)/S,(A) D
im 0,,. Luego im Op+1 = Bp(X, A)/Sn(A).



3.2. La categoria Comp 110

Si aplicamos el tercer teorema de isomorfismos de grupos (vea [11], pag. 111)

tenemos el resultado. O

El siguiente teorema nos sirve para hacer algunos calculos mas adelante.

Teorema 3.16 Si X es conectable por trayectorias y A es un subespacio no vacio
de X, entonces Hyo(X,A) = 0.

Demostracién. Sea 29 € A,y v = > mgx € Zp(X,A) = Sp(X). Dado que X es
conectable por trayectorias, para cada x € X existe una trayectoria o, : Al - X

con o4(eg) = g y ox(e1) = x. Entonces Y mgyo, € S1(X) y

81(2 My0y) = Z My — (Z My )To =7y — (Z My )T0.

Definimos 7' = (3" mgz)xo € So(A); entonces v — ' = 01(>. ma05) € Bo(X), de
aqui que v € By(X, A).

Asi, By(X,A) = Zy(X, A). Por lo tanto, Hy(X, A) = 0. ]

Teorema 3.17 Si {X) : A € A} es la familia de componentes por trayectorias de

X y A es subespacio de X, entonces para cada n > 0,

Ho(X, A) = P Ha(X, AN X)).
A

Demostracién. Andloga a la prueba del Teorema 3.4. O

Corolario 3.5 Sea X espacio topoldgico y A subespacio de X. Si {X) : X € A}
es la familia de componentes por trayectorias de X, entonces Hy(X, A) es grupo
abeliano libre tal que, rango Ho(X, A) = card {\ € A : AN X, = 0}.
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Demostracién. Del Teorema 3.17 tenemos Hy(X,A) = @ Ho(Xx, AN X)). Si
AN X, =0, entonces del Teorema 3.5i) Ho(X ), AN X)) = Hy(X)) = Z.

Por otro lado, si AN X, # ), entonces del Teorema 3.16 se tiene que Hy(Xy, AN
X)) = 0. Por tanto, rango Ho(X,A) = card {A € A: AN X, =0}. O

Corolario 3.6 Si X es un espacio topoldgico con punto base xg y X tiene exacta-
mente r+1 componentes por trayectorias, entonces Ho(X, xg) es un grupo abeliano

libre de rango r.

Demostracién. Sea {X : A € A} el conjunto de c.p.t. de X. Dado que las com-
ponentes por trayectorias son disjuntas por pares, la componente por trayectoria
X), que contiene a xq es unica. Asi, {xo} N X = 0 para todo A # \g. Por el
Corolario 3.5 el rango Ho(X,{zo}) =card {A e A: ANX, =0} =r. O

Notemos bajo el contexto del Corolario 3.6 que Hy(X, zg) tiene rango r. Por otro
lado, del Teorema 3.5 tenemos que Hy(X) tiene rango r+1. Es decir, ambos grupos
son diferentes. Sin embargo, el Teorema 3.18 nos dice que tales grupos coinciden

a partir de n mayor que cero.

Observacién 3.8 i A—>p—'sc "+ p es ezacta, entonces g es sobreyec-

tiva si y solo si h es inyectiva.

Teorema 3.18 Sea X un espacio topoldgico con punto base xy. Entonces

H,(X,z0) = H,(X) para todo n > 1.

Demostracion. Sin > 2, del Teorema 3.3 tenemos que

H,({zo}) =0= H,_1({x0}).

Por otro lado, del Teorema 3.13 existe una sucesién exacta

e > Hn({xo}) R Hn(X) —_ > Hn()(7 mo) [ nfl({mo}) . (1)
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De la Observacién 3.6¢) H,(X) = H,(X,{zo}) para todo n > 2.

Consideremos el final de la sucesién (1), para n = 1, como se muestra a conti-
nuacioén.

0 — Hi(X) —I> Hy(X,20) —> Ho({z0}) —— Ho(X) —E> Ho(X, z0) — 0.

De la Observacién 3.6a), la funcién g es inyectiva.

Ahora bien, notemos que la funcién h tiene dominio Hyo({zo}) = Z y contrado-
minio el grupo abeliano libre Hy(X). Aseguramos que h es inyectiva. Mds atn,
para demostrar que h es inyectiva es suficiente con probar que h # 0. En efecto,
supongamos que h # 0y ker h # 0, entonces Hy(X) contiene un subgrupo no trivial
finito isomorfo a Z/ker h (Z/ker h # 0 pues h # 0) lo cual contradice el hecho de

que el inico subgrupo finito de un grupo abeliano libre (en este caso Hyp(X)) es el 0.

Por otro lado k es la funcién inducida por la inclusién, es decir, es la funcién
S50(X)/Bo(X) — So(X)/Bo(X) + So(xo) (So(X) = Zo(X) = Zo(X,20)) dada por
k(v + Bo(X)) = (v+ Bo(X)) + So(zo), luego ker k = (Bo(X) + So(z0))/Bo(X), la
prueba del Teorema 3.5 describe a By(X), como todos ) S myz con Y my = 0; por
tanto ker £ # 0.

Dado que ker k # 0 e im h = ker k, se tiene que im h # 0, de aqui que h # 0.

Luego, h es inyectiva.

De la Observacion 3.8 se tiene que g es sobreyectiva. Por lo tanto g es un isomor-
fismo, de aqui que Hi (X, xo) = H1(X). O

3.2.2. Homologia Reducida

La homologia reducida es una pequena modificacién hecha a la teoria de homologia
singular. Este cambio se realizé para tener resultados que agrupen la mayor can-

tidad posible de casos excepcionales.
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La construccién de los grupos de homologia reducida nos evita el dlgebra que se

present6 al final de la prueba del Teorema 3.18.

Definicién 3.20 Sea (Si,0) el complejo singular de un espacio topolégico X.
Definimos S’,l(X) como el grupo ciclico infinito con generador el simbolo €, y
do : So(X) — S_1(X) dado por dp(3(mex)) = (3. my)e. El complejo singular

aumentado de X es

S’*(X) . HSQ(X)&Sl(X)g;S’O(X)iS,l(X)HO .

Es facil comprobar que Do = 0. Asi, el complejo singular aumentado es de hecho

un complejo con S_1(X) = Z.

Definicion 3.21 Los grupos de homologia reducida de un espacio topoldgi-

co X son

H,(X) = H,(5,(X),d), para todo n > 0.

Antes de continuar con el siguiente teorema hagamos algunas observaciones:
Observacion 3.9 Sea un espacio topoldogico X.

i) Siae So(X) tal que dp(a) =1y
~ 8o =~
0—> ker 9p——= So(X) —=S_1(X)—=0
es exacta, entonces So(X) = ker Oy & (o).
if) Si B; C A; parai = 1,2, entonces (A1 & Az)/(B1 & Ba) = (A1/B1) & (Az/Ba).
La prueba la puede consultar en [4], pag. 37.

El siguiente teorema nos da una forma de relacionar la homologia relativa con la

homologia reducida, esta relacién resulta ser 1til a la hora de hacer calculos.
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Teorema 3.19 Sea un espacio topoldgico X y xg € X. Para todon > 0,

H,(X) = H,(X,xo).

Demostracién. Si n > 1, por definicién H,(X) = H,(X), del Teorema 3.18
tenemos que H,(X) = H, (X, zq). Por tanto H,(X) = H, (X, xo).

Sin =0, el final de S,(X) da una sucesién exacta corta

~ 16)
0 — ker 9y So(X) *0>S_1(X) —0.

Sea a € Sp(X) tal que dp(e) = 1, de la Observacién 3.9i) tenemos que Sp(X) =

ker 9y ® (a), ((o) = Z). Dado que dyd; = 0, entonces By(X) = im d; C ker dy y
So(X) = Zy(X); de la Observacién 3.9ii) tenemos

Hy(X) = So(X)/Bo(X) = (ker Jp ® ())/Bo(X)
>~ (ker 0y/Bo(X)) ®Z = Hy(X) @ Z. (1)

Supongamos que rango Ho(X) = r, entonces rango Ho(X) = r+1. Por el Teorema
3.5ii) X tiene r + 1 componentes por trayectorias. Asi, del Corolario 3.6, se tiene
que rango Ho(X,z0) = r. Por tanto, dado que Ho(X) y Ho(X, o) tienen el mismo
rango se sigue que Ho(X) = Ho(X,zo). (Vea [15], pag. 62.) O

Corolario 3.7 Sea {X) : X\ € A} la familia de componentes por trayectorias de
un espacio topologico X, y sea x) € X, una eleccion de puntos, uno por cada
componente. Si g € X se encuentra en X),, entonces ﬁo(X) es un grupo abeliano
libre con base {cls (xx — x0) : XA # Ao}

Demostracién. De la Observacién 3.9i)
So(X) = ker 50 @ ().

Donde o € Sp(X), con Jp(cr) = 1; elegimos o = xg. Dado que X es una base de
So(X), también {zp} UY es una base de Sp(X), donde Y = {& — 9 : © # o}.
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Aseguramos que Y es una base de ker dy. En efecto, sea z —xg € So(X). Dado que
50(1' —x9) = 0, entonces Y C ker Do, si domx; € So(X) y > m; =0, entonces

Zmil‘i = Zmzxz — (Z mi)l‘o = Zmz(ml — 1‘0).

Por otro lado, observemos que Ho(X) = ker dy/By(X) es un sumando directo de
Ho(X) = So(X)/Bo(X) = (ker 0y + (x0))/Bo(X). Del Teorema 3.5 {cls xy : \ #
Ao} U{cls zp} es una base de Ho(X). Luego {cls (xy —xp) : A # Mo} U{cls o} es
también una base de Hy(X). De aqui que {cls (xy — xo) : A # Ao} es una base de
Hy(X). O

Maés adelante veremos que la homologia reducida tiene otros usos que nos permiten

evitar argumentos algebraicos como en la prueba del Teorema 3.18.

3.3. Escision y el Teorema de Mayer-Vietoris

Si A es un subespacio de X, entonces A denota su clausura y A° denota su interior.

La ultima propiedad fundamental de la homologia singular que vamos a ver en este

capitulo, son los axiomas de escisién. A continuacién presentamos dos versiones.

Los axiomas de escisién nos van a ayudar a establecer una sucesién exacta larga
conocida como, la sucesién de Mayer-Vietoris, tal sucesiéon es indispensable en
el campo de las aplicaciones de la homologia singular, que se describen en el
Capitulo 4.

Escisién I. Suponga que U C A C X son subespacios con U C A°. Entonces la
inclusién i : (X —U,A—U) — (X, A) induce isomorfismos

Ho(X —U,A—U) = Hy(X, A).

para toda n € Z.

Es decir, podemos “cortar” U sin modificar los grupos de homologia relativa.
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Escisién II. Sean X; y X» subespacios de X con X = X;° U X5°. Entonces la
inclusién j : (X1, X1 N Xy) — (X1 U X2, Xo) = (X, X2) induce isomorfismos

Hn(X1,X1 N Xz) = Hn(X, XQ).

para toda n € Z.

Notemos que la Escision 11 se parece al segundo teorema de isomorfismos de grupos
(vea [11], pag. 113).

Teorema 3.20 FEscision I es equivalente a FEscision II.

Demostracién. Supongamos Escision I, y sea X = X7 U X3. Definamos A = X,
y U =X — X;. Aseguramos que U C A°. En efecto, sabemos que X7 C X7, luego
X — X1 C X — X7]. Notemos que X — X7 es cerrado, entonces

U=X-X;CX-X]=(XJUX3)—X{=X5—X] CX5=A°
Por otro lado tenemos que

X-U = X-(X-X1)=X1.
A-U = Xo— (X —X1)=Xon(X — X))°
= XoN (X NXp)°
= XN (X°UX))
= (XoNX9)U(XanXy)
= XoN Xy,

de aqui que (X —U, A—U) = (X1, X1 NX>). Finalmente (X, A) = (X7 UX5, Xo) =

(X1 U Xy, X3), aplicando Escisién I a estos conjuntos se tiene Escisién II.

Supongamos Escisién 1I, y sea U C A°. Definamos Xo = Ay X; = X — U, luego
UcUc A° implicaque X —U D X —U D X — A°. Dado que X — U es abierto,
X —-U=(X-U)°D> X — A°, entonces

XPUXS = (X —U)PUA D (X — A°)UA° = X.
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Finalmente es facil ver que (X1, X1 NX2) = (X —U,A-U)y (X, X2) = (X, A4)

aplicando Escision II se obtiene el resultado. O

Teorema 3.21 (Barratt-Whitehead) Considere el diagrama conmutativo con ren-

glones exactos

An in Bn Pn Cn

NN

y _JIn ;r _4n rAn gy
A g o Al e

en el cual cada tercera funcion vertical hy,, es un isomorfismo. Entonces existe una

sucesion eracta

in, —j dnhnt
. An(nfn)BnGBA;Lgn ]nB;lannAnil

Demostracién. La funcién (i, f,,) estd definida por a, — (inan, fna,) y la fun-
cién g, — j, esta dada por (b, al) — gnb, — jnal,. La prueba se obtiene siguiendo
el diagrama. (Vea [6], pag. 186.) O

Teorema 3.22 (Mayer-Vietoris) Si X1 y Xo son subespacios de X tales que X =
X7 U X3, entonces existe una sucesion exacta

(11,512, ) Gx—Jx
—_—

s Ho (X1 N X)) = H (X)) @ Ha(X2) Ho(X) —2> Hy (X1 N X)) —> -+

con iy,is,q,j inclusiones y D = dh;'q, donde h y q son inclusiones y d es el
morfismo de conexion del par (X1, X1 N X2).
Demostracién. Observemos que el siguiente diagrama de pares de espacios topolégi-
cos conmuta cuando todas las funciones son inclusiones:
(X1 N X, 0) —= (X1,0) —— (X1, X1 N X>)

T

<X27®> j (X, Q)) (X, XQ).
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por el Teorema 3.14, existe un diagrama conmutativo con renglones exactos:

115 P d
e — Hn(Xl ﬂXQ) —_— Hn(Xl) R —— Hn(Xl,Xl ﬁXz) R ——— anl(Xl ﬂXg) _

|- | |- |-

= Ha () — Hp(X) > Hn (X, Xo) ————> Hp 1 (X2) ——— -

De la Escision II se tiene que cada h, es un isomorfismo. Del Teorema 3.21 se

obtiene el resultado. O

Corolario 3.8 (Teorema de Mayer-Vietoris para Homologia Reducida).
Si X1 y Xo son subespacios de X tales que X = XU XS y X1 N Xa # 0, entonces
eriste una sucesion exacta

o ——=H (X1NXy) — > H,(X1) @ Ho(Xo) —> Ho(X) —— H, 1(X1 N X)) —> -

con las funciones inducidas como en el Teorema 3.22. Esta sucesion termina de

la siguiente manera

- ——= Hy(X1) & Ho(X2) — Ho(X) —0.

Demostracién. Tomamos zg € X7 N X3 y seguimos los mismos pasos que en la

demostracién del Teorema 3.22 utilizando el siguiente diagrama

(X1 N Xy, {z0}) — (X1, {z0}) — (X1, X1 N X>)

| | i

(X2,{z0}) (X, {zo0}) (X, X2).

Lema 3.6 Sean X = X7UXJ ei;: X1NXo — X la inclusion para j = 1,2, y sea
cls z € H(X1NXo). Si Hy11(X) =0, entonces cls z =0 si y solo si iy, cls z=0

Y i9x cls z =0.
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Demostracién. Consideremos una parte de la sucesion de Mayer-Vietoris

(i1*7i2*)

> Hp 1 (X)) —— Hp (X1 N Xo) 2 H, (X)) @ Hy(X5)

Dado que Hy4+1(X) = 0, la funcién (i1, i2.) es inyectiva. Entonces cls z = 0 si y
s6lo si i, cls z =0 en Hyp(X1) y d2« cls z =0 en Hy(X2). O

Lema 3.7 Suponga que X = X7UXS5. Entonces cada n-ciclo z en X es andlogo a
un ciclo de la forma v1 + 72, donde v; € Sy (X;), i=1,2. Mds ain, si D : H,(X) —
H,_1(X1 N X3) es el morfismo de conexion en la sucesion de Mayer-Vietoris,
entonces

D(cls z) = D(cls(y1 +72)) = cls (0m).

Demostracién. Consideremos el siguiente diagrama

Sn(Xl)/Sn(Xl M XQ)
e
Sn(X) —E S, (X1) + Sn(X2)/Sn (X, )

donde g manda 7 + 72 a su clase lateral médulo S,,(X2), y hy es el isomorfismo
del segundo teorema de isomorfismos de grupos (vea [11], pag. 113), entonces h;#l
manda vy, + v2 + Sp(X2) a 11 + Sp (X1 N X2), luego

D(cls(mi+72)) = dhi'qu(cls(n +12))
= dhy (71 + 72 + Su(X2))
= d(n + Sp(X1 N X2)),

donde d es el morfismo de conexion de la sucesién exacta
0—— So(X1 N Xa) —= S, (X71) —2E> S.(X1)/S (X1 N X2) —0 .

Como d = 2;18];1, entonces jx eleva v + S, (X1 N X2) a 71, mientras que la
frontera lo baja un nivel a 9v1, y por medio de z;l consideramos a 0y en X1 N Xo.
Entonces D (cls(y1 + 72)) = cls(01), en Hy,—1(X1 N X2). O
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Capitulo 4
Aplicaciones

El propésito de este capitulo es aplicar los argumentos vistos en los capitulos
anteriores de las teorias de homotopia y homologia singular, a diversos espacios

topolodgicos.

Observemos que es facil asociar una interpretacién geométrica a los grupos de ho-
motopia. Sin embargo, por lo general determinarlos no suele ser igual de sencillo.
Con los grupos de homologia singular sucede lo contrario, es decir, son general-
mente mucho mas faciles de calcular, pero mas complicado de interpretarlos geo-
métricamente. De aqui que existen mas aplicaciones de la teoria de homologia

singular que de la teoria de homotopia.

Es importante destacar que la teoria de homotopia tiene aplicaciones en otros cam-
pos de la matematica. Por ejemplo, en la teoria de nudos (vea [2], pag. 457), teoria
de grafos (vea, [13], pag. 215 ), en fisica (vea [3], pag. 19). Desafortunadamente
tales aplicaciones requieren conocer mas del area en la que se aplique la teoria de

homotopia.

La estructura del presente capitulo es la siguiente. Mostramos algunas técnicas uti-
lizadas para determinar grupos de homotopia, es decir, hacemos uso de resultados
del Capitulo 2. Posteriormente calculamos los grupos de homologia singular para la
n-esfera, y resolvemos algunos problemas de homeomorfismos. Por tdltimo, se prue-

ban teoremas para espacios euclideanos, utilizando herramientas de la Topologia
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Algebraica. Los teoremas que se prueban en esta parte son: Teorema del Punto Fi-
jo de Brouwer (Teorema 4.10), Teorema Fundamental del Algebra (Teorema 4.11),
Teorema de la Bola Peluda (Teorema 4.17), Teorema de Borsuk-Ulam (Corolario
4.4), Teorema de Lusternik-Schnirelmann (Corolario 4.5), Teorema de Separacién
de Jordan-Brouwer (Teorema 4.24) y Teorema de Invarianza del Dominio (Teorema
4.25).

4.1. Calculo del grupo fundamental de algunos espa-
cios topologicos

En esta seccién presentamos algunos ejemplos de como determinar el grupo fun-

damental de un espacio topolégico X.

Figura 4.1:

a) m(C—{0}) = Z.

Del Ejemplo 2.2, S! es retracto de deformacién de C — {0}. Por el Teorema
2.6, S y C—{0} tienen el mismo tipo de homotopia. Por tltimo, del Teorema
2.18 71 (C — {0}) =2 m (St ¢ Z.

b) Si Y es contraible y X = Y x S!, del Teorema 2.17 tenemos que m1(X) =
m(Y) x m1(St) =2 71 (S') =2 Z. En particular si Y = D? y X = D? x S!, es

decir, se tiene un toro sélido (ver Figura 4.1a)). Luego m1(X) = Z.

c) SiT? = S'xS!, del Teorema 2.17 tenemos que 7 (T?) = w1 (S!) x 71 (SY) =2 ZxZ.
Es decir, Z x Z es el grupo fundamental del toro. (Vea Figura 4.1b).)
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d) Si M es la banda de Mobius, (Figura 4.1¢)) entonces 71 (M) = Z. El lazo ecua-
torial, Ac(t) = ¢(t,1/2), donde g : I x I — M es la identificacién candnica,
dada por ¢(t,s) =1 — t, representa a un generador de 71 (M). (Vea [2], pag.
392.)

Los ejemplos anteriores son sélo una pequena muestra de la gran cantidad de
espacios topoldgicos que estan relacionados con la circunferencia tales como el

cilindro, cono, etc.

4.2. Aplicaciones del Teorema de Seifert y Van Kam-

pen

En esta seccién se determinan grupos fundamentales de diversas construcciones en

espacios topoldgicos, mediante el teorema de Seifert Van y Kampen.

Recordemos los resultados de la Seccion 2.5.3.

Teorema 4.1 El grupo fundamental de una cuiia de k copias del circulo, S%\/- -V
Sk, es libre generado por los elementos oy ...,y € 1 (S{ V-V Sk, xo), donde xg
es el punto base de la cuna proveniente de 1 € SZ1 y la clase a; estd representada

por el lazo candnico \; : I — S} — Stv ...V SL \(t) = 2™ € SL. Por lo tanto,

(St - VST, 20) 2 xZ;, con Z; 2 Z parai=1,... k.

Demostracién. La prueba se hace por induccién sobre k. Sea X = Si Vv Sk
consideremos X1 = S}V (S3—{-1}) y Xo = (S} — {—1}) VS}, es claro que X, X; y
X satisfacen las hipétesis del teorema de Seifert y Van Kampen. Ademas, X1 M Xo
es homeomorfo a una cruz abierta (R x {0} U{0} x R), por tanto contraible. Luego
X1 N Xy es simplemente conexo. Observemos que S% y X7 son del mismo tipo de
homotopia al igual que S} y Xo. Del Teorema 2.18 se tiene que Z = m(Si, zq) =
m1(X1,20) ¥ Z = 1 (S3, 20) = 71 (X2, 70). Del Corolario 2.6b) tenemos 1 (Si, 1) *

71(S3,1) = 71 (SIS, 20). Més atin, las clases a1 y ag provienen de los generadores
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canénicos de 71(S}, 1) y 71(S3, 1), entonces tales clases son los generadores de

71 (St V SY, 29) como grupo libre. Por tanto, 71 (St V St, z¢) es isomorfo a Z * Z.

Supongamos que para una cufia de k — 1 copias de S' el resultado se cumple.

Sean
X1 =S{V--- VS, V(S —{1}),
el cual es homotépicamente equivalente, via inclusion, a S% VeV S,lc_l y
Xp = (S} —{~1}) V-V (S}, — {-1}) v SL,

que, también via la inclusién, es homotdépicamente equivalente a Si. Ya que X1NX3
es homeomorfo a una estrella abierta de 2k picos, entonces X1 N X5 es contraible

y, por el Corolario 2.6b),
i (Stv .- St | @) * i (Sh, 1) 2w (SHv -+ Vv SE o).

Anélogamente al caso k = 2, los generadores de (S} V --- VS}, zy) como grupo

libre son ay,...,a. Por tanto el teorema se cumple. O

Definicion 4.1 Sir € Z y r > 0, una r-célula cerrada o r-célula e, es una

copia homeomorfa de I". En particular eq es un punto.

Otro caso importante en el que se aplica el teorema de Seifert y Van Kampen es

en la adjuncién de células a un espacio topolégico.

El proceso de adjuntar un espacio X a un espacio Y por medio de una funcién f
tiene gran importancia en la topologia moderna, ya que permite construir nuevos

espacios topoldgicos.

La unién libre X UY de espacios disjuntos X,Y es el conjunto X UY con la
topologia generada por los abiertos dados de la siguiente forma: U C X UY es
abierto si y s6lo si U N X es abierto en X y UNY es abierto en Y. (Vea [10], pag.
127).
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Definicion 4.2 Sean X y Y dos espacios disjuntos, A C X cerradoy f: A—Y
funcion continua. Consideremos en X LY, la relacion de equivalencia R dada
por a ~ f(a) para cada a € A. El espacio cociente X UY/R se le conoce como
X adjunto a Y por fy se denota por X Uy Y; f es denominada la funcion

adjuncion.

Consideremos una funcién sobreyectiva f y la inclusién ¢ como se ilustra en el

f

L

diagrama D" ogn—1 Y. El espacio de adjuncién resultante X Uy D™ se
dice que se obtiene de adjuntar una célula de dimensién n al espacio X. A este

espacio se le denota como X Uy ey.

Teorema 4.2 Sea Y un espacio topoldgico y X =Y Uy ey, donde f : S,
es la funcion adjuncion. Si xg es el punto en X que proviene de 0 € D™ C Y LI D"
al hacer la identificacion, entonces Y es un retracto de deformacion de X — {x¢}
(vea Definicion 2.3).

Demostracién. Vea [2], pag. 364. O

El siguiente teorema nos muestra que las clases de homotopia de un espacio
topolégico no se ven afectadas si se le adjunta una n-célula por medio de una

aplicacién continua siempre y cuando esa n-célula cumpla que n > 3.

Teorema 4.3 Sea Y un espacio topoldgico y f : S"™' — Y continua y sobreyectiva
paran > 3. Siyy € Y, entonces la inclusion candnica i :Y — Y Uy e, induce un

isomorfismo

T 71'1(1/, yo) iﬂl(y Uf €n7y0>'

Demostracién. Sea X = Y Usre, y ¢ : D"UY — X la identificacién. Los
subespacios X; = ¢((D™ — {0}) LUY) y Xo = ¢(D™°) claramente son abiertos;
de los Teoremas 4.2 y 2.6, la inclusién canénica Y — X; es una equivalencia

homotépica. Asi, del Teorema 2.18 se tiene que w1 (Y, y0) = m1(X1,%0). Notemos
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que X es contraible. Aseguramos que X1N X9 ~ D"°—{0} es simplemente conexo.
En efecto, X1 N X5 ~ D" —{0} el cual es del mismo tipo de homotopia de la esfera
S*~1, pero S" ! es simplemente conexo, pues todo lazo en S* ! es nulo homotépico
para n > 3. Por tanto, las hipdtesis del Corolario 2.6¢c) se cumplen, es decir, si
xg € X1 N Xg la inclusién X; — X induce un isomorfismo entre m (X1, zg) y
1 (X, x0).

Sea w una trayectoria en X1, de xg a yg, entonces el morfismo de grupos inducido
por la inclusién iy : m1(Y,y0) — 71(X,y0) se descompone como en el diagrama

conmutativo

(Y, y0) —— 71 (X, y0)

i~

7T1(X17?J0) = Po

prl“‘

7T1(X17$0) i> 7T1(X7 .Cl?(]),

donde los isomorfismos sin nombre estan inducidos por inclusiones y ¢, es el
isomorfismo del Teorema 2.15, en X; y en X segun el caso. Por lo tanto i, es un

isomorfismo. O

Fl siguiente teorema nos muestra qué sucede en caso de adjuntar una 2-célula a

un espacio topolégico.

Teorema 4.4 Sea Y espacio topoldgicoy f : St — Y continua. Si Apil —Y esel
lazo tal que \¢(t) = f(e™) yw es una trayectoria en'Y, de yo a f(1), entonces la
inclusion i : Y — YUyes induce un epimorfismo iy : m (Y, yo) — m1(Y'Upea, yo) y el
kernel es el subgrupo normal generado por el elemento oy = [w)\fwfl] e m (Y, y0)-

Por lo tanto
(Y Us e, 90) = m1(Y, 90)/Na,
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Y YU, e

Figura 4.2: Adjuncién de una 2-célula, es a un espacio topolégico Y.

Antes de presentar la demostracion, observemos que. El grupo Ny, no depende de
la trayectoria w; a saber, el lazo iy = wA fw_l que rodea la célula es contraible en
Y Uy ea, ya que se puede contraer por encima de la célula. Se dice que el elemento
ay € m(Y,y0) se mata al pegar la 2-célula a través de f. En la Figura 4.2 se ilustra

lo que se acaba de describir.

Demostracién. Utilizando la misma notacién de la demostracion del Teorema
4.3, tenemos que la inclusiéon canénica Y — X; es una equivalencia homotépica, y
X5 es contrafble; mds atn, X; N Xy = D?° — {0} es del mismo tipo de homotopia
de S, entonces X; N X5 no es simplemente conexo. Del Corolario 2.6a) la inclusién
X1 — X induce un epimorfismo en el grupo fundamental, con ello, i, : 71 (Y, yp) —

m1(X, o) es un epimorfismo.

Por otro lado, el lazo /\} : I — X, tal que Xf(t) = q(%e%“

), que de hecho esta en
X1 N Xy, es tal que genera m1 (X1 N Xo, z9) = Z. Supongamos que zg = ¢(0) = ¢(1)
y dado que X5 es un retracto de deformacion de Y, entonces existe r : ¥ — Xo,
tal que deforma )‘/f en Ay, es decir, ro )‘/f = As. Del Corolario 2.6a) se tiene que, si
7 : X1 — X es la inclusién, entonces ker j, estd generado como subgrupo normal
por el elemento [X]. Si i, : m(Y, f(1)) — mi(X, f(1)) es el morfismo de grupos
inducido por la inclusién, entonces ker 7., estd generado como subgrupo normal
por [Af]. De manera anéloga a la demostracién anterior, es decir, construyendo un
diagrama similar tenemos que ker ¢, estd generado por ay, para i, : m(Y,y0) —

7m1(X, yo). Con todo se tiene el resultado. O
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Con estos resultados podemos hacer algunos célculos interesantes. Para eso, reque-

rimos de lo siguiente.

Definicién 4.3 Sea RP" = {{z,—z}|z € S"}, y 7 : S” — RP" dada por n(z) =
{z,—x}. El conjunto RP"™ con la topologia cociente respecto a la funcion w se llama

el n-espacio proyectivo real.

Ejemplo 4.1

a) Sea X = S! U ey, para cada entero k > 1, donde la 2-célula se adjunta por
medio de la aplicacién g, : S' — S' de grado k, dada por gi(() = ¢F. Si
[1] € m1(St, 1) es el generador candnico, entonces del Teorema 4.4 tenemos
que 71 (Xg, 1) & m1(SY, 1) /Ny, donde oy, = [whgw™t] € m(SH1) y Ay, es
como en el Teorema 4.4. Dado que N, no depende de la trayectoria cerrada
w, entonces oy, = [Ny, ]. Como w1(S, 1) es ciclico y Ay, es de grado k, se tiene
que o, = a’f € m(SY 1), es decir, oy es la k-ésima potencia del generador
canonico. Por tanto

1 ( Xk, 1) 2 Z/KZ,

es decir, este grupo fundamental es ciclico de orden k. (Vea [2], pdg. 348.)

b) La construccion de a) para k = 2 se obtiene Xy = RP?, es decir, el plano

proyectivo. Por lo tanto,

71 (RP?) = 7,/27.

Otra aplicacién del Teorema de Seifert y Van Kampen, consiste en determinar los
grupos fundamentales de una variedad compacta de dimensién 2 (vea [13], pag.
33). Aunque es interesante tal aplicacién, sélo vamos a describirla a grandes ras-
gos, ya que requiere de algunas definiciones como suma conexa y presentacion
poligonal de una superficie, las cuales no se mencionan en esta tesis, pues no

es el objetivo estudiar tales conceptos. Sin embargo, suma conexa y presentacion
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poligonal de una superficie, se puede consultar en [13], pag. 130 y [13], pag. 126,

respectivamente.

Una variedad de dimensién 2 es una superficie S. El siguiente teorema nos des-

cribe cémo son estas superficies.

Teorema 4.5 Toda superficie compacta, S, es homeomorfa a una de las superfi-

cies siguientes.

i) La esfera, S?.
ii) Una suma conexa de toros, T?# - - - #T7?

iii) Una suma conexa de 2-espacios proyectivos reales, RP?4 . . . #RP?.

Para mejor referencia vea [13], pdg. 138.

Teorema 4.6 Sea M wuna variedad de dimension 2 determinada por una pre-
sentacion poligonal de una superficie, (ai---a, |W), con una cara, en la cual
todos los vértices estdn identificados con un sélo punto. Entonces m (M) tiene la

presentacion {(aj -« - a, |W).

En la demostracién del Teorema 4.6 se aplica el teorema de Seifert y Van Kampen,
vea [13], pag. 218.

De los Teoremas 4.6 y 4.5, tenemos la siguiente presentacién (vea Seccién 1.2) para

grupos fundamentales de las siguientes superficies compactas. (Vea [13], pag. 219.)
i) m(S?) 0.
ii) m (T #T%) = (B B Yol BBt BByt = 1),

if) m (RP2#% ... #RP2) 2 (8, Bs,..., Bl G263 ... B2 = 1),
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4.3. Aplicaciones de los grupos de Homotopia de di-

mensiones superiores

Dada la dificultad para determinar los grupos de homotopia de orden superior,

presentamos algunos resultados conocidos. Vea [21], pag. 36.
Teorema 4.7

i) mn(S¥) = 11 (SFFY), sin, k> 1.

ii) m,(S*) =0, sin <k.

iii) m(S*) =0, si k> 1.

iv) m,(S") 2 Z, sin > 1.

En la siguiente tabla mostramos algunos calculos de los grupos m;(S™) que se han
hecho, observemos que en ella estdn incluidos ii)-iv) del Teorema 4.7. (Vea [1],
pag. 339.)

m(S") | n=1|n=2 n=3 n=4 n=5|n=6|n=7|n=2_8
1=1 | Z 0 0 0 0 0 0 0
1=2 |0 Z 0 0 0 0 0 0
1= 0 Z Z 0 0 0 0 0
i= 0 Lo Lo Z 0 0 0 0
i= 0 Lo Ly Zo Z 0 0 0
1= 0 VAL Z12 Zo Zo Z 0 0
1=T7 |0 Zo Zo Z xZho | Zo Zo Z 0
1= 0 Zo Zo Lo X Lo | Zoy Zo Zo Z
1= 0 Zs Zs3 Lo X Ly | Zo Ziga Zo Zo
i=101{0 Z1s Z1s Loy X Ls | Lo 0 Zoa Ly
i=1110 Zs Zs Zas 7, |z 0 o
i=12 10 Doy X Ty | Zo x g | Zo Zao | Zo |0 0
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Definicion 4.4 Sean X y E espacios topoldgicos y, sea p : E — X continua
y sobreyectiva. Se dice que p es una proyeccion recubridora y que E es un
espacio recubridor de X si para todo x € X, existe una vecindad U(x) con
p Y U(x)) = U va donde v, son abiertos disjuntos en E tales que pl,, : Vo — U(x)

son homeomorfismos.

Teorema 4.8 Sean E y X espacios topoldgicos. Sip : (E,eq) — (X, x0) es una

proyeccion recubridora, entonces
(Ps)n : m(E, e0) — T (X, z0).

es un isomorfismo para todo n > 2.

Demostracién. (vea [1], pag. 342).

Existen algunos resultados como el Teorema 4.8 que ayudan mucho a la hora
de determinar grupos de homotopia de dimensiones superiores. A continuacién

mostramos dos ejemplos.

1) 7, (RP™) = 7, (S™), para todo n > 2 y todo m. En efecto, sélo basta tomar
la identificacién 7 : S™ — RP™ de la Definicién 4.3 y mostrar que es una
proyeccién recubridora de hecho la prueba se puede consultar en [14], pag.
372.

2) 7,(S') = 0 para n > 2. Para esto se toma la proyeccién recubridora 7 : R — S!

tal que t — e y aplicamos el Teorema 4.8.

4.4. Homologia de la esfera y algunas aplicaciones

A continuacién presentamos ejemplos de como determinar grupos de homologia sin-
gular, pero lo mas importante de esta seccion, es mostrar como trabaja la Topologia
Algebraica a la hora de clasificar espacios topolégicos, es decir, ejemplos relaciona-

dos con homeomorfismos.
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Teorema 4.9 Sea S™ la n-esfera, donden € Z yn > 0.

i) Sin =0, entonces

7Z®7Z sip=20
0 st p > 0.

Hp(Sn) = {

ii) Sin >0, entonces

Z sip=0op=mn

H,(S") =
oS { 0 otra forma.

Demostracién. Observemos que de la ecuacién (1) del Teorema 3.19, Ho(X) =
I;TO(X ) @ Z y por el Teorema 3.16 tenemos que i) y ii) se pueden expresar en

términos de homologia reducida por

fI(S”)— Z sip=n
P 1o si p # n.

Entonces vamos a probar el resultado en términos de homologia reducida.

Hagamos induccién sobre n > 0 para probar que I:Ip(S") es como se asegura para
todo p > 0.

Para n = 0, del Teorema 3.19 tenemos que ﬁp(SO) >~ H,(S° 1), luego por los Teore-
mas 3.17 y 3.16, se tiene que H,(S°, 1) = H,({—1},0)+H,({1},1) = H,({-1},0) =
H,({—1}). Por tanto del Ejemplo 3.2 y del Teorema 3.3 se deduce que

- Z sip=0
HP(SO)_{ 0 sip#0

Supongamos n > 0. Sean a y b los polos norte y sur de S”, respectivamente. Sea
X1 =8S"—{a} y Xo =S™ — {b}. Observemos que S” = X7 U X3. Més atn, X; y
X9 son contraibles y X N X9 = S™ — {a, b} tiene el mismo tipo de homotopia del

ecuador S" 1.

Aplicando la sucesiéon de Mayer-Vietoris para homologia reducida, obtenemos la

siguiente sucesién exacta

Hy(X1) & Hp(Xy) —= Hy(S") —= Hy 1 (X1 N Xp) —= H, 1(X1) @ Hp_1(X3).
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Dado que X7 y X5 son contraibles se tiene que
Hy(X1) © Hy(Xo) = 0= Hy-1(X1) ® Hy-1(X2).

De la Observacién 3.6¢) y Corolario 3.3 se tiene que

H,(S") = Hy 1 (X1 1 Xa) = H, 1 (8",

Por induccién si p — 1 = n — 1, entonces ﬁp_l(Spfl) = Z y 0 de otra forma. Por

tanto si p = n, entonces H,(S™) = Z y 0 de otra forma. O

En la prueba anterior se aprecia el valor de la homologia reducida, ya que sin
homologia reducida, el paso inductivo deberia ser dividido en dos casos: p—1 >0
y p —1 = 0 lo que requiere un argumento extra que involucra grupos abelianos

libres.

Ahora presentamos algunos resultados en donde la Topologia Algebraica sirve para

demostrar que dos espacios topolégicos que no son homeomorfos.

Corolario 4.1 Si m # n, entonces S™ y S™ no son homeomorfos. De hecho no

tienen el mismo tipo de homotopia.

Demostracién. Supongamos que S” y S™ son homeomorfos, entonces tienen el
Y

mismo tipo de homotopia, por el Corolario 3.3 se tiene que Hy(S") = H,(S™) para

todo p, esto contradice el Teorema 4.9. O

Corolario 4.2 Sim # n, entonces R™ y R™ no son homeomorfos.

Demostraciéon. Supongamos que existe un homeomorfismo f : R™ — R™. Sea
xo € R™, existe un homeomorfismo entre R™ —{zo} y R"—{ f(x0)}, pero R"™ —{xo}
tiene el mismo tipo de homotopia que S™~!. Andlogamente R™ — {z(} tiene el

mismo tipo de homotopia que S*~!, esto contradice el Corolario 4.1. |
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Corolario 4.3 Sin > 0, entonces S™ no es contraible.

Demostracién. Supongamos que S™ es contraible, entonces del Teorema 2.4, S™
tiene el mismo tipo de homotopia de un punto, luego del Corolario 3.3, H,(S") =
H,({x0}) lo cual contradice el Teorema 4.9. O

Otra de las aplicaciones importantes de la teoria de Homologia singular es una

prueba simple y corta del teorema del punto fijo de Brouwer.

Observemos que D" *! es contraible, luego del Corolario 3.4 se tiene H, (D"!) =0

para n > 1, también sabemos que H,(S") # 0 para todo n > 0.

Definicion 4.5 Sean Y espacio topoldgico y X subespacio de Y. Decimos que X
es un retracto de Y, si existe una funcion continua r :Y — X con r(z) = x

para todo x € X. A la funcion r se le llama retracto.
Lema 4.1 Sin € Z yn > 0, entonces S® no es un retracto de D",

Demostracién. Sea n € Z. Para n = 0. Dada la conexidad de D' el resultado se
cumple trivialmente.

Probemos el resultado para n > 0. Supongamos que existe un retracto r : D! —
S™; entonces existe un diagrama conmutativo de espacios topoldgicos y funciones
continuas, que a su vez induce un diagrama conmutativo de morfismos de grupos

como se muestra a continuacion.

Dn+1 Hn(Dn—H)
r Hy(r
ZT \ H"(i)T (r)
S s ) ey S

Dado que H,(D"!) =0, se sigue que 1y, n) = Hy(r) 0 Hy(i) = 0. Por otro lado
L, (sn) es la identidad sobre H,(S") # 0, entonces 1p, (sn) # 0. De aqui que no

existe el retracto r. O
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Definicion 4.6 Sea X espacio topologico y f : X — X wuna funcion continua.

Decimos que f tiene un punto fijo si existe algin x € X, tal que f(x) = x.

Teorema 4.10 (Teorema del punto fijo de Brouwer.) Si f : D™ — D™ es una

funcion continua, entonces f tiene un punto fijo.

r(x)

Demostracién. Sea f : D" — D" es una funciéon continua. Supongamos que
f(x) # z para todo x € D™. Definimos 7 : D" — S"~ ! por r(x) = (1—t) f(z)+tz =
f(z) + t(x — f(z)), para algin ¢ > 0. Més ain, podemos mostrar explicitamente
lat. Seab = f(x) y a =2~ f(x), dado que ||b + ta|* = 1, se tiene que 1 =
(b+ta,b+ta) = ||b]|* + 2t{a,b) + t*||a]|?, luego

b+l 0P TP - o) "

Observemos que b € D™, tenemos 1 — [|b]|> > 0. Por tanto, todo lo que est4 dentro

de la raiz cuadrada en la ecuacién (1) es positivo.

Por otro lado,

(a,b) < [{a,0)| < \/(a,0)* + [lal[2(1 — [[b]?). (2)
De la ecuacién (2) se tiene que,

—({a,b) + v/{a, b)? + [la]> (1 — [[b]]?)
lall®

t =

> 0.

Dada la forma en como estd expresada t, es claro que r es continua.

Més atin, sea z € S*~ ! entonces 1 = ||z||? = ||z + f(z) — f(2)]|*> = ||a +b||*>. Luego
t=1. Asf, r(x) = (1 = 1)f(z) + 1 -2 = x para todo z € S"~!. De aqui que S"~!
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es un retracto de D™, contradiciendo el Lema 4.1. Por tanto existe x € D™ tal que
f(z) ==. O

4.5. Aplicaciones sobre los espacios Euclideanos

En esta seccién vamos a resolver algunos problemas que estaban fuera de nuestro
alcance al inicio de la tesis. Los métodos de los capitulos anteriores son suficiente-

mente poderosos para demostrar algunos teoremas para espacios euclideanos.

Recordemos que si h : Z — Z es un morfismo de grupos, entonces h es multiplo de

algun entero m, es decir, h(n) = mn para todo n € Z, de hecho m = h(1).

Definicién 4.7 Una funcion continua f : S" — S™ (donde n € Z y n > 0) tiene
grado m € Z, denotado por d(f) =m, si f. : Hy(S™) — H,(S™) es multiplo de m.

Lema 4.2 Sean f,g:S"™ — S™ funciones continuas, paran € Z yn > 0.
i) d(go f)=d(g)d(f)-

iii) Si f es constante, entonces d(f) = 0.

iv) Si f ~ g, entonces d(f) = d(g).

v) Si f es una equivalencia homotdpica, entonces d(f) = +1.

Demostracién. Sea cls z € Hy,(S").

i) Supongamos que d(f) =n y d(g) = m, entonces
(go f«lclsz) = g o fu(clsz) = gu(cls f(2)) = g«(nclsz) = nclsg(z) = nmels z.

Por tanto d(g o f) = d(g)d(f).

ii) 1, (sn)(cls 2) = cls z, luego d(1gn) = 1.
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iii) Consideremos las funciones continuas g y h como se ilustran en el diagrama
conmutativo a), al aplicar el funtor de homologia singular al diagrama a) obtenemos

el diagrama b).

Asi, fi(clsz) = g« o hi(cls z) = g«(0) = 0. Por tanto d(f) = 0.

iv) Dado que f ~ g, del Teorema 3.8 se tiene que H,(f) = Hy,(g). Por tanto f y
g tienen el mismo grado.

v) Como f es una equivalencia homotdpica, entonces existe g : S” — S" tal que
fog ~ lgn de i) y ii) se tiene que d(f)d(g) = 1, luego d(f) = d(g) = 1 o
d(f) =d(g) = —1. Por tanto d(f) = +1. O

Los grados van a ser de gran utilidad para demostrar algunos teoremas.

Uno de los ejemplos més simples donde podemos aplicar el Lema 4.2 es para dar
otra prueba de que S™ no es contraible. En efecto, supongamos que 1lsn =~ c,
donde ¢ : S" — S", es alguna funcién constante, luego del Lema 4.2 se tiene que
1 = d(1gn) = d(c) = 0, lo cual es una contradiccién, por tanto S™ no puede ser

contraible.

A continuacién presentamos una prueba del teorema fundamental del dlgebra uti-

lizando herramientas de la Topologia Algebraica.

Teorema 4.11 (Teorema Fundamental del Algebm)

Todo polinomio complejo no constante tiene un cero en C. Es decir, si f(z) =
ag+ a1zt + a4+ Fan_12" 142", n >0, ap,a1,...,an—1 € C, entonces existe
2o € C, tal que f(z0) = 0.
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Demostracién. Supongamos que para todo zg € C, f(zp) # 0, entonces f deter-
mina una funcién f : C — C—{0}. Si tomamos u = |ag|+|ai|+- - +|an—1|+1y 2z €

S!, entonces

F(2) = 12" = Jag + arpz + ap®® + -+ ag_ap" 2 4 g —

= |ap+aipz+---+ an_l,unflzn’l\

< Jaol + laalp+ -+ 4 Jan—1|p"
< " Hlaol + lar] + -+ + |an—1])
< M p-1) =4t —p

< u"

= w2

Por lo tanto, f(uz) yace en el interior del circulo con centro en 2" y radio |u"2"|,

por lo que el segmento que une f(uz), con p"z" no contiene al origen.

De este modo H(z,t) = (1 —t)f(uz) + tu"2" determina una homotopia H : S! x
I — C — {0}, que empieza con la funcién f(uz) y termina con la funcién p"z".
Consideremos la homotopia G : St x I — C — {0} dada por G(z,t) = f((1 —t)uz).
De aqui que f(uz) es nulo homotépica. Por transitividad p™z" también es nulo
homotépica, por lo que al componerla con la funcién r : C — {0} — S! definida
por r(z) = z/||z|| (vea Ejemplo 2.2) obtenemos que la funcién h = r o p"z", dada
por h(z) = z" es nulo homotdpica, es decir, el grado de h es 0, lo cual contradice

la Observacién 2.1. Por tanto existe zg € C, tal que f(zp) = 0. O

El grado de una funcién facilita obtener un generador de Hy(S!).

Teorema 4.12 Sean x = (—1,0), y = (1,0) € St, o la trayectoria norte en S* de
y a x y T la trayectoria sur en S' de x a y. Entonces o + 7 es un 1-ciclo en S

cuya clase de homologia genera a Hy(SY).
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Figura 4.3:

Demostraciéon. Probemos que o + 7 es un 1-ciclo
N(o+71) = hio)+h(n)=(@@—-y)+y—z)=0

Mostremos que la clase de homologfa de o+ genera a Hy(S'). Seann = (0,1) y s =
(0, —1) el polo norte y sur, respectivamente. Sean X; = S! — {n} y Xo = S! — {s}.
Tenemos que S! = X7 U X3, ademés cada X; es contraible y X1 N Xy = St — {n, s}
consiste de dos arcos abiertos disjuntos L y R con x € L y y € R como se ilustra

en la Figura 4.3.

Dado que se cumplen las condiciones del teorema de Mayer-Vietoris para homologia

reducida (vea Teorema 3.8), tenemos la siguiente sucesién exacta.
~ ~ ~ D ~ ~ ~
Hl(Xl) & Hl(XQ) —— Hl(Sl) —_— Ho(X1 N XQ) E—— HQ(Xl) D H1(X2)

Los extremos de la sucesién anterior claramente son cero pues los X; son con-
traibles, de donde D es un isomorfismo. Por otro lado, X; N X9 = L U R. Luego
el Corolario 3.7 dice que a Hy(X; N Xo) lo genera cls (z — y). Por el Lema 3.7
tenemos que

Decls (04 71) =cls (0o) = cls (x — y).

Se sigue que cls (o + 7) genera a H(S') = H;(S!). O
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Definicién 4.8 Si x = (x1,22,...,Znt+1) € S™, paran € Z y n > 0 su antipoda
es —x = (—x1,—Z2,...,—Tpt+1). La funcion antipoda a™ : S — S™ estd definida

POT X > —X.
Observemos que la distancia de x a —x es 2, la cual es el didmetro de S™.

Observacion 4.1 Sean X yY espacios topologicos. Supongamos que X = X7UX3
yY =YPUY?. Sea f: X — Y continua con f(X;) CY; parai=1,2, entonces el

stguiente diagrama conmuta

Hp(X) —2> Hy_1 (X1 N Xs)

f*l lg*

Hn(Y) — n—1(Y1 N YQ).

D’

Donde g es la restriccion de f y D,D’ son los morfismos de conexion en la sucesion

de Mayer-Vietoris.

Para la prueba de la Observacién 4.1 vea [15], pag. 109.

Teorema 4.13 Sin € Z yn > 1, entonces la funcion antipoda a™ : S* — S™ tiene
grado (—1)"*1,

Demostraciéon. Primero demostraremos que la funcién f : S — S™ dada por
flx1,...,xne1) = (—21,22,...,Tp+1) tiene grado —1. La prueba es por induccién

sobre n.
Para n=1,
Consideremos los siguientes conjuntos X; = St — {(0,1)} y X5 = St — {(0,-1)}.

Por la Observacion 4.1 tenemos el siguiente diagrama conmutativo.

Hi(SY) —2> Ho(X; N X,)

| lg*

Hl(Sl) D; H0<X1mX2)7
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donde g es la restriccion de f. Si extendemos las sucesiones de Mayer-Vietoris en el
diagrama anterior podemos deducir que D es inyectiva pues Hy(X1)® H1(X2) = 0.
Por el Teorema 4.12 se tiene que cls (o + 7) es un generador de Hi(S'), y por el
Lema 3.7 D(cls (o0 + 1)) = cls (0o) = cls (x — y). Del diagrama conmutativo se

tiene que

D(fi(els (0 +7))) = g.(D(cls (0 +7))) = g«(cls (x —y)) = cls (9(z) — g(y))
= cs(y—x)=—D(cls (6 + 1)) = D(cls (—(o + 7))).

Ast, D(f«(cls (6 +71))) = D(cls (—(0 + 7))) y dado que D es inyectiva, entonces
fulels (64 7)) = —cls (0 + 7). De aqui que d(f) = —1.

Supongamos que n > 2. Sean X; = S"—{(0,0,...,1)} y Xo =S"—{(0,0,...,—-1)},
ei:S" ! — X;N Xy la inclusién del ecuador. Dado que S*~! es un retracto de
deformacién de X; N X, se sigue que i, : H,_1(S*™!) — H,_1(X; N X3) es
un isomorfismo. Si f  es la restriccién de f a S"!, existe el siguiente diagrama

conmutativo.

Ho(S™) —2> Hy_y (X1 0 Xo) <2 H,_ (S,

f*g | |

Hy Sn) D n—l(Xl N XQ) T Hn_l(Snfl)

Si extendemos la sucesién de Mayer-Vietoris en el diagrama anterior y dado que
n > 2, entonces D es un isomorfismo, pues las sumas directas en la sucesién de
Mayer-Vietoris son cero. Esto se debe a que X; y X5 son contraibles. De aqui que
podamos escribir f, = D7 li,fli7'D. Por hipétesis de induccién sabemos que
d(f") = —1. Por tanto d(f) = —1.

Por otro lado, si f; : S* — S™ esta dada por
fi(ml,...,xi,...,acn+1) = (xl,...,—xi,...,xnﬂ)

yv h:S"™ — S™ es el homeomorfismo de S™ que intercambia la primera y la i-ésima

coordenada, entonces f; = hfh, luego

d(fi) = d(hfh) = (d(h))*d(f) = (d(h))*(-1).
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Dado que h es homeomorfismo, en particular equivalencia homotépica. Del Lema
4.2v), tenemos que d(h) = £1. De aqui que d(f;) = —1.

Finalmente, podemos observar que a™ = ffa--- fny1, entonces d(a”) = (—1)"+1.
Il

Teorema 4.14

i) Si f:S" — S™ es continua y no tiene puntos fijos, entonces f es homotdpica a

la funcién antipoda a™.

ii) Sig:S™ — S" es nulo homotdpica, entonces g tiene un punto fijo.

Demostracion.

i) Afirmamos que (1 —t)a"(x) +tf(z) # 0, de lo contrario se tendria que f(x) =
~an(@), de aqui que 1 = [f(@)] = |=52[|a"(2)]| = |- Entonces
(1t;t) = 1, por tanto f(z) = —a"(z) = —(—x) = z, es decir, f tiene un punto

fijo, contradiciendo la hipotesis del teorema. Sea F': S™ x I — S™, dada por
(1 —t)a"(z) +tf(x)
11 = t)a(x) + tf(x)|
Se tiene que F es continua; mas aun, F(z,0) = a"(z) y F(x,1) = f(z). Por lo
tanto F': a"(z) ~ f(x).

F(x,t) =

ii) Supongamos que g no tiene puntos fijos, de i) se tiene que g ~ a". Por el Lema
4.2iv) tenemos que d(g) = d(a") = £1. Por otro lado g es nulo homotépica, luego

d(g) = 0. Por tanto ¢ tiene un punto fijo. O

Teorema 4.15 Si f : S — S®™ es continua, entonces f tiene un punto fijo o

algun punto es enviado a su antipoda.

Demostracién. Supongamos que f no tiene puntos fijos. Del Teorema 4.14i)

2n+1 _

tenemos que f ~ a*", luego d(f) = (1) —1. Supongamos que f(z) # —=x,
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para todo x € S?" o equivalentemente g(z) = —f(x), no tiene puntos fijos. En
efecto, si existe algin = € S?", tal que = g(z), entonces f(x) = —x, lo cual
contradice que f(x) # —x, para todo x € S?*. Del Teorema 4.14i) tenemos que
—f =g ~ a®", es decir, f ~ —a®" = lgm. De aqui que d(f) = 1, contradiciendo
que d(f) = —1. Por tanto f manda algin punto a su antipoda o tiene un punto
fijo. O

El Teorema 4.15 es falso para esferas de dimensién impar, un ejemplo es la rotacion

p: St — S!, respecto al origen.

Teorema 4.16 No existe una funcion continua f : S** — S?*, tal que z y f(z)

son ortogonales para cada x € S*".

Demostracién. Supongamos que existe una funcién continua f : S?* — S?” tal

que x y f(x) son ortogonales para cada x € S?*. Del Teorema 4.15 se tiene

i) Si f(z) = —x para algin x € S?, entonces (z, f(z)) = —1, lo cual contradice

la hipétesis de que (zx, f(z)) = 0.

ii) Si f(r) = x para algtin € S?", entonces 0 = (z, f(x)) = (z,7) = 1 y de nuevo

existe una contradiccion.

Por lo tanto de i) y ii) f no existe. O

El Teorema 4.16 es falso para S', de hecho es falso para toda esfera de dimensién
impar. Si = (21,22, ...,%2,_1,T2,), definimos f : $?"~1 — §27~1 por
f(l') = (_1"27 L1y —T4,T3y..., —T2n, xQ?’L*l)-
Més atin, (z, f(z)) = 0, para toda x € S~ 1.
Definicion 4.9 Un campo vectorial sobre S™ es una funcion continua f : S™ —

R™L con f(x) tangente a S™ en x para cada x € S™. Un campo vectorial f es

no nulo si f(x) # 0, para todo x € S™.
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Una funcién f : S™ — R™" puede ser vista como una familia de vectores f(z)
pegados a S™ en x. Nos referimos con el término de “peinar el cabello sobre una
m-esfera, S™”si existe un campo vectorial no nulo f : S — R™*! sobre S™. El
siguiente teorema nos dice que no podemos peinar el cabello sobre una esfera de

dimensién par.

Figura 4.4: Bola peluda.

Teorema 4.17 (Bola peluda). No existe un campo vectorial no nulo sobre S*".

Demostracién. Supongamos que existe un campo vectorial no nulo f : S —
R27+1 Entonces g : S — $?", definida por g(z) = f(z)/||f(z)]|, es una funcién
continua con g(r) tangente a S** en  para todo = € S?"*, pues
f(z) 1
(z,9(x)) = (z, ) =
IF @I [1Lf )l

Luego se contradice el Teorema 4.16. Por tanto f no existe. U

(x, f(x)) = 0.

Ejemplo 4.2 Si consideramos la superficie de la tierra como una 2-esfera, S?, y
los vectores sobre S?, son las corrientes de aire que la rozan. Por el Teorema 4.17,

siempre existe un punto sobre la superficie terrestre donde el viento no sopla. (Vea
[19], pdg. 571.)

Definicion 4.10 Una funcion continua g : S™ — S™ es llamada antipodal si

g(—z) = —g(x) para todo x € S™ yn,m > 0.
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Una funcién antipodal lleva la antipoda de x a la antipoda de g(z). Observemos

que la funcién antipoda a™ : S* — S™ es antipodal.

Para facilitar la demostracién del siguiente teorema hagamos algunas observa-

ciones.

Observaciéon 4.2 Sea 1 = 1sn la identidad en S™ y a™ la funcion antipoda en S™,

paran € Z yn > 0. Se tiene que
i) Si~ es una I-cadena en S™, entonces
(1 +al)(1y —al)y =0.
ii) Si 0 es una 1-cadena, entonces
(1y + a;‘t)(l# +al)B = 2(14 + ay)B.

iii) Si o es la trayectoria norte en S' de y = (1,0) a a'(y) = (—1,0), entonces

(1y + a;ﬁ)a es un 1-ciclo cuya clase de homologia genera a Hy(S').

iv) Siy: Al — S" es una trayectoria con y(e1) = —7(ep), entonces (14 + al)y
es 1-ciclo en S™ (Al =~ I').

Para la prueba de la Observacién 4.2 vea [15], pag. 124.

Teorema 4.18 Sim € Z y m > 1, no existe una funcion antipodal g : S™ — S'.

Demostracién. Supongamos que existe la funcién antipodal g : S — S!. Sea
y = (1,0) € S! y o la trayectoria norte en S* de y a a'(y) = (—1,0). Sea z¢ € S™,
y A una trayectoria en S™ de xg a —zp. Finalmente elijamos una trayectoria f en
St de g(xo) a y. Se tiene que o — g\ + f — a' f es un 1-ciclo pues

(o —gur+f—d'f) = (0o —0OigoA+09f—0da'f)
= a'(y) —y—g(—z0) + g(x0) +y — g(zo) — a' (y) + a' (g(x0))

= —y—y+g(xo) +g(xo) +y—glxo) +y— glxo)
= 0.
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Sea 0 = 14 + a#, por la Observacién 4.2iii) cls o es un generador de Hy(S!),

entonces existe un entero m con
cls (a—g#)\+f—a1f) =mcls bo. (1)
Aplicando 6 a la ecuacién (1) tenemos

cls (00 — Ogu\+0f —0a'f) = O(mecls (60))
cls (o —O0guX+0(1 — a%)f) = mecls 0o (2)

de las Observaciones 4.2i) y 4.2ii) se puede ver la ecuacién (2) como
cls (0o —O0gu\) = 2mecls fo.

Por tanto

cls O = cls (Ogx)\) en Hy(S')/2H,(S).

Dado que cls fo es un generador de H;(S!), se sigue que cls 0o # 0y cls (0gg)\) #

0 en H1(S')/2H;(S"); por tanto cls (Agu) # 0 en Hy(S'). Pero sabemos que g es

antipodal, entonces fgu\ = (1+ a#)g#)\ = g#(1+a})A. De la Observacion 4.2iv)

se sabe que (14 aj)A es un l-ciclo en S™, de aqui que cls ((1 + a}})A) # 0 en

H,(S™), pero m > 1, lo que contradice que H;(S™) = 0. De aqui que no existe g.
0

Corolario 4.4 (Borsuk-Ulam) Dada una funcién continua f : S* — R2, emiste

v €S? con f(x) = f(—x).

Demostracién. Supongamos que para todo x € S? se cumple que f(x) # f(—x).

Sea g : §? — S!, dada por g(z) = (f(z)— f(—x))/||f(z)— f(—z)||. Aseguramos que

g es una funcién antipodal, pues g(—z) = (f(—z)— f(z))/|| f(—z)— f(2)| = —g(x).

Contradiciendo el Teorema 4.18. Por tanto existe un x € S? tal que f(x) = f(—z).
O
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Ejemplo 4.3 Supongamos que la superficie de la tierra es una 2-esfera, S?; que
la presion barométrica P : S* — R y la temperatura T : S — R son funciones
continuas. Sea f : S?* — R? la funcién definida por f(x) = (P(x),T(z)). Es claro
que f es continua, por el Corolario 4.4 existe al menos un punto sobre la superficie
de la tierra, en el que la presion barométrica y la temperatura coinciden con la de
sus antipodas. (Vea [7], pdg. 242.)

Corolario 4.5 (Lusternik-Schnirelmann) Si S? = F1 UF, U Fy, donde cada F; es

cerrado, entonces algun F; contiene un par de puntos antipodales.

Demostracién. Sea a? : S — S? es la funcién antipoda. Supongamos que a?(F)N

F; = () = a®>(F,) N Fy, pues de lo contrario la prueba termina.

Por el lema de Urysohn (vea [10], p4g. 146), existe una funcién continua g; : S? — I,
para i = 1,2, con gi(Fy) = 0 y gi(a?(Fy)) = 1.

Definimos f : S? — R2 por f(x) = (g1(z), g2()).

Del Corolario 4.4, existe xg € S con f(zo) = f(—=0), es decir, gi(xo) = gi(—z0)
para i = 1,2. Se sigue que x¢ ¢ Fj;, para ¢ = 1,2, pues si g € Fj;, se tiene que
gi(wo) = 0y gi(a®(x0)) = gi(—w0) = gi(w) = 1 esto es para i = 1,2, contradiccién.
Dado que S? = FyUF,UF3, entonces zg € F3. De manera anéloga se puede mostrar

que —xg ¢ Fy U F. Por tanto —zp € F3 como queriamos. Il

Teorema 4.19 Si S" contiene una r-célula e, bajo homeomorfismo, parar € Z y
r > 0, entonces S™ — e, es aciclico; mds aun,

H,(S" —e;) =0, para todo q.

Demostracién. Probaremos este teorema por induccién sobre r > 0.

Si r = 0, entonces eg es un punto. Por la proyeccién estereografica tenemos que
S™ — ey =~ R™. De aqui que S™ — ¢( es contraible. Por tanto S™ — eg es aciclico. De
los Teoremas 3.16, 3.18 y 3.19 se tiene H,(S™ — ep) = 0.
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Supongamos que el resultado se cumple para t < r.

Sir > 0,sean B = I""! y un homeomorfismo h : B x I — e,. Definimos ¢’ =
h(B x [0,3]) v ¢’ = h(B x [3,1]). Observemos que e, = ¢’ U ¢”, mientras que
e'Ne” = h(B x {5}) es una (r-1)-célula. Como la hipétesis de induccién se cumple
para 7-1, tenemos que (S™ — ') U (S™ — €”) = S"™ — (¢/ N e€”) es aciclico.

Dado que S"—¢’ y S™ —¢e” son subconjuntos abiertos en S”, el Corolario 3.8 asegura
la exactitud de la siguiente sucesién.

Hya (87— (¢/ N ¢")) ——= Hy(S" — (¢/ Ue")) —= H,(S" — ) @ Hy(S" — ) —
- f{q(Sn _ (61 N 6//))

Observemos que por hipétesis de induccién (S™ — (/' Ne”) es una (r-1)-célula), los

extremos de la sucesién anterior se anulan. Asi,
Hy(S™ — (€ Ue") = Hy(S" — ) = Hy(S" — ¢) @ Hy(S" — €").

Sea cls ¢ € Hy(S™ — e,) tal que cls ¢ # 0. Sean 7/ : S® —e, < S* — ¢ y i’ :
S™ — e, — S"™ — ¢” las inclusiones. Por el Lema 3.6 tenemos que i, cls ( # 0 o
i” cls ¢ # 0. Supongamos que i, cls ¢ # 0, y definamos E' = ¢/, es decir, hemos
construido una r-célula E' C e, tal que la inclusién i : S —e, — S™ — E', satisface
ix cls ¢ # 0. Repitiendo esta construcciéon reemplazando B x I por B x [0, %] y con

0, 11 bisectado. Iterando podemos observar que existe una sucesién de r-células
‘5 D q
e, DE'DE?>...DFEP O EPHL o

con EP = h(B x JP), donde J? C JP~! es un subintervalo de longitud 1/2P, con
% cls ¢ # 0, donde P : S* — e, — S" — EP es la inclusién y (VEP = h(B x {zo})
es una (r-1)-célula, donde z( es un punto en el intervalo [0, 1]. Por el Teorema 3.7

existe el siguiente diagrama en el cual todas i? y A1 son inclusiones

s _ Ep+1

S" — e, P S" — N EP
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Dado que i} cls ¢ # 0 para todo p, se sigue que % (i} cls ¢) # 0 para todo p.
Supongamos que A es un subconjunto compacto de S” — (| EP = [J(S" — EP) (una
unién ascendente de conjuntos abiertos en S™). Esta cubierta abierta de A tiene
una subcubierta finita, es decir, A C S™ — EP, para algun p. El Teorema 3.7 nos
da lo siguiente A¥i¥ cls ¢ # 0 en H,(S™ — () EP) para todo k. Como () EP es una
(r-1)-célula, por hipétesis de induccién tenemos que Hy(S™ — () EP) = 0, lo cual
es una contradiccién. Por tanto, cls ¢ = 0, es decir, ﬁq(S” —e)=0yS"—e, es

aciclico. 0

Corolario 4.6 Si e, es una r-célula en S™ para r € Z y r > 0, entonces S™ — e,

es conectable por trayectorias.

Demostracién. Por el Teorema 4.19 Hy(S™ —e,) = 0, pues S™ — e, es aciclico, del
Corolario 3.6 S™ — e, sélo tiene una componente por trayectoria, de lo contrario

rango Ho(S™ — e,) # 0, contradiccion. O

Teorema 4.20 Sea n,r € Z y s, una copia homeomorfa de S" en S™, donden > (

yr > 0. Entonces

N Z sig=n-—-r—1
Hq(S”sr):{ siq=mn-—r

0 otra forma.
Demostracion. La prueba es por induccién sobre 7.

Si 7 = 0, entonces sy consiste de dos puntos y S™ — sg, tiene el mismo tipo de

homotopia que S*~!, entonces
A, (8" — s0) = H,(8"7Y),
pero ﬁq(Sn_l) es 0 paraq#n—1y Z para ¢ =n — 1, como queriamos.

Supongamos que el resultado se cumple para t < r.
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Si r > 0, sea un homeomorfismo ¢ : " — s, y S" = ET UE~, donde ET y E~
son los hemisferios cerrados norte y sur de S”, respectivamente. Observemos que
EtNE™ =S"! esel ecuador de S". Si ¢ = o(E') y ¢’ = p(E™). Es claro
que son r-células en S™, pues ET y E~ son homeomorfos al conjunto E = {z €

R™ 1| ||z|| < 1 y la tltima componente 0}.

Definimos X1 = S" — ¢’ y Xo = S — ¢”; en vista que X; y X5 son subconjuntos
abiertos de S", entonces X; U Xy = X7 U X3. Ademas,

X1UXy = (S"-Hu(S"—€)=S"—-(ene")=S"—s,_1 ¥
XiNXy = (S"=)NS" =€) =S"— (e ue’) =8" —s,.

Como las hipétesis del Teorema 3.22 se satisfacen, existe una sucesion exacta de
Mayer-Vietoris, como se muestra a continuacién

e (8 — @) @ Hya (8" — ) ——> Hyya (S — 50-1) —> Hy(S" — er) —>
——> H, (S" — €)@ Hy(S" — ") — -+

Del Teorema 4.19 los términos de las sumas directas en la sucesién anterior son

cero. Asi, Hy1(S" — s,_1) = H,(S™ — 5,.). Por hipétesis de induccién tenemos que

. n Z sig+l=n—(r—1)—1
HqH(S—sr_l):{ =1

0 otra forma.

De aqui el resultado. O

Corolario 4.7 Sean r,n € Z y s, contenida en S™. Si r #n —1, entonces S™* — s,
es conectable por trayectorias. Sir = n — 1, entonces S™ — s, tiene eractamente

dos componentes por trayectorias.

Demostracién. Si r # n — 1, entonces n — 1 — r # 0 = ¢. Del Teorema 4.20

tenemos que ]:IO(S" —s,)=0.

Sir = n—1, entonces n—r—1 = 0 = ¢. Del Teorema 4.20 tenemos que Ho(S"—s,) =
Z.
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Aplicando el Corolario 3.6 en ambos casos se tiene el resultado. O

Antes de continuar con el siguiente teorema, hagamos mencién de algunos resul-
tados de Topologia sin demostracién, pues el objetivo de la tesis no es el estudio

de estos.

Teorema 4.21 Un espacio X es localmente conectable por trayectorias si y sélo
st las componentes por trayectorias de subconjuntos abiertos son abiertas. En par-
ticular, si X es localmente conectable por trayectorias, entonces sus componentes

por trayectorias son abiertas.

Demostracién. Vea [14], pag. 159. O

Corolario 4.8 57 X es localmente conectable por trayectorias, entonces las compo-
nentes conexas de todo conjunto abierto coinciden con sus componentes por trayec-
torias. En particular, las componentes conexas de X coinciden con las componentes

por trayectorias de X .

Demostracién. Vea [14], pag. 159. O

Teorema 4.22 Todo subconjunto abierto de un espacio localmente conectable por

trayectorias es localmente conectable por trayectorias.

Demostracién. Vea [14], pag. 161. O

Teorema 4.23 Sea {X)}rca una familia no vacia de subespacios topoldgicos abier-
tos localmente conectables por trayectorias del espacio topoldgico X. Entonces

Uxea X es localmente conectable por trayectorias.
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Demostracién. Vea [14], pag. 162. O

Observemos que S" es localmente conectable por trayectorias. Para probar esto,
es suficiente con definir X; = S"™ — { (0,0,...,0,1)} y Xo =S" —{ (0,0,...,0,-1)},
ambos son abiertos localmente conectables por trayectorias y X; U X9 = S™, por

el Teorema 4.23 se tiene que S™ es localmente conectable por trayectorias.

Teorema 4.24 (Separacion de Jordan-Brouwer)
Si $,—1 es un subespacio de S™ y ademds homeomorfo a S"~1, entonces S” — s,,_1

tiene exactamente dos componentes conexas y Sp—1 €s su frontera comun.

Demostracién. Denotemos s,_1 por A. Del Corolario 4.7, S* — A tiene exacta-

mente dos componentes. Sean U y V las componentes por trayectorias de S” — A.

Sabemos que S™ es localmente conectable por trayectorias y S™ — A es un conjunto
abierto en S™. Entonces, del Teorema 4.22 tenemos que S™ — A es localmente
conectable por trayectorias. Luego por el Corolario 4.8, U y V son componentes
conexas de S” — A. Mds aun, del Teorema 4.21 se tiene que U y V son abiertas en

S™ — A. Por tanto también son abiertos en S™.

A continuacién mostramos que s,_1 es la frontera comin de U y V.

En virtud de que U y V son abiertos en S™, entonces S* —V = U U A, es un
conjunto cerrado que contiene a U; mas atin, U C UU A = U U A, de aqui que
Fr(U)=U-U C (UUA)-U C A. Un argumento similar muestra que Fr(V) C A.

Resta probar que Fr(U) D Ay Fr(V) D A.

Afirmamos que Fr(U) D A. En efecto, sea a € A y N una vecindad abierta de a.
Es claro que N N (S™ —U) # (), para mostrar que a € Fr(U), debemos probar que
NNU #0.

Ahora bien, dado que todo conjunto abierto de S™~! contiene un subconjunto

homeomorfo a R"~!, entonces todo subconjunto abierto no vacio de S*~! contiene
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un subconjunto abierto no vacio E, cuyo complemento es una (n-1)-célula. (Vea
[2], pag. 285.)

Por hipétesis sabemos que A ~ S, entonces existe un subconjunto W de NN A,
cuyo complemento es una (n— 1)-célula, es decir, A— W es una (n-1)-célula. Luego
del Teorema 4.19 tenemos Hy(S" — (A—W)) = 0 y del Corolario 4.6, S — (A—W)

es conectable por trayectorias.

Siu € Uywv €V, entonces existe una trayectoria f en S* — (A — W), de u a v.
Como u y v se encuentran en diferentes componentes, se sigue que f(I) N W # ().
Més atn, f(I)NW C f(I)N A, pues W C A.

Por otro lado, observemos que f(I)NAC f(I)N(S"—(A-W))NAC f(I)nW.
Por tanto f(I) N W = f(I) N A. De aqui que, si tomamos ty = inf{t € I :
f(t) € A}, entonces tyg = inf{t € I : f(t) € W}. Dado que W C N, entonces
f(to) € fF(I)NW C N. Sea J = [0,t). Notemos que f(J) es un conjunto conexo
con f(J)C f(I)NS"—A)=f(I)NUUV)=(f(I)nU)U(f(I)NnV). Dado que
u= f(0) € f(J), se tiene que f(J) C f(L)NU CU.

Por tanto, cualquier vecindad de f(tp), en N intersectada con U es diferente del

vacfo como lo desedbamos. De aqui que N N U # ).

De manera analoga se puede mostrar que N NV # (), sélo sustituimos to por t; =
sup{t € I : f(t) € A} en los argumentos anteriores. Por tanto F'r(U) = A= F(V).
O

Consideremos el conjunto de los numeros reales extendidos, S” ~ R"™ U {oco}
(compactificacién por un punto, vea [14], pag. 185). Si co ¢ s,_1, entonces la
componente de S” — s,,_1 que contiene a co se llama exterior de s,_1 y la otra

componente se llama interior de s,_1.

Una pregunta interesante es la siguiente jpuede el interior de s,,_1 ser homeomorfo

a una bola abierta en R™?

Sin = 2, entonces s; es conocida como la curva de Jordan y el teorema de Schoen-

flies afirma que el interior de un curva de Jordan es homeomorfo al interior de D?.
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(Vea [12], pég. 176.)

Desafortunadamente, en general el interior de s,—1 no es homeomorfo al interior

de D™. Por ejemplo, para n = 3, el matemético James Alexander en 1925, dio un

Figura 4.5: Esfera con cuernos de Alexander.

ejemplo de una esfera (observe la Figura 4.5) cuyo interior no es homeomorfo al
interior de D3. (Vea [12], pag. 176.)

Teorema 4.25 (Invarianza del Dominio) Sean U y V' subconjuntos de S™ tal que

existe un homeomorfismo h : U — V. Si U es abierto en S™, entonces V' es abierto

en S™.

Demostracién. Sean y € V y = € U, tal que h(xz) = y. Sea una vecindad cerrada
NdezenUcon N = I"y Fr(N) ~ S*! (vea [2], pag. 281). Es claro que
h(N) C V, también que N y h(N) son n-células cerradas. Por el Corolario 4.6 se

tiene que S™ — h(N) es conectable por trayectorias.

Por otro lado, del Teorema 4.24 tenemos que S™ —h(Fr(N)) tiene dos componentes

conexas. Proponemos las siguiente descomposicién
S*™ — h(Fr(N)) = (S" = h(N)) U (h(N) — h(Fr(N)).

Ambos términos del lado derecho son disjuntos, no vacios y conexos, entonces
ellos deben ser las componentes de S™ — h(Fr(N)); mas atn, observemos que las

componentes conexas coinciden con las componentes por trayectorias. Del Teorema
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4.22 tenemos que S" — h(Fr(N)) es localmente conectable por trayectorias. Luego
por el Corolario 4.8, se sigue que las componentes conexas son abiertos en S —
h(Fr(N)) y por tanto abiertos en S™.

Notemos que y € h(N) — h(Fr(N)) C V; y dado que h(Fr(N)) es la frontera de
cada componente conexa, se sigue que y es un punto interior de V. Por tanto, V

es abierto en S™. O

Observemos que si en el Teorema 4.25 hubiéramos supuesto un homeomorfismo ¢ :
S™ — S™, que aplica U sobre V, el resultado seria trivial. La afirmacion del teorema
de invarianza del dominio requiere solamente la existencia de un homeomorfismo
h : U — V. De hecho, la afirmacién del teorema es equivalente a decir que la
propiedad de ser abierto en S™ es un invariante topolégico de los subconjuntos de
s,
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Conclusiones

En esta tesis se expusieron de la manera mas clara y formal posible los resultados
mas importantes de la teoria de Homotopia y Homologia singular, sin dejar a un
lado la interpretacion geométrica que sin duda en este tipo de temas es a veces un
poco complicado imaginar. Si bien la Topologia Algebraica, nacié de la necesidad
de analizar algunas propiedades geométricas de los espacios topoldgicos, a lo largo
de los anos los conceptos se han ido abstrayendo hasta llegar al punto en que leer

una sola vez la definiciéon o un resultado no basta para entenderlo.

Es importante mencionar que una de las aportaciones de este trabajo consistié en
abordar dos maneras de estudiar el grupo fundamental. La primera desde el pun-
to de vista tradicional (vea Teorema 2.10) y la segunda desde el punto de vista
homotépico (vea Teorema 2.32), pues en la mayoria de la bibliografia sélo se enfo-
can a definirlo de manera tradicional. Estas dos definiciones son equivalentes salvo

isomorfismos.

Algo que no podemos dejar de mencionar es el enfoque categérico a lo largo del
desarrollo de la tesis. En particular la prueba del Teorema 2.16, usa la definicion

categorica del producto directo en las categorias Top™ y Grup.

Otro punto a considerar es que se completaron aquellos detalles finos de las pruebas
que se dan por hecho en los libros. Ademaés, la mayoria de los resultados presentados
en esta tesis tienen su prueba, excepto aquellos que requieren de conocimientos en

otras ramas de la Matematica, teniendo su correspondiente referencia.

El estudio de las aplicaciones aqui presentadas, son por si mismo, un aporte, pues
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se hizo una recopilacién amplia de ellas en diferentes textos. Este trabajo no abar-
ca todas las aplicaciones que se pueden obtener del material aqui expuesto, sin
embargo las aplicaciones son relevantes. Asi, se cumplié con el objetivo que en un

principio se planted.

Presentamos en este trabajo el Teorema de Seifert y Van Kampen y el Teorema
de Mayer-Vietoris. Durante su estudio llegamos a la conclusion de que mientras en
la teoria de homotopia el teorema de Seifert y Van Kampen permite determinar
el grupo fundamental de un espacio basado en el grupo fundamental de sus subes-
pacios. El teorema de Mayer-Vietoris hace algo andlogo en la teoria de homologia

singular, bajo ciertas hipdtesis.

Por dltimo, uno de los éxitos de este trabajo, es la organizacién secuencial de los

resultados y que la mayoria se utilizé en alguna aplicacién del Capitulo 4.
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