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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Con la finalidad de motivar el uso de la estadistica bayesiana, a continuacién se presen-
taran algunas inconsistencias encontradas en la estadistica clasica y despues se dara una
breve descripcién de lo que es la estadistica bayesiana.

La estadistica es una disciplina que en los tltimos anos ha tenido una gran injerencia
tanto en los diversos campos de la ciencia como en la vida real. En particular, la estadistica
clésica ha sido una de las herramientas mas utilizadas en el estudio de los fenémenos
aleatorios, sin embargo, a través del tiempo se han encontrado algunas inconsistencias en
esta teoria.

Con la intencién de ilustrar esto y al mismo tiempo de motivar el interés hacia una
alternativa estadistica, se presentan algunos ejemplos de problemas en donde el uso in-
discriminado de la estadistica cldsica desencadena en soluciones contradictorias o poco
satisfactorias.

Ejemplo 1.1 Sea X una variable aleatoria con distribucion Pn(\), se desea encontrar un
estimador insesgado de P(X = 0).

Recuérdese que

_ ATexp(—A)

z!

P(X =x) A>0.

Asi, el problema se reduce a estimar exp(—A\), puesto que
A exp(—\)

P(X=0)="—

= exp(— ),

de aqui que se requiera buscar h(X) tal que E[h(X)] = exp(—\). Puesto que el estimador
es insesgado se tiene que

AT exp(—A)

E[W(X)] =) _h(z)=——— =exp(-)),
=0 ’

si y sélo si

(o ¢] )\:I?
> h(z)—y =1
=0 ’

1



CAPITULO 1. INTRODUCCION
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De la ultima igualdad se sigue que

[e%S) 2T

es el Polinomio de Taylor de la constante 1, y por la unicidad de los coeficientes se concluye
que

h(z) = { 1 siz=0
0 d.o.f.
lo cual muestra la unicidad del estimador insesgado. Es evidente que estimar P(X = 0)
con 1 6 0 no resulta congruente, ya que exp(—\) no puede tomar estos valores. Esto debido
a que
exp(—A) =1 si y sélo si A=0.

pero por la definicién de la funcién de distribucién de Poisson se tiene que A > 0. Asi,
0 < exp(—A) < 1, para cualquier A > 0.

Ejemplo 1.2 Sean X y Y variables aleatorias independientes con funcién de probabilidad
Poisson(\). Sea Z otra variable aleatoria con la misma distribucién de X y Y. Se desea
estimar insesgadamente P(X = 0,Y = 0) = exp(—2\) con base a Z.

Sea h(Z) un estimador, que cumpla

E[h(Z)] = exp(~2)),
donde h(z) > 0 para toda z. Por otro lado se tiene que

Elh(z)] = 3" n(x) PN
z=0

por lo que

E[h(Z)] = exp(—2)) si y sélo si > h(z)f = exp(—A\).
z=0

z!

Resulta evidente que la suma corresponde al polinomio de Taylor de exp(—\) y por la
unicidad en los coeficientes se tiene que:

h(z):{ 1 sl z es par

—1 sizesimpar

Este resultado que arroja la estadistica clasica presenta gran incongruencia con la defini-
cién de probabilidad, ya que h(z) estima una probabilidad y por lo tanto no puede tomar
valores negativos.
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Ante tales inconsistencias muchos investigadores han buscado algunas alternativas para la
solucién de problemas de caracter estadistico.

La estadistica Bayesiana se presenta como un enfoque alternativo a la estadistica cldsica
en la solucién de problemas tipicos estadisticos como son:

» La estimacion

e Puntual

e Por intervalos
= Kl contraste de hipotesis

= Prediccion.

Esta teoria ha generado un enorme interés en los tltimos anos y ha tenido una gran
aceptacién en muchas dreas de la investigacion cientifica.

1.1.1. La estadistica bayesiana

La estadistica se ocupa principalmente del andlisis de los datos que presentan variabi-
lidad, con el fin de comprender el mecanismo que los genera, pero en este analisis existe
un componente de incertidumbre, un vector de pardametros @, por lo cual el estadistico se
ocupa en reducir a lo minimo tal componente, asi como también en describirla de forma
apropiada.

Pero si se supone que toda forma de incertidumbre debe describirse por medio de
modelos de probabilidad, en el caso de la estadistica bayesiana se considera al pardmetro
0, sobre el cual se desea inferir, como un evento incierto.

Entonces como nuestro conocimiento no es preciso y esta sujeto a incertidumbre, se
puede describir mediante una distribucién de probabilidad (llamada a priori), lo que hace
que el parametro tenga el caracter de aleatorio.

La teoria bayesiana plantea la solucién a un problema estadistico desde el punto de vista
subjetivo de la probabilidad, segin el cual, la probabilidad que un estadistico asigna a uno
de los posibles resultados de un proceso, representa su propio juicio sobre la verosimilitud
de que se tenga el resultado. Este juicio estard basado en opiniones e informacién acerca del
proceso. Esta ultima también es una desventaja, pues algunos investigadores rechazan que
la informacién inicial se incluya en un proceso de inferencia cientifica. Pero esta situacién
se puede evitar estableciendo una distribucién a priori no informativa o de referencia, la
cual se introduce cuando no se posee mucha informacién previa acerca del problema.

A un problema especifico se le puede asignar cualquier tipo de distribucién a priori,
ya que finalmente al actualizar la informacién a priori que se tenga acerca del parametro,
mediante el teorema de Bayes y obtener la distribucién a posteriori del pardmetro, es
con esta con las que se hacen las inferencias del mismo. Cuando un investigador tiene
conocimiento previo a un problema, éste conocimiento previo puede cuantificarse en un
modelo de probabilidad. Si los juicios de una persona sobre la verosimilitud relativa a
ciertas combinaciones de resultados satisfacen ciertas condiciones de consistencia, se puede
decir que sus probabilidades subjetivas se determinan de manera tnica. La estadistica
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1

)

bayesiana tiene una fundamentacién axiomatica en los llamados axiomas de coherencia
con el fin de tener un comportamiento coherente en el momento de tomar decisiones en
un ambiente de incertidumbre. Estos axiomas son ttiles en la construccién formal de las
definiciones de probabilidad.

1.2. Objetivos

En esta tesis se analizan algunos aspectos importantes de la teoria bayesiana, esto con
la finalidad de crear un software que permita realizar algunos de los métodos principales
de inferencia bayesiana. Cabe mencionar que también se le agregara al programa algunas
herramientas de la estadistica descriptiva para tener un software mas completo a la hora
de realizar un anélisis estadistico. Las principales funciones que tendra este software son
las siguientes:

s Inferencia bayesiana

e Estimacién

o Puntual

o Por intervalos

e Contraste de hipdtesis
» Estadistica descriptiva

e Diagramas de caja
e Histogramas
e Calculo de cuantiles

e Célculo de la media y la varianza muestral

» Analisis de sensibilidad

El nombre de este software serda ANESBA (Anadlisis estadistico bayesiano) un programa
destinado principalmente a la inferencia bayesiana.

La estructura del desarrollo de la tesis es la siguiente:

En el capitulo 2 se presentan todos los conceptos necesarios para el desarrollo y el
entendimiento de la teoria bayesiana.

En el capitulo 3 se desarrolla la teoria correspondiente a la inferencia bayesiana, la
cual es la parte principal del software que se pretende realizar.

En el capitulo 4, dada la complejidad de los cédlculos necesarios para integrar la in-
ferencia bayesiana al software desarrollado, se muestra el método de integracion Monte
Carlo, el cual es una poderosa herramienta para el calculo de las funciones de distribu-
cion acumulada, necesarias en los contrastes de hipotesis y la verificacion de los conjuntos
creibles. También se presenta el algoritmo de Metrépolis-Hastings la cual es una herra-
mienta necesaria para la utilizacién de la integracién Monte Carlo.

En el capitulo 5 se muestra la arquitectura implementada al sistema, a partir de la
descripcién de funciones, algoritmos y férmulas utilizadas para la creacién del software.

'Para el lector que desee ahondar en el tema ver[1].
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En el capitulo 6 se muestran como resultados, mediante un ejemplo, el facil manejo
del software y el buen funcionamiento del mismo. También se proponen algunas mejoras
a ANESBA como un trabajo a futuro.

1.3. Justificacion

Es basta la literatura acerca de la inferencia bayesiana, por el contrario sélo se ha
encontrado un software, de nombre First Bayes?, que en principio realiza este tipo de in-
ferencia, pero desafortunadamente no se ha logrado su instalacién con éxito, por lo tanto
ante la poca existencia de este tipo de software se ha alentado el desarrollo de un programa
computacional que integre la teoria que se desarrollara en la tesis, el cual tendra como
objetivo fundamental realizar inferencia bayesiana y estadistica descriptiva.

Algunas diferencias® que se pretende existan entre estos software son las siguientes:

Tabla 1: Comparativa de caracteristicas entre First Bayes, R y ANESBA.

’ Caracteristicas ‘ First Bayes ‘ R ‘ ANESBA

Visual Si No Si

Idioma Inglés Inglés | Espaiiol

Funciones de densidad a priori usadas | Conjugadas | No Conjugadas y no informativas
Contraste de hipotesis unilateral No No Si

Contraste de hipdtesis unilateral dual | No No Si

Contraste de hipdtesis puntual No No Si

Anilisis descriptivo No Si Si

Con respecto a la estadistica descriptiva el programa R* contiene de manera similar
los elementos que se estan implementando en ANESBA, tal como se muestra en la tabla
anterior, aunque hay que recordar que el objetivo principal de ANESBA es cubrir algunos
métodos de la inferencia Bayesiana.

Por lo anterior se puede resumir que el software que se pretende desarrollar, aparte de
complementar los elementos de la estadistica bayesiana con la estadistica descriptiva se
encontrard en el idioma espanol.

2Este software se encuentra en la siguiente direccién electrénica http://www.tonyohagan.co.uk/1b/

3La informacién que se usé para comparar a First Bayes, fue obtenida de su manual, el cudl se encuentra
en la direccién electrénica mencionada anteriormente.

4R presenta grandes facilidades para la implementacién, por parte del usuario, de todas las funciones
que realiza Abesba, pero se cae en la necesidad de programarlas. Dicho programa se puede descargar de
la siguiente direccién electrénica /http://www.r-project.org/







Capitulo 2

Conceptos de estadistica bayesiana

2.1. Probabilidad subjetiva

El primer punto que se discutird es el significado de la probabilidad concerniente a
lo eventos (subconjuntos) en ©, donde © es el conjunto de todos los posibles eventos
(valores). El concepto cldsico de probabilidad envuelve una larga secuencia de repeticiones
dada una situacién. Por ejemplo, la probabilidad de que al lanzar una moneda, esta caiga
cara es de %, esto significa que en una larga secuencia de repeticiones independientes, cerca
de la mitad de las veces la moneda habra de caer cara. Desafortunadamente, este concepto
frecuentista no es suficiente cuando se trata con probabilidades acerca de 6. Por ejemplo,
considere el problema de tratar de determinar 6, la proporciéon de fumadores en México.

Dada la siguiente sentencia:

P(3<6< .35 =.35

. Qué significado tiene? Aqui 6 es segin la estadistica cldsica, simplemente algin nimero
que se desconoce. Claramente el parametro estd o no, en el intervalo (.3,.35) pero esto no
tiene nada de aleatorio.

Un segundo ejemplo, sea 6 la tasa de desempleados en la ciudad de Oaxaca para el
siguiente afio. Es facil imaginar a # como algo aleatorio, desde que el futuro es incierto.
Pero jcomo se puede interpretar

P(.03 < 0 < .04)

en términos de una secuencia de situaciones idénticas? La tasa de desempleo del siguiente
afo sera unica.

La teoria de la probabilidad subjetiva permite hablar acerca de probabilidades cuando
la estadistica frecuentista no lo pueda hacer.

La idea central de la probabilidad subjetiva es que la probabilidad de que un evento
suceda, estd determinada por la creencia del investigador. Por ejemplo, se puede tener el
presentimiento de que 6 (en el caso del desempleo) esta entre el 3% y 4 %, aunque no se
le pueda asignar una probabilidad frecuentista a este evento. No hay nada de malo en este
hecho, pues es comin pensar en términos de probabilidad personal todo el tiempo, por
ejemplo, cuando se apuesta en el resultado de un partido de futbol o cuando se evalua la
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posibilidad de lluvia del dia siguiente. La forma mas ficil de determinar la probabilidad
subjetiva es comparando eventos y determinando las probabilidades relativas. Supéngase
por ejemplo que se desea encontrar la P(E). Simplemente se compara E con respecto E€.
Si sentimos que F tiene dos veces mas probabilidad de ocurrir que E°, entonces claramente
se asignarfa P(E) = % y P(E°) = %

Pero no siempre es facil asignar probabilidades subjetivas, algunas dificultades que se
presentan son por ejemplo: la asignaciéon o manejo de las probabilidades pequenas y las

inconsistencias en la asignacién de probabilidades.

2.2. Funcion de distribucion a priori

Toda la informacién previa que se tenga acerca del vector de pardmetros desconocido
6, se cuantifica asignandole una distribucién de densidad a priori 7(6).
Las distribuciones a priori se clasifican en conjugadas y no informativas.

2.2.1. Distribucién a priori no informativa

En ocasiones se intentard utilizar la estadistica bayesiana aun cuando no se posea
informacién previa o se posea poca. En estos casos es necesario utilizar una distribucion
a priori no informativa, la cual es una funcién que no contiene informacién, o posee poca,
acerca de 6.

Una forma de obtener tal informacion a priori es mediante el principio de la razén
insuficiente, el cual enuncia lo siguiente: “Si no se sabe nada sobre el espacio parametral
O, entonces no hay razon alguna para asignarle una probabilidad mas alta a algunos de
estos sucesos inciertos”.

Supoéngase que el pardmetro de interés es la media 6 de una normal, asi el espacio
paramétrico es (—oo, 00). Si se desea asignar una distribucién a priori no informativa, el
principio de la razén insuficiente llevaria asignar igual peso a todos los posibles valores
de 6. Desafortunadamente, si se elige w(f) = ¢ > 0, entonces 7 tiene infinita masa (i.e
[ (0)dd = c0). El valor de ¢ no es relevante asi que normalmente se utiliza ¢=1, as{ 7(6) =
1. Frecuentemente ésta es la a priori usada, y es llamada la densidad no informativa natural,
la cual es una a priori impropia'. Un problema més grave que el de tener masa infinita es el
de la falta de invarianza ante reparametrizaciones. Esto se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1 Sea 6 la proporcion de individuos con cierta caracteristica, entonces la dis-
tribucién a priori inicial no informativa por el principio de la razén insuficiente sera:

1 0<f<1
P(0) =
0 d.o.f.
Supéngase ahora que el interés estd puesto sobre ¢ = —log(#). Resulta obvio que si no se

tiene informacién sobre 6, tampoco se tiene sobre ¢, en este caso, bajo el principio de la
razon insuficiente se deberia asignar la distribucién

) e 0<p<x
d)(@)_{o dof.

1Se conoce como a priori impropia a aquella que tiene masa infinita.
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Por otro lado, la distribucién para ¢ inducida por P(#), usando el teorema de la transfor-
macién[11] es

exp(—p) 0<p<oo
P*(SO):{ 0 d.o.f

La cual es claramente informativa y por lo tanto diferente a P(y), a este tipo de problema
se le conoce como falta de invarianza.

Principio de invarianza (Regla de Jeffreys)

La carencia de invarianza de la a priori derivada del principio de la razén insuficiente, ha
conducido a la busqueda de a priori iniciales no informativas, las cuales sean invariantes
ante transformaciones del pardmetro, ya que por ejemplo, Jeffreys dice[6]: “Cualquier
parametrizacion arbitraria del modelo debe de llevar a los mismos resultados”. Se han
dado muchas sugerencias para resolver este problema. El método mas usado es el de
Jeffreys (1961), pero antes de mencionarlo se dard la siguiente definicién.

Definicién 2.1 Dadas dos funciones h(x) y f(x), decimos que h(x) es proporcional a
f(x), y se escribe

h(z) o f(x)

si y solo si existe una constante k € R, la cual no depende de z, tal que

h(z) = kf(x).

Sea X una variable aleatoria con f.d.p. P(z|f) y 6§ € R. Basdndose en la nocién de
invarianza, Jeffreys propuso tomar la distribucién inicial no informativa para el parametro
f como

m(0) o I(0)2,

donde I(6) es la informacién esperada de Fisher dada por:

0logf(X|0
1(0) = —Exy [9;;2 | )]. (2.1)
Si 0= (b1,...,0,)" es un vector, Jeffreys propone usar
m(0) o {det[I(6)]}, (22)

donde I(6) es la matriz (de p x p) de informacién esperada de Fisher bajo condiciones de
regularidad, con elemento (i, j)

2
1(0)i; = —Ep 89?&@-l09f(X|9) :

La idea intuitiva de basarse en la informacién de Fisher es que I() se interpreta general-
mente como un indicador de informacién provista por el modelo (o por las observaciones)
acerca del parametro 0. Ademads parece razonable suponer que los valores de 6 para los
cuales det[/(0)] es grande deben ser mas probables bajo una distribucién inicial no in-
formativa. Dicho de otra manera, favorecer los valores de 6 para los cuales det[I(0)] es
grande, es equivalente a minimizar la influencia de la distribucién inicial y por lo tanto
esta serd lo més no informativa posible.
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Ejemplo 2.2 Sea X ~ Pn(\) es decir

xT

f(a:|)\):%exp(—)\), A>0,2=0,1,2,...

Calcule la distribucién a priori de A usando el criterio de Jeffreys.
Primero se obtiene

2 (6] x
w - el

= fo z|A) W 1ogf<x|A)

o A7 02 1
= —Zﬁexp( )8)\2[log( )+ zlog A — A

T

> )\xfl
_ -1 _
= A exp(=)\) ; T

OO)\I

_ -1
= A exp(—)\)zox‘

= Mlexp(=N)exp(\) = A7L.

Luego la distribucién a priori de Jeffreys es:

m(\) oc A2, (2.3)

2.2.2. Distribucién a priori conjugada

En general, dada una funcién de densidad f(z|f) y una distribucién a priori 7(6),
serd necesario calcular la distribucion a posteriori

uOICO
") = @)

lo cudl no es ficil por la integral involucrada, por lo que se necesita escoger a 7(6) de
tal manera que facilite la tratabilidad de la integral. Ademas, el teorema de Bayes (2.5)
se puede expresar como m(f|x) o f(x|@)w(0) y asi se puede garantizar que tanto m(0|x)
como 7(6) pertenecen a la misma familia general de funciones matematicas, siempre y
cuando se escoja a m(#) con la misma estructura que f(x|6). Es por ello, que se habla de
una familia a priori que asegura la tratabilidad y facil interpretaciéon de esa integral, lo
cual motiva a la siguiente definicion.

10
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Definicién 2.2 Sea la clase F' de funciones de densidad f(x|6), una clase p de distribu-
ciones a priori se dice que es una familia conjugada para F si 7(6|z) estd en la clase de p,
paratoda f € Fymenp.

Frecuentemente para una clase de densidades F', una familia conjugada puede ser determi-
nada examinando la funcién de verosimilitud f(x|#). Entonces la familia conjugada puede
ser escogida como la clase de distribuciones con la misma estructura funcional. A esta cla-
se de familia de conjugada se le conoce con el nombre de distribucién a priori conjugada
natural.

Ejemplo 2.3 Sea X = (X1, ..., X») una muestra aleatoria con distribucién Poisson. En-

tonces
es decir,
0% —0
flail0) = %, 6>0
Ti:
y

satp = [ [ eBl0] — 07 esplat)

=1
F(z]0) oc 0T~V oxp(—nf)

con X =531",X,.
Aqui F es la clase de todas las densidades. Obsérvese que la funcién de verosimilitud
de tales densidades se parece a una densidad gamma.
ﬁa

Ga(fla, B) = F(a)ea—l exp(—/36).

Dado que el dominio de la densidad gamma es # > 0, una posible familia de distribuciones
a priori es la clase de distribuciones gamma. Se asume que 0 ~ Ga(a, 3) y se observa que

0" exp(—nf) [
[lis 2! (e
Bt exp[—(n + B)0]
I'(e) [Ty !
o grreLlexpl—(n + B)4).

m(0T) o f(Z]0)m(0) =

El factor que envuelve a 6 en esta ultima expresién es claramente reconocida como una
distribucién Ga(nz + «,n + [3), entonces, la distribucién a posteriori es una distribucién
gamma. Por lo tanto, se tiene que la clase de distribuciones gamma es verdaderamente
una familia conjugada (natural) de F.

11



CAPITULO 2. CONCEPTOS DE ESTADISTICA BAYESIANA
2.3. DISTRIBUCION A POSTERIORI

2.3. Distribucién a posteriori

La distribucién a posteriori de § dado =z, donde 0 € ©, serd denotada por 7(6|z).
Notese que por la ley multiplicativa, § y x tienen distribuciéon conjunta dada por:

h(z,0) = m(0)f(x]0)
y x, tiene densidad
_ /@ F(x]0)7(6)d8, (2.4)
sim(xz) #0

es decir (0)f( |9)
R ¥ EDE

A esta férmula se le conoce como el teorema de Bayes. Y de esta férmula obtenemos
la siguiente observacion:

(2.5)

(0]z) = ( ) (x]@) s (0lz) o 7(0)f(x]0). (2.6)
f@ )7 (0)d
Recuérdese que la distribucién a priori refleja la creencia antes de la experimentacion,
de forma similar la distribucién a posteriori m(0|x) refleja la creencia actual de 6 después
de observar la muestra z.
Para determinar la distribucién a posteriori, es de gran ayuda utilizar el término de
suficiencia. De hecho si S(X) es un estadistico suficiente para 6 con densidad g(s(z)|0) el
siguiente resultado puede ser establecido:

Lema 2.1 Dada una m.a. X = (Xy,...,X,) con X; ~ f(z;|0), 6 ~ =(6). Ademés S =
S(X) un estadistico suficiente para 6 (esto es, f(Z|0) = h(Z) g(s(Z)]6), i.c. S(X) ~ g(Z|9)),

entonces se tiene que:
n(6l7) =
= m(0]s). (2.7)

Demostracion

m(0)7) =

12



CAPITULO 2. CONCEPTOS DE ESTADISTICA BAYESIANA
2.3. DISTRIBUCION A POSTERIORI

Ejemplo 2.4 Supéngase que X ~ N(6,02) donde 6 es desconocido y o es conocido.
También que 7(6) es una N(u,72), con pardmetros conocidos, entonces usando la ecuacién
(2.4) tenemos que

h(z,0) = 7(0)f(z]0) = 2707) " exp { - % [(9 ;2“)2 I G 9)2} }

para encontrar m(z), note que definiendo

y completando cuadrados se tiene que

o] < (e By 2 (445
ae

o
1 2( x 1/ p? a2
= pl-Z{E+S5 )0+ 5+
2 p<7’2+02 ]+2<72+02
1 1/ u z\1*? 1 W z\? 1 w22
- 9f _p<7'2+02>} _2p<7'2+02> TolmE Tt
1 1 z\1? z)?
= Zp|f0—- %+7 + (,u2 )2
2 p\712 o 2(02 +72)

Por tanto
h(x,0) = (2n07) ") exp{ - ;p[@ - ;(:; + ;)]Q} exp [— M]

o] —z 2
m(x) = /_ h(z,0)d0 = (27p)~?(o7) " exp [ 2%1;24_7)_2)]

Y de esto se sigue que

o=t = () "o { i (52N

De la ecuacién de arriba se obtiene que la distribucién marginal de X es N (u, (72 + 02))
y la distribucién a posteriori de § dado = es N (u(z),p~!) donde

we) = (B o+ 2) = S e T )

LR v = —
o\ 72" 52 24 2t T e o2 + 12

Como un ejemplo concreto, considerese la situacién en la que a un nino se le aplica una
prueba de inteligencia. Supéngase que el resultado de esta prueba, X, es una N(6,100),
donde 6 es el verdadero IQ del nino (en otras palabras, si al nino se le aplicaran un
numero considerable de similares e independientes pruebas, la calificacién promedio sera ).
Astimase que 6 ~ N(100, 225).

13



CAPITULO 2. CONCEPTOS DE ESTADISTICA BAYESIANA
2.3. DISTRIBUCION A POSTERIORI

Usando los resultados anteriores, se sigue que la distribucién marginal de X es
N (100, 325), mientras que la distribucién a posteriori de 6 dado = es normal con media

(100)(100) + 2(225) _ 400 + 9z
100 4 225 13

px) =

y varianza

100 * 225 900

-1

= — = — =69.23
100 + 225 13 ’

por tanto, si la puntuacién del nino es de 115 en la prueba, su verdadero IQ tiene una
distribucién a posteriori N(110.39,69.23).

Ejemplo 2.5 Continuacién del ejemplo 2.4. Considérese nuevamente el ejemplo 2.4,
con funcion de densidad y a priori normal. Pero ahora la muestra aleatoria es de tamano
n, es decir X = (X1,...,Xp), dado que S(X) = S = X es suficiente para 6, entonces se
tiene que 7(6|%) = 7(6|T). Pero como f(Z|0) = N(0,0%/n) = g(s]0), y del lema (2.7) se
tiene que,

m(07) = 7(0[7)

- (o
- n(o

Asi la distribucion a posteriori para 6 es :

(e?/n)u+ 12T (0%/n)T?
(02/n) + 12 7((IQ/n)—i-TQ>
0'2M + nr’T o272
o2 +nt?2 o2 +n7’2>'

2 2.2

az;H—an o°T (2.8)
o24+nr?2 o024 nr2) '

7(0)7) = N<9
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Capitulo 3
Inferencia bayesiana

Los problemas de inferencia bayesiana pueden ser tratados facilmente usando la si-
guiente idea: Dado que la distribucion a posteriori contiene toda la informacién acerca de
#, entonces cualquier inferencia del mismo deberia de ser hecha en base a ésta distribucién.

3.1. Estimaciéon puntual

La técnica mas comun para estimar 6, es tomar el valor § como aquel que maximiza
la funcién de densidad a posteriori.

Definicion 3.1 La probabilidad maxima generalizada estimada de 6 es la moda mas
grande, 0, de 7(0|x) (i.e., el valor § que maximiza a w(f|z), considerada como una funcién

de #). Obviamente 6 tiene la interpretacién de ser el valor més parecido a 6, dada la funcién
de densidad a priori y la muestra X.

Ejemplo 3.1 Continuacién del ejemplo 2.4. Cuando f y 7 son densidades normales,
la densidad a posteriori es una N(u(z),p~!). Una densidad normal alcanza su maximo
valor en su media, asi la probabilidad méxima generalizada estimada de 6 es:

- a2 2

0= = .
() o2+ 712 + o2+ 72

Ejemplo 3.2 Supdngase que

f(]0) = exp{—(z — 0)}(g,00) (%)

m(0) = {m(1+6%)}7",

entonces
exp{—(z — 0)}(g,00) ()
m(x)(1+ 0%)m

w(0lx) =

Si 6 > x, entonces I(y o) () = 0y 7(0|z) = 0, para este caso no vale la pena encontrar
un estimador. Por otro lado si 6 < x, se necesita considerar
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CAPITULO 3. INFERENCIA BAYESIANA
3.1. ESTIMACION PUNTUAL

drm(6|z) exp(—x) [exp(ﬁ) 2 exp(ﬁ)]
do m(z)r [14602 (1+6%)2
exp(—x) [exp(ﬁ) + exp(60)0% — 20 exp(é’)]
m(z)mT (1+62)2
exp(—z) exp(6) [1 + 6% — 26]
m(x)m (1+62%)2
s [0 1) |
m(z)mw (1462)2]°

Y como esta derivada siempre es positiva, 7(6|z) es creciente para § < x. De aqui se
sigue que m(f|z) se maximiza en 6 = x, el cual es la probabilidad méxima generalizada
estimada de 6.

Otros estimadores bayesianos comunes de € son la media y la mediana de m(6|z).

3.1.1. Error de estimacién

Cuando se presenta un estimador estadistico, usualmente es necesario indicar la pre-
sicién de dicha estimacién. La medida usual de la presicién de la estimacién (en una
dimension) es la varianza a posteriori de la estimacion, la cual se define como:

Definicién 3.2 Si  es un parametro de valor real con distribucién a posteriori w(6|z), y
0 es el estimador de #, entonces la varianza a posteriori de ¢ es

Vi (z) = ETO[(0 - 6)°].
Cuando § es la media a posteriori
5= u(x) = B(0)

entonces V™ = V{" y simplemte se le llamara varianza a posteriori. La desviacién estan-
o — ~ .
dar a posteriori es \/V7(z). Es costumbre usar /V{" como la desviacién estandar de la

estimacién 4.

Para propédsitos de calculos, es 1til usar la siguiente férmula:
Vgr — E7r(6|x) |:(9 o 5)2:|
2
= B|(0-wr@)+ i) -0) |

_ EKe—mu))Q] wE2(0- @) (@) - 8) |+ 2| (w) - 5)2]

= V@) +2(50) = 0) (B0) - 7)) + (1) - 6)2
2

= V™(x)+ <m(x)—5) . (3.1)

16



CAPITULO 3. INFERENCIA BAYESIANA
3.2. CONJUNTOS CREIBLES

Obsérvese que de (3.1) la media a posteriori 7 (), minimiza V" (x) (sobre todas las delta),
y por tanto es la estimacién con error estandar mas pequeno. Por esta razén, es costumbre
usar u”(x) para estimar 6 y reportar \/V™(z) como el error estandar.

Ejemplo 3.3 Continuacién del ejemplo 2.4. Es claro que

0.27_2

Viz)=p = ———
@ ===
por tanto, en el ejemplo de la prueba de inteligencia, el nino con x = 115 podria estimarse
que tiene un IQ de p™(115) = 110.39, con un error estandar

VVT(115) = v69.23 = 8.32

3.1.2. Estimacion multivariada

La estimacién bayesiana de un vector (1, ...,0,)" es también relativamente facil de
obtener. La pobabilidad méxima generalizada estimada (la moda a posteriori) es a me-
nudo una razonable estimacién, aunque la existencia y la unicidad no siempre se puede
garantizar en el caso multivariado.

La media a posteriori p™(z) = (uf(z),...,p5(x))" = E™OI?)[4] es una estimacién
bayesiana muy atractiva, y la presiciéon puede ser descrita por la matriz de covarianzas a

posteriorl V() = B0 [(9 — u’r(x)> (9 B “W(x)> t] '

Para esta instancia, el error de estimacion estandar de u] (x) de 6; serfa /V.7(x) donde
V7 (z) es el elemento (4,7) de V7 (x). El andlogo de (3.1), para una estimacién general ¢
de 0, es

vy = Er0) [(9 —6)(0 — 5)t]

= V™(x)+ <m(x) - 5) (M”(m) - 5>t.

Otra vez es claro que la media a posteriori minimiza VJ.

3.2. Conjuntos creibles

Otro método comun de la inferencia clasica son los intervalos de confianza para 6.
La estimacién analoga en estadistica bayesiana son los conjuntos creibles, definidos de la
siguiente manera:

Definicién 3.3 Un conjunto creible C' de © al 100(1 — «) % es aquel que:

fc m(0|x)df  caso continuo.
1—a < P(Cl) =
> occ ™(0|z) caso discreto.
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CAPITULO 3. INFERENCIA BAYESIANA
3.2. CONJUNTOS CREIBLES

Como la distribucién a posteriori es la distribucién actual de 6 asi se puede hablar de
la probabilidad de 8 € C . Este es un claro contraste con los métodos clasicos de intervalos
de confianza, los cuales solo pueden ser interpretados en términos de una probabilidad de
cobertura (la probabilidad de que la variable aleatoria X este en tal intervalo de confianza
C(X)). Para la eleccién de los conjuntos crefbles para 6, es comun elegir aquel cuya
longitud sea minima. Para hacer esto, se necesita incluir los puntos con mayor probabilidad
a posteriori, es decir los valores mas probables de 6.

Definicién 3.4 Un conjunto creible de méxima densidad a posteriori (HPD por sus siglas
en inglés Highest Posterior Density) para 6 al 100(1 — a)) % (el conjunto HPD mantiene la
mas alta densidad a posteriori), es un subconjunto C' de © de la forma:

C={0co:70|x) > k(a)}
donde k() es la constante mas grande tal que
P(Clz) >1—a.

Ejemplo 3.4 Continuacién del ejemplo 2.4. Como la densidad a posteriori de 6 dada
x es N(u(z),p™t) la cual es unimodal y simétrica cerca de u(z), entonces, el conjunto
creible HPD al 100(1 — «) %, estd dado por

C = <u(az) + z(i)p‘m ) — Z(;é)p_lﬂ)’

donde z(«) es el a-cuantil de una N (0, 1).

En el ejemplo del 1Q, cuando el ninio obtenia una puntuaciéon de 115 en la prueba
de inteligencia, tenfa como distribucién a posteriori N(110.39,69.23) para 6, luego un
conjunto creible HPD al 95 % para 6 es

(110.39 + (—1.96)(69.23)"/2,110.39 + (1.96)(69.23)1/2> = (94.08, 126.70).

Por otro lado un intervalo de confianza (clasico) al 95 % para 6 seria :

<115 — (1.96)(10), 115+ (1.96)(10)) = (95.4,134.6)
el cual tiene una longitud mayor al que se calculé bayesianamente.

Los conjuntos creibles bayesianos son usualmente mas faciles de calcular que sus con-
trapartes cldsicas, particularmente cuando no existen los estadisticos suficientes. La idea
general detras del cdlculo de los conjuntos creibles HPD, cuando m(f|z) es continua en 6,
se puede implementar en un programa a través de las siguientes lineas:

1. Crear una subrutina la cual, dado k, encuentre todas las soluciones a la ecuacién
w(0|z) = k. El conjunto C(k) = {6 : w(0|x) > k}, puede ser ficilmente calculado a
partir de esas soluciones. Por ejemplo, si © es un intervalo infinito en R, y solo tiene
dos soluciones, 0; (k) y 62(k), entonces

C(k) = (61(k),02(k)).
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2. Crear una subrutina la cual calcule

zﬂ*ﬂxucxk)>::/2“0ﬂ(apgda

3. Ahora solo hay que resolver numéricamente la ecuacién
PTOD(C(k) =1—a
llamando las subrutinas 1 y 2, variando k£ adecuadamente.

En ocasiones puede pasar que el conjunto creible HPD sea la unién de intervalos
disjuntos, pero en estas situaciones se toma el conjunto creible HPD como un conjunto
convexo, por las siguientes razones:

1. Los intervalos disjuntos aparecen cuando existe un choque en la informacién, esto
es, la a priori dice una cosa mientras que los datos dicen otra.

2. Las a priori conjugadas son a menudo unimodales y también sus a posteriori, y por
tanto se pretende cubrir los choques de informacién (mencionados anteriormente).

Para 6 multivariado, la definicién de conjunto creible HPD se sigue manteniendo.

3.2.1. Diferencias entre los conjuntos creibles y los intervalos de con-
fianza

» En la teorfa bayesiana un intervalo creible C' al (1 — «)100% tiene el siguiente
significado:

-La probabilidad de que 6 este en C' dados los datos observados es al menos (1 — «).

» En la teorfa cldsica un intervalo de confianza al (1 — «)100% tiene el siguiente
significado:

-Si se pudiera recalcular C para una gran base de datos de conjuntos de muestras
aleatorias X, cerca del (1 — «)100 % de ellos cubrirfan el valor real de 6.

Es claro ver que un conjunto creible da la certeza de que dada esa muestra aleatoria tal
conjunto contendria al pardametro desconocido € con al menos una probabilidad 1 — «,
mientras que el intervalo de confianza dice que si generas 100 conjuntos de muestras
aleatorias, y calculas el intervalo de confianza para cada caso (los cuales no tienen que
ser necesariamente iguales), al menos (1 — «)100 cubririan a . La desventaja principal
que tiene los intervalos de confianza clasicos es que no siempre se pueden generar tantas
muestras aleatorias.

3.3. Contraste de hipdtesis

El contraste de hipétesis constituye una técnica inferencial cuyo objetivo es compro-
bar la plausibidad de dos hipétesis estadisticas contrapuestas mediante la formulacion e
interpretacion de una regla de decision.
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Desde el enfoque clasico o frecuentista esta regla de decisién esta basada en las carac-
teristicas del estadistico de contraste, en las de su distribuciéon muestral, y la evaluacién
de las hipdtesis se realiza en términos de las probabilidades de dos tipos de error. Estas
probabilidades de error representan la “casualidad”de que se observe una muestra para
la cual el contraste acepte la hipotesis errénea. Desde el enfoque bayesiano la tarea de
evaluacién de las hipdtesis resulta conceptualmente maés sencilla. La regla de decisién se
basa en el calculo de las probabilidades a posteriori de las hipdtesis contrastadas y su
evaluacién depende de los resultados obtenidos. La ventaja de este ultimo analisis es que
dichas probabilidades a posteriori son las verdaderas (subjetivas) probabilidades de las
hipétesis que reflejan los datos observados y la distribucién a priori.

Aunque las probabilidades a posteriori de las hipétesis son las principales medidas en
los problemas de constraste, en este capitulo se define, entre otros, un concepto de gran
interés: el factor de Bayes.

Ademas se abordaran, desde la perspectiva bayesiana, la resolucién de varios tipos de
contrastes cuyas hipotesis se refieren a pardmetros de distribucién.

Sea {f(x,0),0 € ©} una familia de funciones de densidad, © C R. Supdéngase que se
desea contrastar la hipdtesis

Hy:0 €0 frente a Hy : 0 € O1.

Desde la perspectiva bayesiana, para contrastes de hipétesis se seleccionarian las distri-
buciones a priori m; = w(0;), 7 = 0,1, y se calcularian las probabilidades a posteriori
a; = 7(0;|x), i = 0,1, para los pardmetros de las hipdtesis nula, Hy, y la hipdtesis alter-
nativa, Hj, respectivamente. La tarea de decidir entre ambas hipotesis depende de dichos
resultados.

Definicién 3.5 Se denomina razén a priori de Hy respecto de Hy al cociente mp /71 donde
m; = m(©;), y andlogamente, se denomina razén a posteriori al cociente o/ con o =
m(0;]z). Ademds

razon a posteriori  ag/a;  apm

B = = =
razén a priori mo/m1 aimp

es denominado factor de Bayes a favor de Q.

Aunque el problema anterior de contraste de hipdtesis se ha enunciado mediante un
lenguaje bayesiano estandar, la mayoria de las personas trabajan mejor con razones que con
probabilidades, por lo que a menudo resulta conveniente resumir la evidencia del contraste
en términos de su razén a posteriori (concluir que ag/a; = 10 claramente conduce a que
la hipdtesis nula es 10 veces méas probable de ser cierta que la hipétesis alternativa). En
ocasiones el factor de Bayes puede ser interpretado como “la razén dada por los datos
para Hy respecto de H7”. Esta interesante interpretacion es, claramente, valida cuando
las hipétesis en estudio son simples.

Sea © = {fy,0,}, X una variable aleatoria con funcién de densidad f(z|f) y se desean
contrastar las hipétesis Hy : § = 0y y H; : 0 = 01 respectivamente. En este caso,

mof (z(00)

o = 7['(90|'CC) = 7-(-Of(x|90) + 7"'1,}[‘(1"’6’1)
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71 f(x|6h)
mo f(z|00) + m1f(x|61)

ag _ mof(z]0o)

aq T f (CE | 91)
aomr  f(x]0o)
a7 f($|91) '

En otras palabras, B representa la razon de verosimilitudes de la hipdtesis nula Hy
respecto de la alternativa H;. Este cociente se interpreta comtinmente, incluso por muchos
no bayesianos[1], como la razén que arrojan los datos para Hy respecto de H;. En general,
el factor de Bayes dependera de la distribucién a priori inicial por lo que sera conveniente
escribirla como:

ay =7(01|x) =

B =

Wogo(e) sife @0
m(0) =
ngl(e) sife @1

donde gp y g1 son densidades (propias) que describen como la masa a priori se extiende
sobre las hipétesis. Entonces, si definimos dF9?)(9) = ¢(#)df se tiene que

o Jo, AF™O1)(6)
(){1 f@ Fﬂ’(e‘l‘) )

Jo, f(x|0)modF(0)/
N o, f(x]0)mdF91(0)/

0

71'Of@(, (x|0)dF(6)
)’

(
=m0y, J@lf)dF(

y por la definicién del factor de Bayes se tiene

Jo, f(@|0)dF* (6)
Jo, f(x|0)dF9 ()’

que representa la razén de verosimilitudes “ponderadas” (por go y g1) de ©¢ respecto a ;.
Como consecuencia de la introduccién de las densidades gg y g1, B no podré interpretarse,
en general, como una medida que depende solamente de los datos (esto sélo ocurrird cuando
la eleccién de tales densidades no influya en B).

B:

(3.2)

Ejemplo 3.5 Continuaciéon del ejemplo 2.4. Supénganse que se desea contrastar la
hipdtesis
Hy : 0 <100 contra Hy : 6 > 100.

También supdéngase que la puntuaciéon del nino fue de 115. Como 7(f|z) =
N(110.39,69.23), se tiene que:

ap =m(0 <100|z) = .106 y aq = w(0 > 100|z) = .894

20 _1/8.44
]
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Es decir H; es 8.44 veces mas probable que Hy. Ademaés puesto que la distribucion a priori
es N(100,225), se tiene que:

o =m(0 < 100) =.5, m = w(f > 100) = .5
Por tanto el factor de Bayes es:

[e70y/n]
B pu—

=1/8.44

Q170
Es decir, la puntuaciéon dada por los datos para Hj frente Hy es 8.44. A vista de este
resultado se podria concluir que el coeficiente intelectual del individuo en estudio es mayor
o igual al de la media poblacional, o lo que es lo mismo se rechazaria H.

Es interesante notar que no es conveniente el uso de distribuciones a priori impropias
en problemas de contraste de hipdtesis. Supdngase que se toma una distribucién a priori
impropia

() = Cogo(e) sife @0
Clgl(e) sife @1,

donde gy y g1 son funciones cuya integral diverge por lo que las constantes normalizadoras
¢; , 1= 0,1, no estan determinadas. En este caso las probabilidades a priori 7;, i = 0,1,
seran infinitas por lo que la razén a priori my /7 no estara definida y el factor Bayes sera de
la forma (3.2)

o fo, Fl0)IF (0)
B= T, Talf)drn (@) (3.3)

el cual estéd definido salvo la constante (co/c1), que es arbitraria.

3.3.1. Contraste de hipétesis unilateral

Sea {f(x,0),0 € ©} una familia de funciones de densidad, ©® C R. El contraste de
hipdtesis unilateral serd de la forma

Hy : 0 <6y frente Hy : 0 > 0y,

o su dual

Hy : 60 > 0y frente Hy : 0 < 6.

Desde el punto de vista bayesiano este tipo de contraste no presenta ninguna carac-
teristica especial, sin embargo, representa una de las pocas situaciones de contraste en las
que el enfoque clasico, en particular el uso del P-valor, tiene justificaciéon bayesiana.

Considérese el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.6 Sea X una v.a. con distribucién N (6, 02), con o2 conocida, y considérese la

distribucién a priori no informativa uniforme, 7w(6) = 1. Supéngase que se desea realizar
el contraste:
Hy: 0 <0y frente Hy : 0 > 0.
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En este caso se tiene que

h(z,0) = =(0)f(x]0) = f(z|0)
m(zx) = /_00 f(x|0)do = (2m) "2 (07 1) /OO exp [(;”020)2] =1

—00

T —(z — 0)?
m(flx) = };(1(;:9)) = 2 Vo L exp [(2029)]

Por lo tanto la distribucién a posteriori de § dado z es una N(x,02). Tipificando este
resultado se tiene que

g = 71'(0 < 90’1‘) = (I)((@() —w)/a),

donde @ es la funcién de distribucién acomulada de una N (0, 1).

Desde el enfoque cldsico el P-valor contra Hy es la probabilidad, cuando 6 = 06y,
de observar un X “més extremo”que el dato observado z. Y puesto que X ~ N(6,0?)
tipificando el resultado, el P-valor sera

P-valor = P(X > z) =1—®((z — 6p)/0).

Como consecuencia de la simetria de la distribucién normal, se sigue que «q es igual al
P-valor contra Hy. Véase pues, que en este caso los resultados obtenidos mediante ambas
inferencias coindiden, lo cual es realmente positivo.

El uso de la distribucién a priori uniforme en el ejemplo puede parecer a primera
vista desconcertante, ya que al ser impropia otorga masa infinita a cada hipétesis, y poco
conveniente pues en este caso el factor Bayes es de la forma (3.3) definido salvo una
constante multiplicativa.

No obstante, en este caso es posible justificar su uso como una distribucién a priori
no informativa cuando se pretende expresar la idea de que se tiene poco conocimiento a
priori sobre el pardmetro en estudio. Ademds, en gran nimero de contrastes de este tipo
la distribucion a priori por defecto da lugar a resultados en los que la probabilidades a
posteriori son similares a los P-valores.

Sin embargo, no siempre se obtienen estos resultados en todos los problemas de con-
traste de hipétesis unilateral. Por ejemplo, el contraste

Hy:0=0 (Hp:0<6<e) contra Hy:0>0(6Hy:0>¢)

es unilateral y los P-valores como las probabilidades a posteriori tienden a ser diferentes|1].

3.3.2. Contraste de hipdétesis nula puntual

Sea {f(z,0),0 € ©} una familia de funciones de densidad, © C R. Es muy comun en
la estadistica clasica plantear contrastes de la forma

Hy : 0 = 0 frente Hy : 0 # 0,

estos constrastes se denominan de hipdtesis nula puntual. Como se verd a lo largo de esta
subseccion, este tipo de contrastes son muy interesantes, en parte porque desde la pers-
pectiva bayesiana contienen algunas caracteristicas nuevas, pero principalmente porque
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las respuestas bayesianas difieren radicalmente de las respuestas clésicas, lo que pone de
manifiesto un grave conflicto entre ambas inferencias.

Antes de discutir estas cuestiones, hay que contemplar otros aspectos relativos a la
naturaleza de este tipo de contraste. En primer lugar, este contraste se plantea comtinmente
en situaciones inapropiadas, pues nunca se dara el caso en el que se abrigue seriamente la
posibilidad de que 6 = 0y exactamente. Una hipdtesis nula més razonable serd Hy : 0 €
(6p—b,6p+b), donde b > 0 es una constante elegida de tal manera que todo § € ©¢ pueda
considerarse indistinguible de 5. Un ejemplo en el que podria presentarse esta situacién
seria el intento de analizar un producto quimico a través de la reaccién de alguna de sus
caracteristicas, 0, con otro producto quimico conocido. Por ejemplo, se podria plantear el
estudio de que el producto quimico desconocido posee una componente especifica con una
potencia de reaccion, g, con una precision b, entonces seria razonable un contraste de la
forma

Hy:0¢€ (6p—b,00+0) frente a Hy:0¢ (6p—b,6p+0b).

Por supuesto, existen muchos problemas de decisién que dan lugar a una hipdtesis nula
de la forma anterior con un b grande, en estos problemas la aproximacion por el contraste
de hipétesis nula puntual serd raramente satisfactoria. Puesto que realmente se deberia
contrastar Hy : 6 € (6p — b, 6y + b), seria necesario saber cuando es licita la aproximacién
de Hy por Hy : 0 = 6.

Desde la perspectiva bayesiana tal aproximacion resultara razonable cuando la proba-
bilidad a posteriori de Hy sea préacticamente igual en ambos contrastes. Ademds, otra
condicién importante para esta cuestion, sera que la funcién de probabilidad de las obser-
vaciones sea aproximadamente constante en (6y — b, 6y + b).

Pese a que desde la perspectiva bayesiana resultarda mucho mas sencillo tratar directa-
mente con la hipétesis referente del intervalo, que estimar la efectividad de su aproximacion
por una hipdtesis nula puntual, a continuacién se explicara el contraste de hipdtesis pun-
tual.

Es importante notar que en el contraste bayesiano de hipétesis nula puntual (Hy : 6 =
o) no es posible utilizar densidades a priori continuas pues en ese caso dichas distribuciones
a priori (al igual que las distribuciones a posteriori) otorgarian probabilidad cero a 6y. Una
aproximacion razonable sera dar a 6y una probabilidad positiva mg y a 6 # 6, la distribucién
a priori m191(0) donde m =1 — m y g1 es propia. Uno puede pensar en 7y como la masa
que se le asignaria a la hip6tesis nula real, Hy : 0 € (6y—b, 0y+Db), si no se hubiera preferido
aproximar por la hipotesis nula puntual.

Teniendo en cuenta esta puntualizacién la densidad marginal de X sera

m(x) = /f(m|9)7r(9)d9 = f(x]6p)mo + (1 — mp)m(x),

donde
ma(z) = / £(x]0)g1 (6)d6
(6#60)

es la densidad marginal de X con respecto a g;. Por lo tanto, la probabilidad a posteriori
para 0 = 0y serd

24



CAPITULO 3. INFERENCIA BAYESIANA
3.3. CONTRASTE DE HIPOTESIS

f(x]60)mo
0 — JAIPO)T0
m(tof) = ST
_ S (0o)mo
f(@]6o)mo + (1 — mo)ma ()
1—mg mi(z) |~
= |1+ 3.4
7o J(alfo) 4
Recordando que m; = 1 — mg, la razon a posteriori resulta
o  w(bolx)  mo f(x|bo)
% _ - Tolteta), (35)
ar 1—7(Olx) 7 mi(x)
por lo que el factor de Bayes para Hy frente H; sera
0
p = @), (3.6)
mi ()
Ejemplo 3.7 Sea Xi,..., X, una m.a. de una N(6,0?) donde o es conocida y se desea

contrastar

Hy : 0 =0 frente a Hy : 0 # 6.

Simplificando los calculos mediante el uso de la media muestral, X, es un estadistico
suficiente para la muestra, y se obtiene la siguiente funcién de probabilidad

Flel0) = ey - gm0 -7

2mo?

Si se supone que g; se distribuye como una N (i, 72) en 6 # 6y (normalmente p = 6y pues
a priori se considerard mas probable que esté cerca) entonces, como vimos en el ejemplo
2.4, m1 (%) tendrd una densidad N(u, 72 + 02/n), donde el punto 6 = 6y no interviene en
la integracién puesto que g; es una densidad continua. Sustituyendo los datos en (3.4) se
tiene

-1

se (e + )| exp{ = (@ g/ R+ 0m)
| |

1—mg

w(folr) = 31+~

[Qmﬂ /n} o exp [—(az — 00)%/(202 /n)}
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En el caso especial en que pu = 6 el resultado (3.4) se reduce a

@

donde

(

-1

exp { —(Z — 00)*n7?/[202 (1% + 02/n)]}

1
L+ — o e
0
[1 —i—nTZa?]
-1 -1
1.2 2 2

1 _Woexp{zz [14—0 /(nT )] }

1+ , (3.8)

o 1/2
(1 + n72/02>

2z =+/n|z — bl /o,

es el estadistico clasico utilizado para el contraste Hy : # = 6. Para calcular el factor de
Bayes, solo resta sustituir en (3.6).

1 b { n(fo — a:)Q]

———— exp | —
B — \/2ma?/n 202

1 (B — z)?
on(? +on) ¥ [ 2(r% + 02/n>]
RGN [—nQ(QO - @271 |

202(n72 + 02)

g
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Capitulo 4

Simulaciéon e integraciéon Monte
Carlo

4.1. Integraciéon Monte Carlo

En problemas de estadistica se tiene la situacién de evaluar:

/fmmﬂmw.

Laidea bésica del método de Monte Carlo consiste en escribir la integral requerida como
el valor esperado de alguna funcién con respecto a alguna distribuciéon de probabilidad.
Esto es:

h(x) = Exlf(216)] = / J(]6)x(6)db. (4.1)

Donde 6 ~ m(#). A partir de esta idea, Monte Carlo propone un conjunto de métodos
para calcular tales integrales, los cuales se clasifican como:

s Métodos directos
s Métodos indirectos

De estos dos métodos sélo se describira en la tesis el método directo, ya que este es el que
utilizard el software desarrollado.

4.1.1. Métodos directos
Muestreo directo

Uno de los métodos para evaluar la integral (4.1) es el muestreo directo. Para este
método se supone 0 ~ 7(f|z), y se busca el valor de

VzEww”:/gwmwxma (4.2)
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Entonces, se generan posibles variables aleatorias 01, ..., 0, i.i.d. de 7(f|z) (un mues-
treo) y se tiene la aproximacién de (4.2) como el promedio muestral:

y=— >_9(6:) (4.3)

que converge a E[g(f)] con probabilidad 1, cuando m — oo, segun la ley fuerte de los
grandes nimeros. A continuacién se demostrard la ley débil de los grandes niimeros y dos
teoremas auxiliares, después se enunciard la ley fuerte de los grandes ntimeros.

Teorema 4.1 (Desigualdad de Markov) Supéngase X una variable aleatoria tal que
P(X > 0) = 1. Entonces, para cualquier nimero ¢ > 0
E(X
P(X>1) < (t)
Demostracién Supodngase que X tiene una distribucién discreta cuya funcién de den-
sidad de probabilidad es f. La demostracién para una distribucién continua o un tipo de
distribucién mas general es andloga. Para una distribucién discreta

E(X)=> zf(x)=)Y af(x)+> xf(z),

T <t >t

como X probabilisticamente puede tomar tinicamente valores no negativos, todos los térmi-
nos de la suma son no negativos. Luego

E(X)>> af(x) =) tf(z) =tP(X > t).

x>t x>t

Por tanto
E(X)

. > P(X >t).

|

Teorema 4.2 ( Desigualdad de Chebyshev) Sea X una variable aleatoria para la
cual Var(X) existe. Entonces para cualquier niimero concreto € > 0

< Var(X)

— 2

P(X - B(X)| 2 9 < =~

Demostracién Sea Y = [X — E(X)]?. Entonces P(Y > 0) = 1y E(Y) = Var(X).
Aplicando a Y la desigualdad de Markov

E(Y) _ Var(X)

P(IX - E(X)|>¢) = P(Y > €) < —;

Por lo tanto
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Teorema 4.3 (Ley débil de los grandes nidmeros) Supdngase que X7, ..., X, consti-
tuyen una m.a. cuya media es p y sea X, la media muestral. Entonces

P lim X, =u.
n—oo
Esto quiere decir, la sucesiéon X7, ..., X,, de variables aleatorias converge en probabili-
dad a p si para cualquier niimero dado € > 0 ,

lim P(| X, —pu| <e) =1

n—oo

Demostraciéon Supoéngase que la distribucién de donde proviene la muestra aleatoria
tiene una media finita p y una varianza finita o2. De la desigualdad de Chebyshev, para
cualquier nimero dado € > 0

P(‘Xn —M| > 6) < VCLT( n) _ VCM‘(Q){)

€ ne
_ X
1= P(X—pl <o < Yo
ne
X _
1 Ve (%, <o)
ne

entonces
lim P(|X,, — u| <e€) =1,
n—oo

P lim X, = p.

n—oo

d

Es decir, la media muestral siempre converge en probabilidad a la media de la distribucion
de la que se selecciond la muestra aleatoria.

Teorema 4.4 (Ley fuerte de los grandes nimeros) Sea Xji,...,X,, una m.a. cuya
media es i y sea X,, la media muestral. Entonces

P(lim X, =p) = 1.
n—oo
Es decir la sucesion X7, ..., X, converge a u con probabilidad 1.

En este caso, m(f|z) es una distribucién a posteriori y 7 es la media a posteriori de
g(0). Aqui el célculo de la esperanza a posteriori solo requiere una muestra de tamano m
de la distribucién a posteriori.

Note que la calidad de la aproximacién en (4.3) mejora cuando se incrementa m, el
tamafio de la muestra generada por el método Monte Carlo (que nosotros elegimos) y se
aproxima a n, el tamano del conjunto de datos que estd tipicamente méas alld de nuestro
control. Otro contraste con los métodos asintdticos es que la estructura de (4.3) también
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nos permite evaluar su precision para cualquier m fijo. Dado que 4 es en si mismo una
media muestral de observaciones independientes, se tiene que

Var(y) = Var [; Zf;g(ei)} - W;Var{zf;g(ei)]

- %Var[g(ﬁ)] = %Var[gwn,

pero Var[g(f)] puede estimarse mediante la varianza muestral de los valores g(0;),

Varlg()] = E[(g(6) —4)?]
_ /<g<e> 5)2(0])d6

1 m
29

=1

Q

entonces el error estandar estimado de v esta dado por

m

(4.4)

»
A
&)
S~—

I
‘Q>

— 1
z:l

La simulacién Monte Carlo, proporciona un ejemplo donde la simulacién es claramente
apropiada. Note que

b
p=Pla<g(0) <ble} = / 9(0)d0 = E{g(0) Iu |},

luego un estimador de p es simplemente

nimero de 6;e(a,b)

p= ~ (4.5)

donde 0; € {01, ...,0,,|0; es una simulacién de g(é) }. Y esta integral tiene un error estdandar
dado por (4.4).

4.2. Métodos de simulaciéon Monte Carlo

4.2.1. Antecedentes

En la practica suceden procésos que evolucionan con el tiempo de una manera aleatoria.
Estos son llamados procesos estocasticos.

Definicién 4.1 Un proceso estocdstico es una familia de variables aleatorias { Xy }er
indexada por un conjunto 1" que representa el tiempo y para cada tiempo tgeT, Xy, es
el estado del proceso en el tiempo tg. A todo el conjunto de estados posibles se le llama
espacio de estados.
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Definicion 4.2 Una cadena de Markov es un tipo especial de proceso estocastico, que
se describe como sigue. En cualquier instante de tiempo ¢ dado, cuando el estado actual X}
v todos los estados previos X7, .., X;—1 del proceso son conocidos, las probabilidades de los
estados futuros X (j > t) dependen solamente del estado actual X; y no dependen de los
estados anteriores X1, ..., X;_1. Es decir, una cadena de Markov es un proceso estocastico
tal que para t = 1,2, ... y para cualquier sucesion posible de estados x1,x2, ..., T¢41,

P(Xiy1 = x| Xh =21, Xo = 9, ..., Xy = 0¢) = P(Xy1 = 241 | Xy = ).

Definicion 4.3 Una cadena de Markov para la cual existe s6lo un ntmero finito k& de
estados posibles S = {s1, ..., s;} (donde S es el espacio de estados) y en cualquier instante
de tiempo la cadena debe estar en uno de estos k estados, se conoce como cadena de
Markov finita.

Definicién 4.4 La probabilidad condicional P(X;y1 = s;|X; = s;) = p;j de que la cadena
de Markov esté en el estado s; en el instante de tiempo ¢ + 1 si estd en el estado s; en el
instante de tiempo ¢ se llama probabilidad de transicion.

Definiciéon 4.5 Una cadena de Markov tiene probabilidades de transicién estacio-
narias si, para cualquier par de estados s; y s;, existe una probabilidad de transicién p;;
tal que

P(Xt—i-l = Sj’Xt = 32‘) = Pij t = 1, 2,3,

Se denota con p;(t) a la probabilidad de que la cadena esté en el estado j al tiempo t.
Y u(t) denota el vector fila del espacio de estados de probabilidades al paso t. Se inicia la
cadena por especificacién de un vector inicial 1(0), frecuentemente todas las componentes
de 1(0) son cero excepto una que es 1, correspondiente al inicio del proceso en un estado
particular. La probabilidad de que la cadena tenga un valor en el estado s; al tiempo ¢t + 1
estd dado por la igualdad de Chapman-Kolmogorov.

Teorema 4.5 (Igualdad de Chapman-Kolmogorov) La suma sobre todas las proba-

bilidades de estar en un estado particular en el paso actual y la probabilidad de transicién
de que el estado esté en el estado s;, estan relacionadas por la férmula recursiva

pit+1) = prip(t).
k

Demostracion Para verificar la férmula se aplica la probabilidad total

pit+1) = P(Xip1 = si)
= Y P(Xyp1 = il Xy = s) P(X; = s5)

k
= ) prin(t).
k
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Sucesivas iteraciones de la igualdad de Chapman-Kolmogorov describen la evolucién de la
cadena, y se puede escribir mas compactamente en forma de matriz mediante la igualdad
de Chapman-Kolmogorov.

Definicion 4.6 La matriz de probabilidad de transicién P de una cadena de Markov, se
define como la matriz cuya entrada o componente %, j es p;;, la probabilidad de moverse
del estado i al estado j, (esto implica que las filas suman uno, > jPij = 1).

La igualdad de Chapman-Kolmogorov se reescribe como:

p(t+1) = p@)P.

Usando la forma matricial, se tiene que:

u(t) = p(t — )P = (u(t — 2)P)P = pu(t — 2)P?,

continuando, se tiene que

Definiendo para el n-ésimo paso la probabilidad de transicién pgl) como la probabilidad

de que en el n-nésimo paso, el proceso esté en el estado j dado que éste inicié en el estado
1, esto es,
P = P(Xpsn = 51X = 51,

que es justamente la componente ij-ésima de P”. La evolucién de una cadena es descrita
por sus probabilidades de transicién, P(X;11 = sj|X; = s;), lo cual puede ser un poco
complicado, dado que sus probabilidades dependen de tres cantidades ¢, j e i. Cuando las
probabilidades no dependen de ¢ (sélo de i y j) se tiene la siguiente definicién.

Definicién 4.7 La cadena {X;} es llamada homogénea si

P(Xt+1 = Sj‘Xt = Si) = P(Xl = Sj|X0 = 5@')-

Definicion 4.8 Una cadena de Markov se dice que es irreducible si existe un ntimero
(ni5)

positivo n;j, tal que P > 0 para todo i, j, esto es, todos los estados se comunican con

los otros estados.
Definicién 4.9 El periodo d(i) del estado i € S es definido por

d(i) = med{n >0: pj; >0},

el méximo comun divisor (med) del estado para el cual regresar es posible. Se le llama al
estado ¢ periddico si d(i) > 1, Y aperiddico si d(i) = 1.
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Definicion 4.10 Una cadena de Markov es aperiddica si Vie S, i es aperiédico.

Definicion 4.11 Una cadena de Markov se encuentra en una distribucién estacionaria
m*, cuando el vector de probabilidades es, en particular, un estado independientemente de
la condicién inicial. La distribucion estacionaria satisface

™ = 7*P.

Las condiciones para una distribucion estacionaria es que la cadena sea irreducible y
aperiédica. Una condicién suficiente para una unica distribucién estacionaria es que la
cadena de Markov sea reversible, esto es

PG =k = Plk—j)my

que es la condicion de reversibilidad. Para entender mas el concepto de cadena de Markov
observe el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1 Supédngase que el espacio de estados consta de tres posibilidades: lluvioso,
soleado y nublado, y que el clima sigue un proceso de Markov. Esto es, la probabilidad del
clima de manana depende del clima de hoy, y no de cualquier otro dia previo. Supéngase
ademas que la probabilidad de transicién dado que hoy esté lloviendo es:

P(manana llueva—hoy llueve) = 0.5,
P(manana soleado—hoy llueve) = 0.25,
P(manana nublado—hoy llueve) = 0.25.

La primera fila de la matriz de transicién de probabilidad es (0.5 0.25 0.25). Supdngase
que el resto de la matriz de transicién estd dada por

0.5 025 0.25
P= 0.5 0 0.5
025 0.25 0.5

Esta cadena de Markov es irreducible, pues pfj > 0 para k > 2. Ademads es ficil ver que
di)=1 i=1,2,3

con lo cual cada estado es aperidédico y por tanto la cadena de Markov es aperiddica.

Si se supone que hoy es soleado. ;Cual es la probabilidad de que el clima se encuentre
en alguno de los estados dentro de dos dias? ;Y en siete dias?. Aqui
w(0)=(0 1 0), entonces
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p(2) = p(0)P?
0.4375 0.1875 0.375
= (010)| 0375 025 0375
0.375 0.1875 0.4375
— (0.375 0.25 0.375)

w(7) = p(0)P

04 02 04
= 0 1 0 04 02 04
04 02 04

= (0.4 02 04)

Ahora si se supone que hoy esté lloviendo, entonces p(0) = (1 0 0) . La probabilidad de
que el clima se encuentre en alguno de los estados esta dado por

w2 = (04375 0.1875 0375) y (7)) = (04 02 04)

Note que después de un tiempo suficientemente largo, el clima esperado es independien-
te del valor inicial. En otras palabras la cadena ha alcanzado una distribucién estacionaria.

La idea de una cadena de Markov en estado discreto se puede generalizar para un
proceso de Markov en estado continuo, teniendo una probabilidad que satisface

/P(w,y)dy =1,

y la igualdad de Chapman-Kolomogrov esta dada por

() = / o1 (2) Pz, y)dy,

para equilibrar, la distribucién estacionaria satisface

i (y) = / 1 (2) Pz, y)dy.

Ahora se analizardn los métodos de simulacién Monte Carlo via cadenas de Markov.
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4.2.2. Motivacién

Se presenta un grave problema cuando de desea calcular

m(0)f(x|0)
Jm(0)f(x|0)do’

pues el denominador no adopta una forma funcional conocida y no se puede hacer la
evaluacion de forma analitica. Se hace necesario el tratamiento numérico, que se agrava
en muchos casos porque la dimensién del espacio paramétrico es mayor que uno, es decir,
0= (01,...,04).

Si fuera posible generar directamente muestras independientes de m(f|x) mediante
algin método aleatorio de simulacién, conduciria a la obtencién de la cantidad a posteriori
de interés. Pero en muchos casos no es posible simular directamente muestras indepen-
dientes para 7(0|z). Sin embargo, puede ser factible simular muestras con algin tipo de
dependencia, que converjan (bajo ciertas condiciones de regularidad) a la distribucién de
interés m(0|x).

Se presenta un problema al aplicar integracién Monte Carlo para obtener muestras de
la misma complejidad que la distribucién objetivo. Intentar resolver este problema es la
raiz de los métodos Monte Carlo via cadenas de Markov.

Los métodos basados en simulacion Monte Carlo mediante cadenas de Markov
(MCMC) permiten muestrear la distribucién a posteriori, siempre y cuando se conozca
la forma funcional de la distribuciéon aunque la constante de normalizacién sea descono-
cida, gracias a la construciéon de una cadena de Markov cuya distribucién estacionaria es
precisamente la distribucién a posteriori. A la distribucién a posteriori se le llama distri-
bucién objetivo.

La clave de la simulacién con cadenas de Markov es crear una cadena de Markov cuya
distribucién estacionaria es 7(6|z). Se corre la simulacién un tiempo suficientemente largo
tal que la distribucién generada en la iteracion actual sea lo suficientemente cerca de la
distribucién estacionaria. La convergencia hacia tal distribucién objetivo la proporciona
el siguiente teorema.

w(0|x) =

Teorema 4.6 Sea 01,0, ... una cadena de Markov homogénea, irreducible y aperiddica,
con espacio de estados © y distribucién de equilibrio 7 (6|z). Entonces conforme ¢ — oo

(i) 6 —2>0, donde 6~ (0))

(@) T g0 — Ela(0)]2).
=1

Un método de simulacién Monte Carlo via cadenas de Markov, mas utilizado es el
algoritmo de Metropolis-Hastings, el cual se analiza a continuacién.

4.2.3. Algoritmo de Metropolis-Hastings

El algoritmo de Metropolis-Hastings es un método Monte Carlo via cadenas de Markov
que ha sido ampliamente usado en la fisica matematica y restauraciéon de images por
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muchos afios, pero recientemente descubierto por los estadisticos. El método en su forma
mas simple lo publica Metropolis, el cual se explicarda a continuacién. Supéngase que la
verdadera distribucién a posteriori conjunta de un pardmetro 6 (posiblemente vector de
valores) tiene densidad m(f|x). Se escoge una funcién auxiliar q(6;41|6;), tal que q(-|6;) es
una funcién de densidad de probabilidad para toda 6#;, ademas es simétrica, es decir:

q(0710) = q(60107).
La funcién ¢ es llamada distribucién de densidad propuesta o candidato-

generadora. Entonces, el algoritmo de Metropolis genera una cadena de Markov como
sigue:

Entrada: Conocer la forma funcional de 7(0|x).

Dar un valor arbitrario 6 e sop*(7(6]x)), tal que m(fg|z) > 0.
T tiempo al cual se alcanza la convergencia.

q(6*]0) distribucién de densidad candidato-generadora.
Salida: (90, 91, ey Gk, )

1.- Parat =0 hasta T.

2.- Generar una observacién 6* de q(6%|6;).

3.- Generar una variable u ~ U(0, 1).

4.- Dado el punto candidato 6*, calcular

a(6*,6,) = min<7;((g:”§)) , 1).

5.- Siu < a(f*,0;), hacer 011 = 0%,
en caso contrario, hacer 6,11 = 6.

6.- Salida (90, 91, ceey Gk, )

El algoritmo anterior genera una cadena de Markov (6g, 1, ..., O, ...), donde la probabilidad
de transicién de 6, a6y; depende sélo de 6; y no de 6y, ...,0;—;. Y cuya distribucién de
transicion es

P(01+110) = a(Ot+1,0t)q(01+110:).

La cadena se aproxima a una distribucién estacionaria y las muestras del vector
(Ok+1, .-y Op1+n) son muestras de la densidad objetivo 7(6|z).

Note que la densidad a posteriori conjunta 7 es necesaria sélo en una constante de
proporcionalidad. Dado que en aplicaciones bayesianas

m(0lx) o f(x|0)w(0),

LEl soporte (sop) de una distribucién es el conjunto cerrado més pequeno cuyo complemento tiene
probabilidad cero.
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es una forma tipicamente disponible.
Hastings generaliza el algoritmo de Metropolis usando una funcién arbitraria de pro-
babilidad de transicién (candidato-generadora) y aceptando la probabilidad de un punto

candidato como
. (7(07]x)q(6:]07) )
a0, 6;) =min | ——————=1],
.0 = min (e

este es el algoritmo de Metropolis-Hastings. Si la distribuciéon propuesta es simétrica, se
recupera el algoritmo de Metropolis original.

La idea de una distribucién candidato en el algoritmo Metropolis-Hastings es muestrear
puntos candidatos de la distribucion objetivo, esto es

q(0%10) = 7(6%|z) V0.

Pero como las simulaciones se aplican a problemas que no se puede muestrear direc-
tamente de m(6*|x), entonces una buena distribucién candidato debe tener las siguientes
propiedades.

» Para cualquier 6, es facil muestrear de ¢(6*|0).

s Es facil calcular el cociente
(0" |2)q(0:]67)

m(0¢|2)q(0%(0:)

= En el algoritmo de Metropolis-Hastings se debe cumplir que sop(w(f|z)) C

U sop(a(16)).

Oesop(m(0|x))

Ejemplo 4.2 Supdngase que la distribucién a posteriori es una Ga(6|«, 3), es decir

BO(
I(a)

7(0]7) = L —6° exp(—0)

Yy que
q(0|0%) = Ex(0]0%) = 0" exp(—6*0),

entonces se tiene que
Ba sa—1 *
.| = N —0 exp(—30
el 7@ =)

w(0,]2)q(0°16r) {Pﬂ(z)etalexp(ﬁ@)]}

= (Z:)a exp[—B(0" — 6y)].

{9* exp(—&*@t)]

[et exp(—@tﬁ*)}

Ahora segun el algoritmo de Metropolis-Hastings, dado que la funcién objetivo no es
simétrica entonces
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N € Gl T Cly
ol 0) = <w(9t!f)q(9*|9t)’l>

i () el - a1.1).

Asi el algoritmo de Metropolis-Hastings queda :

Entrada: 6y es un numero aleatorio en (0,1).
1.- Para t = 0 hasta T'.

2.- Generar una observacién 6* de una Ez(0;).

3.- Generar una variable u ~ U(0, 1).

4.- Dado el punto candidato 6*, calcular

a(6*,6;) = min <(‘Z)a exp[—B(0" — 6,)], 1>.

t

5.- Siu < a(f*,0;), hacer 011 = 0%,
en caso contrario, hacer 01 = 0;.

6.- Salida (0o, 01,..., 7).
Ejemplo 4.3 Considérese la distribucién a posteriori como una Be(f|a, 3), es decir

T(a+3)

a—=1/1 _ p\B-1
Mot 7Y

m(0]F) =

y que
q(616) = U(0,1).

La cual es claramente simétrica, entonces se tiene que

a(0%,6,) = min <7;((Zt||§))1>

9* a—1 1 — g* B-1
i — —_— 1.
(@) G=a) )

Asi el algoritmo de Metropolis-Hastings queda :

Entrada: 6y es un numero aleatorio en (0,1).
1.- Para t = 0 hasta T'.

2.- Generar una observacién 6* ~ U(0,1).
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3.- Generar una variable u ~ U(0, 1).
4.- Dado el punto candidato 6*, calcular

. ) 9* a—1 1 — B* B-1
a(0,9t)—mm<<0t> (1_9t> 71>-

5.- Siu < a(f*,0;), hacer 011 = 0%,
en caso contrario, hacer 01 = 0;.

6.- Salida (69,61, ...,07).
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Capitulo 5
Software

La funcién principal que tiene ANESBA es la de realizar inferencia bayesiana, aunque
también se le ha agregado un apartado para el analisis descriptivo de los datos, especifi-
camente las funciones que realiza son las siguientes:

s Inferencia bayesiana

e Estimacién

o Puntual

o Por intervalos

e Contraste de hipdtesis
= Estadistica descriptiva

e Diagramas de caja
e Histogramas
e Célculo de cuantiles

e Calculo de la media y la varianza muestral
= Anélisis de sensibilidad

El software estd realizado en Visual Basic Net 2005, esto con la intencién de brindarle al
usuario un ambiente de trabajo visual y totalmente amigable.

5.1. Diseno e Implementacion

Las funciones principales que realiza el software se pueden presentar de forma muy
general mediante un diagrama de carpetas (5.1).

A su vez mediante el uso de un diagrama de flujo (5.2) se muestra como se interela-
cionan las funciones principales del software.

Para un mayor entendimiento del diagrama de flujo a continuacién se explicard en que
consiste cada una de las funciones en dicho diagrama.

41



CAPiTULO 5. SOFTWARE
5.1. DISENO E IMPLEMENTACION

Anesha

Inferencia Bayesiana \ Estadistica descriptiva \ Andlisis de 5en5ibilidad\

", ™
Diagramas Analisis  de
Estimacion gde caia Sensibilidad
"
., Media y varianza
muestral
Contraste de - .
Hipatesi . .
\patesE Cuantiles Histogramas
Estimacidn \
Puntual

Por intervalos

Contraste de Hipdtesis \

Puntual
AN
Unilateral
dual
Unilateral

Figura 5.1: Diagrama de carpetas.

Abrir datos

Esta funcién le permite al usuario ingresar una muestra aleatoria desde un archivo de
texto!, los datos ingresados seran cargados a la memoria del programa.

Véase el manual anexado a esta tésis.
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¥

Abrir Datos

Anzlisis da
sansibilidad

[

:

!

!

!

!

}

hostrar Funcian de Calculo de Mediz y varizanzs Dizgramsz Histogramsas
datos distribucion Cuantiles muestral de cajas
¥ ¥ + v |
A priori
O—
| A posteriori |

O

:

!

!

}

Estimacion Estimacion por Contraste Contraste Contraste
puntual intervalos puntual unilateral dual unilateral
[ | | |
x ®
hostrar
resultzdos

Mostrar datos

I

GQuardar

®

Figura 5.2: Diagrama de flujo.

Esta funcién le permite al usuario visualizar la muestra aleatoria que esté cargada en

la memoria del programa.
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Mostrar resultados

Esta funcién muestra los resultados obtenidos después de realizar cualquier funcién
que sea parte de la inferencia bayesiana o del andlisis descriptivo de los datos.
Guardar

Esta funcién permite al usuario guardar los resultados obtenidos en un archivo de
texto o una imagen (como es el caso de los diagramas de caja, histogramas y el anélisis
de sensibilidad), después de realizar cualquier funcién que sea parte de la inferencia
bayesiana o del andlisis descriptivo de los datos.

El resto de las funciones que intervienen en el diagrama de flujo, seran explicadas en
las siguientes secciones.

En cada seccién se incluird un poco de teoria e incluso algunos algoritmos desarrollados,
cuando sea necesario para mostrar la manera en que cada funcién realiza su tarea.

5.1.1. Funciones de distribucion

Las funciones de distribucién que ANESBA le permitird al usuario asignarle a los datos
seran las siguientes:

1. Bernoulli (con pardmetro desconocido 6)

2. Poisson (con pardmetro desconocido A)

3. Exponencial (con pardmetro desconocido 6)

4. Normal (con media conocida y pardmetro desconocido \)

5. Normal (con varianza conocida y pardmetro desconocido 6)

5.1.2. Funciones de distribucién a priori

Para cada funcién de distribucién el usuario podra asignarle al parametro desconocido
alguno de los siguientes tipos de funcién de distribucién a priori:

1. Distribucién a priori conjugada

2. Distribucién a priori no informativa

5.1.3. Funcion de distribucién a posteriori

Después de que el usuario ingrese la distribucién a priori del pardmetro desconocido,
esta funcion se encarga de obtener la densidad a posteriori del parametro desconocido.

Dada una observacién de una muestra aleatoria, X = (X1, X2,...,X,) donde
Xi ~ f(z;]0) (funcién de densidad) y una distribucién a priori 7(6) (conjugada o por el
método de Jeffreys), a continuacién se presenta el cédlculo de la distribucién a posteriori.
Para realizar el cdlculo de la a posteriori se usard el lema (2.7), mediante un estimador
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suficiente? S(X) = S del pardmetro y su funcién de distribucién g(s|6).
A continuacién se procederd a calcular la funcién de distribucién a priori por método
de Jeffeys y despues la a posteriori, para las funciones de densidad de distribucién usadas

por el software.

Modelo Bernoulli/Beta

Sea
flal) = om(—0)'
SX) = T=> X,
=1
g(tl0) = Bi(t|0,n),
por (2.1)
9?log f(x !
10) = 0| ZEHD] S sialo) 2 08 1 (al)
=0

_ _Zew ‘“’;9[2 (1—9)}
_ ;eme)l‘r[;((ll—_;))?}

1
N I 1—=2x
- Lra-0 5+ i)
= (-0 -0+ =1-0)" +07"
1 1 _6+1-90
T-6079 91-6)
= 60'1-6)"

Asi, utilizando (2.2)

N|=

20) « I0)=051-0)% o Be<e|;,;).

?La demostracién de que cada estadistico que se tomara a continuacién es suficiente puede verse en [11].
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Ahora se calculard la a posteriori usando el lema (2.7)

m(0]F) o w(0)g(t]0)

Modelo Poisson/Gamma

Dada
A) = AT A
Fld) = exp(=)
SX) = T=> X,

por la ecuacion (2.3)
() o ATz,

luego usando el lema (2.7) la a posteriori queda como

(=nA)

TNE) o 7(\g(t]N) o (A-%)[eXpﬂ (n)\)t] o« A3 exp(—n))

= A+l exp(—n)
1
X Ga()\’t+2,n>.

r(\Z) = Ga()\‘t—ir ;n>
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Modelo Exponencial/Gamma
Supéngase que

f(zi|0) = 6 exp(—0z)

3 —

—_

i=

g(tl0) = Ga(tn,0),

asi

2O X
1) = 1810

= —/Oo f(mlﬂ);;{ log [f(fleﬂ}dx
- / Bexp( Qx{ ;QIOg[eeXp( Gx)]}dx

8?
- —/0 6 exp(—0 )692(log0 ¢9x>da:

*° fexp(—0bx)
0

= 9_1/ exp(—0z)dz = 071071
0
= 02

entonces por la ecuacion (2.2)

luego usando el lema (2.7)

m(0|Z) o 7(0)Ga(tIn,H)
I'(n)

o« " Lexp(—6t)

o Ga(f]n, ).

— g1

7(0|%) = Ga(0|n,t).

Modelo Normal ( varianza conocida )/Normal

Sea )
1 1/x—06
F(ail6) = 2mzexp[—2( : )}
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nétese que

log f(z]6) = log <\/21r7> - ;(x_9>2
dlog f(z6)

o
B l z—0
00 o o

*log f(xl0) 1
062 o
02 log f(x]0) 1
luego por (2.2) se tiene que

1
(0) o [1(0))7 =~
o
o 1.
Asi
OF) o FEOR0) = — e [ LS e>2]
g )= —=—exp| — 7= i
(2m)20m Ul 2 i=1
r 1 n 2 n 2 - n
0 exp_—w<;xi—26;xi+n0 >] st T:ZX,-
[ 1
oC  exp

- 53 (=20 —|—n92)} h
()
o[- (- 7) |

exp

Modelo Normal ( media conocida )/Gamma
Dada

flailo) = N(ai]o,0%) = ——

1 _ N\2
exp | — = (z—9) , @ conocida.
2mwo? 2 o?
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La distribucién a priori de Jeffreys es

o) = i [P lsstae)

1
log f(z|lo) = log Y. — logo — 2% donde, T = (X —6)?,
e
8log8f(wa) I R
g
0*log f(xlo) 1 3t
0o o2 gt

1 3t 1\ 3 ,
- :(:|U<0_2_0_4> = - x|0<0_2>+0,4(x_9)

= —0 243074E|(z —0)?
= —0 2430 War(x)

= —0 2430 %"

= —0 243072

= 2072

Entonces la a priori queda como

por otro lado

7(o]Z) o f(Z|o)w(o)o! si se toma T =) (X, — 0)°

=1

Nétese que no es distinguible el tipo de distribucién que se tiene, para evitar esto se utiliza
la siguiente forma equivalente de la funcién de densidad normal

F@ilA) = N(zi]0,)) = \/%exp [— %)\(xi _ 9)2},

donde X es el parametro desconocido, asi, se obtiene
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9% log f(z|\
1) = b L)
log f(xz|]\) = log ! +110gA—1A(m—0)2
Vor o 2 2
dlog f(z|A) _ (1\(1\ (z—p)
a = (5)G) -
*log f(z|N) 1
N2 T2
1 1
0 = —EmA(—W):W

entonces usando (2.2)

m(A) o o <y = AL

Ademds se tiene que T'= Y"1, (X; — 0)? es estimador suficiente de A con T ~ Ga(t|Z, )

por la ecuacion (2.7) se tiene que

T(\T) o Ga(t}g,;)w()\):{;%Z;;tg_lexp[— <;\>t]})\_1

n 1
o A2 lexp ( — 2t)\)

n t

() = Ga<)\

nt
2'2)

A continuacion se procederd a calcular la funcién de distribucién a posteriori, para las
funciones de densidad de distribucién antes mencionadas. El cédlculo de la distribucién a
posteriori se realiza mediante el lema (2.7).

Modelo Bernoulli/Beta
Sea
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Entonces por el lema (2.1)

m(0|Z) o Be(O|a, B)Bi(t|0,n)

- [rerea-or]|(3)ea-or
o 91 —0) (-6

(B+n—t)—1
— 9(a+t)71 <1 o 9)

o Be<9 a—i—t,ﬂ—i—n—t).
w(0|%) = Be<6’ a+t,ﬂ+n—t>.
Modelo Poisson/Gamma
Dada
flzilA) = Pn(zi|A)
m(A) = Ga(Ae, )
S(X) = T= ZXz'
i=1
(tlA) = Pn(tlnA)
Entonces

T(A|Z) o Ga(Ma, B)Pn(tlnA)
B a=leoxp(—

e o) |

oo X Lexp(—pA) A exp(—n))

_ /\(a+t)flexp[_(ﬁ+n)>\] o Ga<)\‘t+0é75+”>‘

(nt)'\) exp(n)\)]

T(A|Z) = Ga <)\‘t +a,8+ n>

Modelo Exponencial/Gamma
Supdéngase que
f(zilf) = Ex(xi]0)
m(0) = Ga(f|a, )
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Luego por (2.7)

m(0|F) o Ga(b|a, B)Ga(t|n,0)

_ ﬂa a—leX _ 0" n—leX _
o 0% Lexp(—360)0" exp(—0t)

= 0t e (5 + 1)6]
o Ga<9a—|—n,ﬁ+t>.

m(0|7) = Ga<9

a+n,ﬁ—|—t>.

Modelo Normal (varianza conocida)/Normal
Si X ~ N(#,0?%), donde o es desconocido y 7(f) es una N(u,72). Entonces usando la
ecuacién (2.8) se tiene que

©(0|7) = N(@

- (o

7(0]) = N(e

(e /n)p+ 12T (0%/n)T?
(0%/n) + 72 ’(02/n)+72>
JQ/L—G-nTQf o272

02+ nr? ’02+n7'2>

o?u+nr*T  o?r?
o2+nt? "o2+nr2)’

Modelo Normal (media conocida)/Normal

Sea

fl@ilA) = N(xil0,A) =

\/\/2577 exp [— %(wz - 9)2]
m(A) = Ga(MNa, )

S(X) = T= zn:(xi —0)?
=1

n oA

2’2)'
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Entonces

T(AZ) o

m(A)g(s]A)

Ga(Mas)Ga(t]3.5

et

XL exp(— ﬁ)\))\2 exp ( ;t)

A ey | < A(5+ )

B
Ga(Aa—FZ,B—i—;).

T(AZ) = Ga <)\ o+

—_

n t
2’“2)'

5.1.4. Estimacion puntual

Una vez calculada la distribucion a posteriori del pardmetro desconocido, esta funcién
se encarga de encontrar la moda o estimacién puntual de dicho parametro. Las funciones
a posteriori que el software utilizard son la gamma, la beta y la normal. A continuacién
se presenta el procedimiento analitico para encontrar tal estimacion.

Distribucién a posteriori gamma

Sea m(0|Z) = Ga(f|a, ), 6 > 0, para encontrar 0, la moda de la distribucién, es
necesario maximizar 7(6|Z). A continuacion se desarrollan las condiciones necesarias para
encontrar el punto xgp > 0 donde la funcién Ga(z|a, 3) alcanza su maximo (es claro que
el estimador es 6 = ).

Se deriva 7(0|%) con respecto a z, se iguala a cero la derivada y se encuentre la solucion,

T, a esa ecuacion.

dGa(z|o, 8)  d . B
— - %[c:c Lexp(—Bz)] donde ¢ = (o)
= ot exp(— )
= (o= 1)z ?exp(—fz) — Sz exp(—fz)]
= 0.
Entonces
(o — 1)968‘_2 exp(—fxg) = B:cg‘_l exp(—pxo)
a—1 -
= x0 el cual es un punto critico.
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Recuérdese que g = C“T_l > 0 luego necesariamente se tendrd que o > 1 de lo contrario

no existe estimador.

Supoéngase a > 1
Para saber si xp maximiza a Ga(z|a, (3), aplicamos el criterio de la segunda derivada, es
decir ver que %Ga(aﬂa, () sea negativa en x.
L Gatela®) = et [(@ = 1Da"2exp(=Ha) - Ba> expl(~a)
TaGalzla, = c—|(a % % exp(—fx 2% " exp(—fx
— e{(a= Vit -2 exp(- ) - 5 expl(~60)
~Blla ~ a2 exp(—pa) ~ o exp(—a)] |
= cexp(—px) [(a —D(a—2)z%3 - B(a — 1)z* 2
—,B(Oé . l)xa—2 + ﬁ?xa—l]

= cexp(—px) [(a —1(a—2)z3 —26(a — 1)z 2 + ﬁ%a_l}

— e bexp(-p0)fa - 1(a— 207 280~ 1 + 2.

Evaluando en xg

d? a- (@ —1)(a—2)5> 28(a—1)8
apGtalan0) = eryeo(pn)| (OO 2O g
= cax) ! exp(—pr)3? [EZ : ?; - 1] ,
entonces
Ga(x|a, #) tiene un maximo en z, < 37:?—1 <0 & a—2<a-1& 1<2.

Luego se puede afirmar que:

= Si a>1

a—1

z0=0= siempre maximiza Ga(zx|a, 3)

s Si a<l
no existe estimador.
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Distribucion a posteriori beta

Andlogamente para encontrar el estimador puntual 6 de la funcién beta hay que en-
contrar el valor xy que maximiza a

Be(z|o, 8) = cz® 11 — )71 2e(0,1) ¢= lm a,>0

y claramente se tendra que 0 = xg.
Igual que antes

- Be(ala, §) = c[(a e 21— )P (B )1 - x)ﬂ_ﬂ 0,

luego
2o (1 — ) [(a — D2t = (B - x)l] =0,
como z € (0,1) entonces
(a—1D)zy' = (B—1)(1—z0) ' =0.

Luego se tiene que

i) (1 — :170)
Aqui se presentan dos casos:
» sia+ (3 #2.
De la ecuacién (5.1)
a—1 11—«
Ty = = .
0 b6—-24+a 2—-—a-—-p0
Como z € (0,1) entonces
l-«o
0< —— < 1. 5.2
R p— (5.2)
Noétese que
Si a+p>2 =a>1 y [>1. (5.3)

Esto es facil de ver pues si a+ 3 > 2 asi 0 > 2 — a — (3 luego de la ecuacién (5.2)
0>1—-a>2—a—pF entonces a>1 y [>1

Ahora dado que se cumple lo siguiente

2

d
—— Be(x|a, 3)|  <0.

xo es maximiza a Be(z|a, 3) si y solo si p
x

o
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Ahora bien,

CZ;C [(a — 1221 — 2) - (B 1)ee (1 - x)ﬂ—ﬂ

= c{(a -1) [(a — 22?1 — )Pt — 22 2(3 - 1)(1 — m)ﬂQ]
e R P A (R CE |

= cl@ Da -2 0P 0= (- a1 - 0
~(8 = D= a1 =) 4 (5= 1) - a1 -0

= (1 — )72 -(oz ~D(a-2)z ' (1-=2)— (a—1)(B-1)

~B-D(@-1)+ @B -1 -2zl —2)"

= Cxa72(1 — x)ﬁiQ _(Oz —1)(a— 2)$71(1 —z)—2(a—-1)(—-1)

(B - 1)(3 - 2)a(1 x)]

Evaluando la segunda derivada de Be(z|a, 3) en zge€(0,1), se tiene

2 o — _
P I e L e
(1-a) 2—a-p)
“2a-DE-D+E-DE-25 BT
= g (1—20)" ?[—(a=2)(1 - B) = 2(a—1)(B-1) = (8- 2)(1 - a)]
= g P (1-20)"?(a=2)(B-1) = 2(a-1)(B-1) = (6-2)(1 - a)]
= g P(1-20)"?[(B-Da—-2-2a+2] - (B-2)(1 - a)]
= g P (1—20)" 2B - 1)]-a] = (B-2)(1 - a)]
=y (1-20)"*[~ap+a+ (2-H(1-a)
= cx§ 21— 20)’?[~aB+a+2—2a— B+ af
= cx$ 31— 20)’ *[~a+2 -3
= caf (1 -20)" 22— a - 4],
luego
xo maximiza a Be(z|a, 3) = 2—a—0£<0 = 2 < a+ 0,

y por la ecuacién (5.3) se puede afirmar lo siguiente

xo maximiza a Be(x|a, 3) & 2<a+p, a>1 y [g>1.
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s Sia+5=2
De la ecuacién (5.1)

d _ (-1 _(B-1
%Be(a:\a,ﬂ)—0<:> P

entonces

d
%Be(az\a,ﬂ)ZO — a=1y p=1

luego se tiene que

z€(0,1) maximiza a Be(z|a, ) <= a=§=1.

Asi, en general se tiene el siguiente resultado para la funcién beta:

s Sia+6=2
0 = 20 € (0,1) maximiza a Be(z|o, ) <= a=3=1.
s Sia+[#2
A —1
G:moz&ﬁmaximizaaBe(ﬂa,ﬁ) & 2<a+fB, a>1 y [B>1.

Distribucion a posteriori normal

Si se tiene una distribucién a posteriori N (6|u, 0?) es claro que el estimador puntual 0
es [i.
5.1.5. Intervalos creibles de maxima densidad a posteriori (HPD)

Dada una distribucién a posteriori 7(0|Z) para encontrar su HPD al 100(1 — «) %
ANESBA considera dos casos:

i) Cuando 7 (0|%) es una Ga(f|a, 3) 6 Be(f|a, 5).
Entonces se utiliza el siguiente algoritmo:

Algoritmo de Chen-Shao para la estimacién del HPD[4].

1.- Obtener una muestra aleatoria usando el algoritmo de Metropolis-Hastings
{0;,i=1,...,n} de 7(0|%).

2.- Ordenar {0;, i =1,...,n} para obtener los valores ordenados
3.- Calcular los intervalos creibles al 100(1 — a)) %

Rj(n) = (0(5),0(+|(1-a)n)))
paraj = 1,2,...,??,— \_(1 —CY)TLJ
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4.- E1 HPD al 100(1 — «) % es aquel R;(n) con la longitud mas pequena.
i) Si

. 1 1
(012) = N0 ) = e < . W).

Dado que 7(0|%) es simétrica hay que tomar el siguiente HPD

(Nn"" V )\nZ% y Hn — )\nz‘;>a
donde zg es el numero tal que Pr(Z < zs) = § con Z ~ N(0,1).

Ahora se realizard un algoritmo para encontrar zs.

Dadoque 0<a<l1l = 0<%<%entoncesz%<0.

Sea limInf un nimero tal que:
F(limInf)~0

con F(z) = F(Z <x), Z~ N(0,1)y también sea tol > 0 un nimero pequeno al
cual se le considera como 0. Entonces el algoritmo quedaria:

Salida: Z%

1.- a « limInf
2-b<0
3.- Mientras true

4- m= %"b
5.- Si |F(a) — §| < tol entonces Retornar a
6.- Si ‘F(b) — 2| < tol entonces Retornar b
7.- Si ‘F(m) — 5| < tol entonces Retornar m
8.- De lo contrario

9.- Si F'(m) < § entonces a = m

10.- De lo contrario b =m

11.- Fin mientras.
5.1.6. Contraste de hipotesis
Dada la distribucién a posteriori del pardmetro desconocido, a continuacién se pre-

sentan las funciones que realizan los diferentes tipos de contraste de hipétesis per-
mitidos por el software.
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Contraste unilateral

Sea 1, ..., T, una observacién de una muestra aleatoria donde X; ~ f(x;|0), ademas
0 tiene una distribucién a priori m(#) y a posteriori 7(6|Z) con & = (x4, ..., Tp).

La funcion de contraste unilateral, implementada en el software, permite realizar el
siguiente constraste:

Hy:0<06 contra Hy: 0> 0.

Se necesita calcular «ag, aq, 7, ™ y el factor de Bayes (B) (Hay que recordar que
para que exista g, 7 y B, 7(f) necesita ser propia).

ANESBA tiene implementadas sus funciones de densidad acumulada para las
distribuciones Gama(z|a, 3), Beta(x|a,3) y N(z]0,02), y con ellas realizard el
contraste unilateral, ya que al final de cuentas este tipo de contrastes se reduce a
calcular probabilidades acumuladas.

Para calcular la funcién de distribuciéon acumulada de una funcién de densidad de
distribucién f(z), la cudl puede ser Gama(z|«, 3) o Beta(z|a, 3), es necesario calcular
la siguiente integral

/a f(z)dz, (5.4)
0

debe resaltarse que dicha integral no puede aproximarse por los métodos numéricos
que se han revisado, debido a que f(x) no es siempre diferenciable, lo cual es una
condicién necesaria para asegurar la convergencia de tales métodos numéricos. Ante
esta imposibilidad se usa el método de Monte Carlo para calcular (5.4).

Funcion de distribucion acumulada de una distribuciéon normal

El problema se reduce a encontrar la funcién acumulada de una normal estandar, es
decir hallar

Flz) = /iolzwexp<—x;)dx :\/12?/ioexp<—x;)dx: \/12?1(33)

o) = [ o( -5 )ar

Para encontrar I(x) se ha disenado el siguiente algoritmo:

Si x=0 = I(0)=.5V2r

Si x>0 entonces
x 2
I(x) = 1(0) —i—/ exp (— x2>d:c
0
Si <0

I(z) = I(0)— /0 " exp(— m;)dx.
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Donde

se calcula usando el método numérico de Romberg (véase apéndice B).

Funcién de distribucion acumulada de una distribucién gamma

Dada una funcién de distribucién f(0) = Ga(0|a, 5) se desea encontrar

Flu) = P(0 < u) = /D " 1 6)ae.

Para esto se toma en la ecuacién (4.5) a =0, b = u, g(8) = f(6). Y para conseguir
Bo, . ..,0,, se corre m veces el algoritmo de Metrépolis-Hastings desarrollado en el
ejemplo 4.2, y por cada corrida se toma 07, generando asi la muestra de tamaino m.

Funcion de distribucion acumulada de una distribucion beta

Dada una funcién de distribucién f(0) = Be(f|a, 3) se quiere hallar

Fu) = P(0 < u) = /O " r0)do.

Para ello solo hay que hacer en la ecuacién (4.5) a = 0, b = u, g(0) = f(0). Para
obtener 6y, . .., 0, se corre m veces el algoritmo de Metrépolis-Hastings desarrollado
en el del ejemplo 4.3, y por cada corrida se toma 67, generando asi la muestra de
tamano m.

Contraste unilateral dual

Sea 1, ..., T, una observacién de una m.a. donde X; ~ f(z;]0), ademés 6 tiene una
distribucién a priori 7(6) y a posteriori 7(0|Z) con & = (x;, ..., Tp)-

La funcién de contraste unilateral dual, implementada en ANESBA, permite realizar
el siguiente constraste:

Hy:0>0g contra Hy: 0 < 6y.

La forma en que esta funcion realiza este tipo de contrastes es semejante al contraste
unilateral explicado anteriormente.

Contraste puntual

Esta funcién, implementada en ANESBA, permite llevar a cabo el constraste de
hipétesis puntual

Hy:0=20g frente Hy : 0 +# 0,
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primero se necesita que el usuario brinde el valor de 7 (vedse el capitulo de inferencia
bayesiana), ademds este tipo de contraste sélo se realizard cuando la a priori sea
propia.

Se calcula la .
g o f(Z]00)

razén a posteriori = — =
ar (1=mp) mi(x)’

donde
mi@)= [ s @)ds = [ saio)e(o)a,
040,
y también se calcula el factor de Bayes
L (o)
mi ()

El 1inico problema que se presenta en esta parte es el de encontrar

mi(@) = [ F@io)n(o)do
el cual ANESBA lo divide en dos casos:

a) Si () es una funcién gamma o beta, entonces se usa el siguiente algoritmo :
Paso 1: Generar variables aleatorias 61, ..., 0y, i.i.d. de w(#) (a priori).
Paso 2: Presentar la aproximacién a m;(#) dada por la ecuacién (4.3).

V= Elf@0) = [ ralo)m(o)do = 3 (@i,

b) Si7(0) = N(0|u, 72), entonces este caso se presenta cuando X; ~ N(X;|0,0?)
y m(0]Z) = N(0|pn, M), donde

02,u +nr’T
0% +nr?

0.2,7_2

o2 +nr?’

Hn =

7r(9’f) = ff(f|9)7r(9)d9 — ml(gg) ’
entonces
mi(Z) = f(f’(?é)( el cual no depende de 6, si se toma 8 =0
i- |0, o2 72
mi (%) = f(&0)7(0) _ <Hi:1N( i|0, )>N(O’H7 )
7(0]Z) N (O] tns An)

La cual es una forma mas facil que evaluar la integral.
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5.1.7. Estadistica descriptiva

En esta seccién se explicaran todas las funciones utilizadas en el software para lograr
el analisis descriptivo de los datos y también se incluird un poco de teoria para la
mejor comprension de los algoritmos usados.

Definicién 5.1 (Mediana para datos no agrupados)

Sea x1,xs,...,x, una muestra de observaciones dispuestas en orden creciente. La
mediana muestral es la observacién central si n es impar y es el promedio de dos
observaciones centrales si n es par. La mediana muestral se denota por ¢2 o X.

Calculo del rango intercuartil muestral
1.- Determinar la localizacién de la mediana "TH, donde n es el tamano de la
muestra.
2.- Truncar la mediana al entero inmediato inferior ( [ "3 ]).

3.- Calcular el cuartil C, con la férmula

mediana truncada + 1

Cy = 5

4.- Determinar q; al contar en sentido creciente desde el punto de datos minimo
hasta el punto Cj. Si Cy no es entero, entonces g; es el promedio de los datos
en las posiciones Uy — % y Cq + % Aproximadamente el 25% de los datos es
menor o igual que q;.

5.- Calcular g3 al contar en sentido decreciente desde el punto de datos méximo
hasta la posiciéon Cy, como en el paso 4. Aproximadamente el 75 % de los datos
es menor o igual que ¢s.

6.- Definir el rango intercuartilico

q=43 —q1.

Diagrama de cajas

El siguiente algoritmo es el utilizado por ANESBA para elaborar los diagramas de
caja.

Entrada: un vector de datos, ¢, cuartiles g1, g2 (mediana), gs.

1.- Dibujar y marcar un eje de medida horizontal.

2.- Construir un rectdngulo (caja) cuyo borde izquierdo esta arriba de ¢; y el borde
derecho esta arriba de gs.

3.- Dibujar un segmento de recta vertical dentro de la caja arriba de la mediana.

4.- Prolongar rectas desde cada extremo de la caja hasta las observaciones mas
lejanas que estén todavia a menos de 1.5¢ de distancia (distancia menor estricta)
de los bordes correspondientes.
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5.- Dibujar un circulo abierto para identificar a cada observacion de la muestra que
caiga entre (incluso los extremos) 1.5¢ y 3 ¢ del borde al cual esté mas cercano
(los llamados puntos inusuales suaves).

6.- Dibujar un circulo lleno para identificar cada observacion que caiga a mas de
3 ¢ del borde mas cercano (llamados puntos inusuales extremos).

Calculo de histogramas y cuantiles

Construccion de tablas de frecuencias para datos agrupados

En esta parte se mostrara la forma para generar las tablas de frecuencias, las cuales
son utilizadas en la realizacion de los histogramas.

Definicion 5.2 La frecuencia absoluta es el numero de veces que se repite un dato
particular o fenémeno.

Definiciéon 5.3 Una tabla de frecuencias es un arreglo tabular donde se muestra
las veces que ocurre una caracteristica, la cual puede estar determinada por una
cualidad o por su pertenencia a un intervalo, llamado intervalo de clase.

Sea x1,x3,..., T, un conjunto de datos, se define:
Rango o Amplitud = dato mayor - dato menor
Nimero de intervalos de clase = [1 + 3.322 Logip(n)]

R
Longitud de clase = ango

Numero de intervalos de clase
(Se toma el entero mas cercano)

Para mostrar como realizar una tabla de frecuencias se hara un breve ejemplo.
Supoéngase que se tiene la siguiente muestra:

53,58, 55,57, 56,59, 57, 59, 58, 65,
63,65, 63,69, 67, 60, 61,64, 65, 64,
68,66, 60, 62, 64, 65, 64, 68, 66, 61,
62,63, 65, 63, 67, 66, 61, 62, 64, 64,
63,69, 67,66, 60, 61,62, 72, 71, 70.

Entonces

n = 50
Rango o Amplitud = 72-53=19
Numero de intervalos de clase = 7

Longitud de clase = 19/7=2.71~=3
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Luego la tabla queda de la siguiente forma:

Tabla 2: Tabla de frecuencias para datos agrupados.

Clase | Int. de clase | Int. real de clase | F. absoluta | F. relativa | F. acumulada
1 53-55 [52.5,55.5) 2 2/50 2
2 56-58 [65.5,58.5) 5 5/50 7
3 59-61 [58.5,61.5) 9 9/50 16
4 62-64 [61.5,64.5) 15 15/50 31
5 65-67 [64.5,67.5) 12 12/50 43
6 68-70 [67.5,70.5) 5 5/50 48
7 71-73 [70.5,73.5) 2 2/50 50

La forma de rellenar la tabla es muy facil, primero definase:
noMaxDecimales= el nimero maximo de decimales que contiene la muestra alea-
toria, en este caso es cero pues todos los datos son enteros.

Ahora se mostrard columna a columna (donde Cj es la i-ésima columna) como ob-
tener la tabla.

C; Solo hay que enumerar del 1 hasta (nimero de intervalos de clase).

Cy Cada renglon de esta columna es de la forma
limite inferior - limite superior

En el primer renglén se tiene que

limite inferior = dato menor
limite superior = dato menor + (longitud de clase) - 1
En general para cualquier renglén i (2,...,nimero de intervalos de clase) se
tendra que
limite inferior = (limite superior del renglén (i — 1)) 4+ 1
limite superior = (limite inferior del renglén i)

+(longitud de clase) — 1.

C3 Cada renglon de esta columna es de la forma
limite real inferior - limite real superior
Y la forma de calcularlos es la siguiente:

limite real inferior = limite inferior del mismo renglén
pero de la columna 3
_(5 % 10—(noMaxDecimales+1))

limite real superior = limite superior del mismo renglén

pero de la columna 3
+(5 * ]_0_(110M8XDeCimales+1))
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C, Para el renglén ¢ es el niimero de datos que se encuentran contenidos en cada
intervalo real de clase (dado por la columna 3 en el renglén 7).

C5 Para el renglén i es el valor de la tabla en el renglén ¢ de la columna 4 entre n.
Cg Para el primer renglén es el valor que posee el primer renglén de la columna 4.
Para el renglén i ( 2,... ,numero de intervalos de clase) se define como:

la cantidad del renglén i pero de la columna 4 mas la cantidad del renglén (i —1)
de la columna 6.

Para generar el histograma se utilizan las frecuencias de la columna 5 donde cada
una corresponde a el intervalo de clase de cada renglén.

Cuantiles
La férmula que se utilizara para el calculo de los cuantiles para datos agrupados es la
siguiente:

q. = Ly + Te * |
Tk
donde
L; = Limite inferior de la clase real del cuantil k
n = Numero total de observaciones
Fi._1 = Frecuencia acumulada de la clase que antecede a la clase del cuantil k
fr = Frecuencia absoluta de la clase del cuantil &

4, para Cuartil;

TC = 10, para Decil;

100, para Percentil.

k = Numero de cuantil a calcular
2,3 para Cuartil;
= 2,3,...,9 para Decil;

2,3,...,99 para Percentil.

5.2. Requerimientos

Los requerimientos minimos necesarios para poder usar el software ANESBA son los
siguientes:

= Un editor de texto para generar los archivos para la muestra aleatoria
= 256MB de memoria RAM
= 500MB de espacio en disco duro

= Un procesador Pentium a 600MHz

Windows 2000/XP /Server/Vista
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Capitulo 6

Resultados y trabajo a futuro

6.1. Resultados

La principal herramienta que se usé para comparar si las salidas del software desa-
rrollado son correctas fué el programa Mathematica 5.1, el cual es de uso comercial. Cabe
mencionar que mientras se realizaban dichas pruebas se encontraron errores en Mathema-
tica, para ilustrar esto se pone el siguiente ejemplo (Figura A.1).

Tomemos o = 1113, § = 1121 y obsérvese los siguientes calculos realizados en Mathe-
matica.

(@+8) . gy — « 10913,
/(a() (1 — 2)Pldz = 2.11 = 10

/ TOFD) o1y~ pyp-de = —151 # 107,
o T(@)I(B)
Recuérdese que lo que se esta integrando es la funcién de densidad de distribucién beta,
y por lo tanto se debe cumplir que

br(a‘*‘ﬁ)xa—l _ 81,
0% [ Fagrgae 0 e <

para a, b en [0,1]. Esto muestra que el software Mathematica ha arrojado resultados
erréoneos.

Por otra parte con el propdsito de mostrar que ANESBA funciona correctamente se
utilizard para realizar el ejemplo 2.4, ya que se conocen los resultados de este, los cuales
estan redondeados a su primer decimal. Resumiendo la informacién de este ejemplo se
tiene que la variable aleatoria X, que representa la puntuaciéon obtenida por un nino en
una prueba de inteligencia, tiene una distribucién N(6,100) y ademés 6 ~ N(100,225).
También se tiene informacion de que el nifio obtuvo una puntuacién en la prueba de 115,
lo que indica que la m.a. es de tamafno uno, y x = 115.

Para comenzar a usar el software primero se abre un archivo de nombre ejemplol.txt
en el escritorio, el cual solo contendrd el ntimero 115.

Ahora dada la pantalla del ment principal de ANESBA, elegir Archivo-Abrir datos
(Figura A.2) y seleccione su muestra aleatoria.
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6.1. RESULTADOS

Eleccién de la distribucién de los datos

Como paso siguiente en el ment principal de ANESBA se debe ir a Analizar-Eleccién
de densidades-Funcién de Distribucidén (Figura A.3). Al hacer clic se abrird una nueva
ventana (Figura A.4).

Se elige y acepta Normal (varianza conocida) la cual mostrard la ventana (Figura
A.5) donde se ingresa la cantidad 100 y se presiona Aceptar. Con ello se ha elegido para
los datos una distribucién normal con una varianza de 100.

Eleccién de la funcién de distribucién a priori del pardmetro desconocido 6

Del menu principal de ANESBA, se elige Analizar-Eleccién de densidades-A prio-
ri, después aparecerd una nueva ventana de la cual se debe seleccionar la opcién Conjugada
(Figura A.6).

Ahora en la siguiente ventana, se debe ingresar en los cuadros de texto el valor de la
media 100 y la varianza 225 como se muestra en la figura A.7. Con ello se ha asignado a
6 una distribucién N (100, 225).

Estimacién puntual

En el ment principal se elige Analizar-Inferencia Estadistica-Estimacion Pun-
tual y aparecerd la ventana de resultados (Figura A.8).

Esto indica que 6 = 110.384615384615, ndtece que anteriormente en el ejemplo 2.4 se
habia encontrado que 6 = 110.39.

Calculo del HPD

Del ment principal se elige a Analizar-Inferencia Estadistica-Estimaciéon por
intervalos, y aparecerd la una nueva ventana (Figura A.9), dado que se quiere un HPD
al 95% se tomard a = .05, asi se debe insertar el valor de .05 en el cuadro de texto; al
Aceptar aparecerd una nueva ventana (Figura A.10), donde se muestran los resultados de
los calculos.

Asi se obtiene, por el software, que el intervalo de maxima densidad de probabilidad
al 95% de confianza es:

(94.0767288463275, 126.692501922903 )

El cual encierra un area de 0.950000006125208. Mientras que en el ejemplo se habia en-
contrado el HPD como:
(94.08,126.70)

Contraste de Hipdtesis
Ahora se realizard el siguiente contraste de hipdtesis en el software ANESBA.

Hy : 0 <100 contra Hy : 6 > 100.

Del menu principal de ANESBA se elige Analizar-Inferencia Estadistica-Contraste
de Hipétesis y aparecerd una nueva ventana (FiguraA.11), se debe escoger la opcién Ho:
theta <= thetaCero.

Al presionar calcular aparecera la figura A.12, donde debe colocarse en el cuadro de
texto el valor de 6, en este caso 100 y después se mostrard la ventana de soluciones
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CAPITULO 6. RESULTADOS Y TRABAJO A FUTURO
6.2. TRABAJO A FUTURO

(Figura A.13). Luego el software arrojara:
La razoén a priori es 1.
La razén a posteriori es 0.118570379042875 ~ 1/8.44.

El factor de Bayes es 0.118570379042875 ~ 1/8.44.

Dado que en el ejercicio desarrollado en los capitulos 2 y 3, los resultados se han
redondeado al primer decimal, entonces los resultados obtenidos por ANESBA son los
mismos, asi con el desarrollo de este ejemplo se puede apreciar el buen funcionamiento de
ANESBA, y también su facil manejo en la inferencia bayesiana, con lo cual se cumplen las
expectativas iniciales de crear un software en espanol, confiable y amigable.

6.2. Trabajo a futuro

Durante el desarrollo del programa, surgieron muchas ideas acerca de nuevas funciones
que se le podrian agregar a ANESBA para un mejor funcionamiento, y aunque se puso
un gran esfuerzo en la elaboracion de este software, desafortunadamente por cuestion de
tiempo y dado que en un principio muchas de tales funciones no eran el objetivo de la
tesis, no se pudieron integrar todas esas ideas al software, por ello a continuacién sugiero
algunas de estas funciones para implementarlas en ANESBA, esperando que en un trabajo
futuro sean agregadas.

» Agregar una parte que realice la prediccién bayesiana.

» Implementar funciones para realizar regresién lineal.

= Ampliar el niimero de las funciones de distribucion usadas por el software.
s Crear una ayuda integrada al programa y otra en linea.

= Mejorar la presentacién de los reportes
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Apéndice A

Apéndice de figuras

%% Mathematica 5.1 - [matematicaFallo.nb]

B2 matematicaFallo.nb

In67l= a = 1113;|
YT s L

.BGamma[a"'ﬂ] = (1- x}
f
1]

Gamma[a] Gamma[5]

dx,

3]
Outjeg)= 2.11 « 10713 il

In[70]= e« = 1113;
B =1121;

. J'.93 Gamma[a + B8] x*1 (1 - x)81
1]

x.’
Gamma [a] Gamma [S]
3] §
eun7l =151 % 10?8 1
n[76]= a = 1113; 1]
B =1121;
1 Gamma[a+ 8] x*1 (1 - x)#1
N j X,
0 Gamma[a] Gamma [8]
3]
out78)= 1.00 1]
A
150% = € I | >

Figura A.1: Evaluacién errénea de una integral en Mathematica.
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APENDICE A. APENDICE DE FIGURAS

Analizar Graficas  Acercade...

Abrir

Mostrar dakos

Salir

Figura A.2: Ment principal para elegir una m.a.

Archivo BEGEIEES Graficas  Acerca de...

Eleccian de densidades Funcion de distribucian

Inferencia estadistica ¥ & priori
Calculo de cuantiles

Media v warianza muestra

Figura A.3: Eleccién de la funcién de densidad de distribucién para la m.a.
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APENDICE A. APENDICE DE FIGURAS

EE ANESBA

Tipoz de distibucion

vl

Figura A.4: Opciones de las posible densidades de distribucién.

E% ANESBA =3

Drar el valor de la varianza

100 |

Figura A.5: Se introduce la varianza, para la distribucién normal.

E® ANESBA ((={c3

Funciones a priori

vl

Figura A.6: Menu para elegir la distribucion a priori.
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APENDICE A. APENDICE DE FIGURAS

ANESBA E]E]

La diztribucidan a prion ez una Mormal

Dar el valor de la media

100

Drar el valor de la varianza

= |

Figura A.7: Se introduce la media y la varianza para la distribucion a priori elegida.

ANESBA E]E]

E ztimacion puntual

La estimacion del parametro theta es

110.3534615354615

Figura A.8: Resultado de la estimacién puntual realizada.

ANESBA

Dar el valor de alpha para el HPD
.05 |

Figura A.9: Eleccién del nivel de significancia para calcular el HPD.
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APENDICE A. APENDICE DE FIGURAS

ANESBA

Elintervalo de masima denzidad de probabilidad al 0.95 % es:

HPD

[ 94.07EV282463275 | 126.632501322303 )

La probabilidad de el HPD es:

0.9500000061 25202

Figura A.10: Se muestra el HPD y el drea que determina.

ANESBA M{=1(E3

Tipo de contazte
3 Mulo Purntual
(%) Ho: theta <= thetaCemn

() Hoo theta »= thetaCeno

Calcular

Figura A.11: Opciones de los tipos de contrastes de hipdtesis.

ANESBA X

Dar el valor de thetaCero para el contaste

o |

Figura A.12: Ingreso del valor 6 para realizar el contraste de hipdtesis.
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APENDICE A. APENDICE DE FIGURAS

ANESBA [i=J(E3
Rezultados
Razdon a prior

Razon a posteriari

0.118570373042875

Factor de Bayes

0.118570373042875

Figura A.13: Resultados del contraste unilateral realizado.
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Apéndice B
Apéndice

B.1. Algoritmo de Romberg

Para aproximar I = f; f(x)dx, seleccionar un entero n > 0.

ENTRADA: Los puntos de los extremos a, b; el entero n.
SALIDA: La aproximacién a I( Rgp,).

1.- Tomar h=b-a
Ri1 = h(f(a) + f(b))/2.

2.- Para i =2,...,n seguir Pasos 3-6
3.- Tomar
1 2i—2
Ry = 3 |:R1,1 +h ; fla+ (k—0.5)h)|.

4.- Para j=2,...,1

—1
A7 Ry 1 — R

tomar Ry = -1 1

5.- Tomar h = h/2.
6.- Para j =1,2,...,7 tomar Ry ; = Ry ;.
7.- Parar

La tinica suposicién que pide este algoritmo es que feC?"*2[a,b).

B.2. Funciones de verosimilitud

Sea X1, ..., Xp, con X; ~ f(x;]0) a continuacién se obtendra f(z]0) (funcién de verosi-
militud) con & = (x1, ..., Zp).
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APENDICE B. APENDICE
B.2. FUNCIONES DE VEROSIMILITUD

Funcién de distribucién bernoulli
Si X, ~ Br(z;|0) entonces
flai|0) = 67 (1 —0) 7™,
por lo que la funcién de verosimilitud es

F(Z]0) = 62=i=17i(1 — )" 2i=1 ¥,

Funcién de distribucién poisson

Supéngase que X; ~ Pn(\) entonces

Ty

FailA) = 2 exp(—N),
luego la funcién de verosimilitud es
. )\2?51 Z4
F@N) = 5 exp(—n).
i=1Ti

Funciéon de distribucion exponencial

Dado que X; ~ Ex(x;|0)
f(z;|0) = 0 exp(—0z;),

f(Z]0) = 0" exp < — 0&%)
i=1

asi

Funcién de distribucién normal, media conocida (normal modificada)

Si X; ~ N (2506, \)

NI

f@ilA) =

E |

s = (5) S - >3 o - 0|,

entonces

Funcién de distribucion normal, varianza conocida

Dado que X; ~ N(;|0,0?)

f(il0) =

luego




Apéndice C

Notacion

Bi(z|n,0) Distribucién binomial con pardmetros 0 < 8 <1, n=1,2,...
vr=0,1,2,...,n.

Be(z|a, 5) Distribucién beta con parametros a, 3 >0y 0 <z < 1.

Br(z|0) Distribucién bernoulli con pardmetros 0 < § <1,y x =0, 1.

Ex(x|0) Distribucién exponencial con parametro § >0y x > 0.

Ga(z|a, B) Distribuciéon gamma con parametros a, 3 >0y 0 < .

N(x|u,0%) = N(u,0?) Distribucién normal con parametro o > 0, peR y zeR.

Pn(x|\) Distribucién Poisson con pardmetro A >0y x =0,1,...

ii.d. Independiente e idénticamente distribuida.

d.o.f De otra forma.

m.a. Muestra aleatoria.

o Proporcional.

la] Parte entera del nimero a.

f.d.p. Funcién de densidad de probabilidad.
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