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Introduccion.

Actualmente las ecuaciones diferenciales parciales tienen muchas aplicaciones
tanto en matematicas aplicadas como en fisica. En esta ultima, dichas ecuaciones
son utilizadas para describir fenémenos lineales |8]| y no lineales

Ademas, por ejemplo, la aplicacién de nuevas teorias matematicas, como el
célculo estocastico (célculo de 1t6), han permitido la aparicién de nuevas ecua-
ciones diferenciales tanto ordinarias como en derivadas parciales, llamadas ecua-
ciones diferenciales estocésticas . En este sentido, la apariciéon de ecuaciones
diferenciales parciales en el cédlculo estocastico, ha dado lugar a la aplicacion de
algunos métodos de resolucién que aparecen en la fisica matematica y en algunas
areas de las matematicas aplicadas. En particular, en matematicas financieras,
mediante la generacion de modelos matematicos financieros, como por ejemplo,
la valuacién de opciones.

Por otro lado, se han generado muchas soluciones de las principales ecuaciones
que aparecen en matematicas financieras; estas soluciones se obtuvieron mediante
técnicas utilizadas en la fisica matematica ; pero el problema radica en el
hecho de que no todas las soluciones obtenidas mediante dichas técnicas estan
en correspondencia con algunas aplicaciones de las matematicas financieras. Por
lo tanto, se tienen que hacer determinadas consideraciones para aplicar dichas
soluciones a este caso. Como por ejemplo la ecuacion en derivadas parciales de
Black-Scholes

Vv (t,x) N 10%2 0?V (t,x) N m;8‘/@, )

ot 2 0x? Oz

—rV{(t,z) =0, (1) (1)

tiene su origen en modelos matematicos financieros; en particular, en la solucion
de valuacion de opciones.

Pero dicha ecuacién ha sido resuelta mediante técnicas de la fisica matematica,
como por ejemplo la mecanica cudntica y la mecdnica clasica. En el caso de la
mecanica cuantica, esta ecuacién tiene una solucién andloga a la férmula de
Feynman-Kac ; y en el caso de la mecédnica clasica se utilizan técnicas del
método de separacién de variables y teorias de grupos de Lie, mediante la intro-
duccion de simetrias y leyes de conservacién. Todas estas soluciones obtenidas
de son analiticas; las cuales presentan los siguientes problemas, entre otros:

1. Algunas soluciones no se ajustan a los problemas de valor inicial y de
frontera que aparecen en los mercados financieros
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2. Algunas soluciones no se pueden calcular mediante técnicas computacionales;
impidiendo su aplicacién en la solucién de algunos problemas matematicos
que aparecen en estos mercados.

Asi, el objetivo de esta tesis, es utilizar el calculo de It6 para obtener la
ecuacion diferencial parcial , la cual es utilizada para calcular el valor de
las opciones en matematicas financieras. Ademas, dado que dicha ecuacion se
puede reducir a un proceso de difusién estocastico, mediante una transformacion
adecuada, esto nos permite modelar la valuacién de opciones utilizando el método
de diferencias finitas [6] y @, para de esta manera poder comparar dicho calculo
con los valores obtenidos por la férmula de Black-Scholes, que es la solucion
analitica del problema de valor a la frontera asociado a la ecuacién :

aC(t,z) 1 , ,0°C(t,x) oC (t,x)

T + 30T +rx e rC(t,z) =0, (2)

con las siguientes condiciones de frontera

C(T,z) = max(z — K, 0),
C(t,z) =2z — Ke"@=Y cuando x — oo,
C(t,0) =0Vt

Adicionalmente, comparar las nuevas soluciones de la ecuacion diferencial
parcial , obtenidas por Sukhomlin mediante simetrias con la féormula de
Black-Scholes.

La estructura del trabajo es la siguiente. En el Capitulo , se da una breve
introduccién a la teoria de probabilidad y a procesos estocasticos. Aqui se pre-
sentan nociones basicas necesarias para la definicion de las integrales estocésticas.

En el Capitulo 2]se define un importante proceso estocéstico, el movimiento
Browniano, el cual tiene un papel relevante en capitulos posteriores. Ademads, se
estudia la ecuacion de difusién para la cual se obtiene su solucion analitica que
serd de gran utilidad en la obtencién de la solucién analitica de la ecuacién (I)).

En el Capitulo [3| se introduce la definiciéon de integral estocéastica de It6. En
este capitulo se obtiene la herramienta mas importante en el calculo de It6, el
lema de Ito.

En el Capl’tulose da la definicién de ecuacion diferencial estocastica la cual
se contrasta con las ecuaciones diferenciales deterministicas. Por otro lado, se
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utilizara el lema de It6 para obtener las soluciones de algunos ejemplos de ecua-
ciones diferenciales estocésticas.

En el Capitulo se dardn nociones bésicas de finanzas, a partir de las cuales,
se formulara un modelo matematico para el problema de valuacién de opciones,
obteniendo de este, la ecuacién diferencial parcial o también conocida como
la ecuacion de Black-Scholes. Dada la ecuacion de Black-Scholes, se formulardn
problemas de valor a la frontera especificos, como por ejemplo , y de ellos se
derivara la solucion analitica de llamada la formula de Black-Scholes.

Para el Capitulo @ se estudiaran diferentes métodos de diferencias finitas
para aproximar la soluciéon de la ecuacién de difusion, en particular el método
de Crank-Nicolson, que nos servira para modelar la valuacion de opciones y para
comparar los calculos realizados con los valores obtenidos mediante la formula
de Black-Scholes.

Finalmente en el Capitulo[7]se expondra brevemente las nuevas soluciones de
la ecuacion de Black-Scholes obtenidas por Sukhomlin mediante simetrias y se
compararan con la férmula de Black-Scholes.
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Capitulo 1
Introduccion a los Procesos
Estocasticos.

1.1. Conceptos basicos de la teoria de la
probabilidad.

1.1.1. Variables aleatorias.

En este capitulo introduciremos algunas nociones basicas de la teoria de la
probabilidad necesarias para la definicion de los procesos estocésticos y posterior-
mente para la definicién de las integrales estocasticas.

En la practica ocurren dos tipos de fenémenos o experimentos: Los primeros
que podemos nombrar son los fenémenos deterministicos los cuales son determina-
das acciones en las cuales se puede predecir que es lo que va a ocurrir con exacti-
tud. A diferencia de estos, estan los fenémenos aleatorios los cuales son acciones
en las que no sabemos lo que ocurrira al ser realizados, ya que pueden obtenerse
cualquiera de varias alternativas, aiin bajo las mismas condiciones en que se reali-
cen estas acciones. Con ayuda de la teoria de la probabilidad, de la cual estamos
interesados en abundar, se podré realizar el estudio de los fenémenos aleatorios.
Enseguida daremos algunas definiciones que nos permitiran adentrarnos en el
desarrollo de esta teoria.

Definicién 1.1. Dado un fendmeno aleatorio, al conjunto de todos sus posibles
resultados se le llama espactio muestral y lo denotaremos por ).

Definicién 1.2. Sea un fendmeno aleatorio con espacio muestral €, una varia-
ble aleatoria es una funcion X cuyo domino es ) y contradominio es R:

X: Q=R

En adicién a estas dos definiciones, llamaremos evento a cualquier subconjunto
del espacio muestral y definiremos a la clase F como la coleccion de todos los
eventos de 2, la cual se describiré posteriormente con mayor exactitud.
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Con estas definiciones, la medida de probabilidad se puede ver como sigue.
Sea F la clase de eventos de €2, entonces para cada evento A € F se le asigna
un numero P(A) € [0, 1]. Este nimero es la fraccién esperada de ocurrencia del
evento A, a lo largo de una serie de experimentos donde A o A¢ son observados.

Algunas propiedades elementales de las medidas de probabilidad son resumi-
das a continuacion.

i) Se cumple que:

P(Q)=1 y P(0) =0.
ii) Para eventos A, B € F,

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB).

iii) Si A y B son disjuntos, es decir AN B =), entonces
P(AUB) = P(A)+ P(B).
Observese ademds que de la propiedad (4ii) se sigue que P(A%) =1 — P(A).

La relacion entre variables aleatorias y probabilidad puede ser caracterizada
por ciertas cantidades numéricas. Ahora consideremos algunas de estas.

Definicién 1.3. La coleccion de las probabilidades
Fx(z)=P(X <z2)=P{w: X(w)<z}), z€eR, we
es la funcion de distribucion de probabilidad acumulada Fx de X.

Ejemplo 1.1. Utilizando la definicién podemos determinar probabilidades
en términos de la funcién de distribucion de probabilidad acumulada, como:

1. P{w:a < X(w) <b}) = Fx(b) — Fx(a) con a < b.

2. P(X =x)=Fx(x) —lim Fx(z — h).

h—0

Con estas probabilidades se puede aproximar la probabilidad del evento {w :
X (w) € B} para cualquier conjunto complicado B C R. [ |

Definicion 1.4. La coleccion de las probabilidades
Px(B)=P(X € B) = P({w: X(w) € B}),

es la distribucion de X para B C R adecuado.
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Nota 1.1. Denotaremos por B a los subconjuntos adecuados de R™. Estos sub-
conjuntos son los conjuntos de Borel, los cuales son obtenidos por un niumero
numerable de operaciones N, U o ¢ actuando sobre los intervalos de R™.

La distribucién Px y la funcién de distribuciéon de probabilidad acumulada
F'x son nociones equivalentes en el sentido de que ambas pueden ser usadas para
calcular la probabilidad de cualquier evento {X € B}.

Una funcién de distribucién de probabilidad es continua o discreta (tiene
saltos). Consideremos primero el caso especial cuando la funcién de distribucién
F'x es una funcién discreta.

Definicién 1.5.

Fx(x) = Z Pk, x€R, (1.1)
kixp<x
donde .
0 <pr <1 para toda k yz P =1,
k=1
Y

La funcion de distribucion de probabilidad acumulada y la correspon-
diente distribucion se dice que son discretas. Una wvariable aleatoria con fun-
cion de distribucion de probabilidad acumulada es una vartable aleatoria
discreta.

En contraste a las distribuciones y variables aleatorias discretas, la funcién
de distribucién de una variable aleatoria continua no tiene saltos, por lo tanto
P(z) = 0 para toda z, o equivalentemente,

es decir, tal variable aleatoria asume cualquier valor con probabilidad 0. Una

variable aleatoria continua obtiene su nombre de la propiedad de continuidad
(1.2) de la funcién de distribucién de probabilidad acumulada Fx.

Definicién 1.6. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad
de probabilidad fx, se define su funcion de distribucion de probabilidad acumu-
lada por:

Fy(z) = / fx(y)dy,  zER,

donde, la funcion de densidad de probabilidad cumple con:

fx(z) > 0Vz € R, /OO fx(x) de =1.
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Ejemplo 1.2. (La distribucién normal.)

Una importante distribucion continua es la distribucion normal o gaussiana
N(p,0?) con pardmetros u € R, o > 0. Esta tiene la funcién de densidad de
probabilidad siguiente:

Frelz) = — exp{—M}, reR.

2mo 202

Si X ~ N(0,1), diremos que la varible aleatoria X tiene una distribucién
normal estandar, y se denotara con ¢ su funcién de densidad de probabilidad fx
y con ® su funcién de distribucién de probabilidad acumulada Fly. [

Por otro lado, algunas caracteristicas interesantes de una variable aleatoria
X son la esperanza E(X), la varianza var(X) y los momentos E(X!).

A continuacion definiremos estas caracteristicas tanto para variables aleato-
rias discretas como continuas.

Definicién 1.7. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad

de probabilidad fx.

i) La esperanza o valor medio de X esta dada por:

px = E(X) = /OO rfx(x) dz.

—0o0

it) La varianza de X esta definida como:

o3 =var(X) = /OO (x — px)?* fx(z) do.

o0

iii) Ell-ésimo momento de X paral € N esta definido como:

E(X' = /00 2! fx(z) de.

—00

iv) Para una funcion real g la esperanza de g(X) esta dada por:

E[g(X)] = / " g0 fx (@) d.

o0

Similarmente se define:
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Definicién 1.8. Sea X wuna variable aleatoria discreta con probabilidades py =

i) La esperanza o valor medio de X esta dada por:
px = EB(X) = Zﬂﬂk Dr-
k=1

ii) La varianza de X esta definida como:
o0

ox =var(X) = > (zx — pux)’p-
=1

E

iit) Ell-éstmo momento de X paral € N esta definido como:
E(XY = Z Tk .
k=1
i) Para una funcion real g la esperanza de g(X) esta dada por:

Elg(X)] = Z 9(r)pr-

k=1

Podemos considerar la esperanza jux como el centro de gravedad de la variable
aleatoria X, es decir, los valores aleatorios X (w), con w € 2, que estan concentra-
dos alrededor del valor no aleatorio px. La extension o dispersion de los valores
aleatorios X (w) alrededor de la esperanza py es descrita por la varianza 0% vy la
desviacion estandar ox.

1.1.2. Vectores aleatorios.

Definicién 1.9. Decimos que X = (Xi,...,X,) es un vector aletorio de
dimension n si sus componentes Xi,..., X, son variables aleatorias reales de
dimension uno.

Analogamente a las variables aleatorias de una dimension se puede introducir
la funcién de distribucion de probabilidad, la esperanza, los momentos, la ma-
triz de varianza-covarianza de un vector aleatorio, con el objetivo de describir su
distribucion y su estructura de dependencia.

Como se hizo anteriormente, se considera una coleccion F de subconjuntos de
Q) y se define una medida de probabilidad en este, es decir, se asigna un nimero
P(A) € [0,1] para cada A € F.
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Definicién 1.10. La coleccion de las probabilidades
Fx(x) = P(X; <xq,...., X, < x,)
=P{w: X1 (w) <z1,.., X, (w) < a,}),
= (r1,...,x,) € R,
es la funcion de distribucion de probabilidad conjunta Fx de X.

Esto nos provee con la probabilidad del evento que X asume valores en el
rectangulo
(a,b] ={x:a; <z; <b,i=1,..,n}.
Como en el caso de variables aleatorias de una dimension, estas probabilidades
aproximan P (X € B) para conjuntos B muy generales.

Definicién 1.11. La coleccion de las probabilidades
Px(B)=P(XeB)=P({w: X(w)e B}) BcCR"
constituyen la distribucion de X.

En un sentido matematico, la distribucién y la funcién de distribucion de
probabilidad conjunta de un vector aleatorio X son nociones equivalentes. Am-
bas, Fx y Px, pueden ser usadas para calcular la probabilidad de cualquier evento
{X € B}.

Anélogamente a las variables aleatorias se puede introducir vectores aleatorios
y distribuciones de probabilidad discretas y continuas. Para nuestros propdsitos,
los vectores aleatorios continuos con densidad van a ser releventes, y por tanto
restringiremos nuestra atencién a estos.

Definicién 1.12. Si la distribucion de un vector X tiene funcion de densidad de
probabilidad fx, se puede representar la funcion de distribucion de probabilidad
conjunta Fx de X como

Fx(x1,...,x,) :/ / fx(y1, - yn) dyr - - - dyn,

(1, .oy y) € R,

donde la densidad es una funcion que satisface

fx(x) > 0Vee R, / / fx(xy, ..., x,) doy - - - dxy, = 1.
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Si un vector X tiene funcién de densidad de probabilidad fx, todas sus con-
ponentes X;, los vectores de los pares (X;, X;), tripletas (X;, X;, Xj), etc., tienen
una funcion de densidad de probabilidad. Estas son llamadas funciones de den-
sidad de probabilidad marginales.

Ademas, la esperanza de un vector aleatorio tiene una funcién similar como
el valor medio de una variable aleatoria. Los valores X (w) estan concentrados
alrededor de este. Asi consideramos las siguientes definiciones.

Definicion 1.13. Sea X un vector aleatorio.
i) La esperanza o media de X esta dado por:

ii) La matriz de varianza-covarianza de X esta definida por:
Yx = (cov(X;, Xj); 4,5 =1,...,n),
donde
cov(X;, X;) = B [(Xi — px,) (X; — px, )| = E(XiX;) — pix, i
es la covarianza de X; y X;. Notese que cov(X;, X;) = 0%,

Es conveniente el estandarizar covarianzas de las variables aleatorias mediante
la divisién por sus desviaciones estandar correspondientes. La cantidad resultante
cov(Xq, X E(X, — Xy —
corr(X1, Xs) = (X1, X5) _ (X1 — pxy) (X2 MXQ)]7

O-Xlo-XQ UXIUXQ

es la correlacion de X7 y Xs5. Como resultado de esta estandarizacion, la co-
rrelacién de dos variables aleatorias esta siempre entre -1 y 1.

Ejemplo 1.3. (Vector aleatorio gaussiano.)

Un vector aleatorio normal o gaussiano tiene funcién de distribucién de probabi-
lidad acumulada normal o gaussiana. La funcién de distribucién de probabilidad
normal o gaussiana de dimensiéon n esta dada por su funciéon de densidad de
probabilidad

Fxlx) = (get e {—§<x )T (x - u)’} . xeRY,  (13)

con parametros p € R™ y X, una matriz simétrica definida positiva de tamano
n x n, donde 7! es su inversa y det Y su determinante. El pardmetro pu es la
esperanza jix de X y X es la matriz de varianza-covarianza Yx. Asi la funciéon
de densidad de probabilidad del vector gaussiano, y por tanto su funcién de
distribucion de probabilidad, estan completamente determinadas a través de su
esperanza y matriz de varianza-covarianza.
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1.1.3. Independencia y dependencia.

Intuitivamente, si tenemos dos experimentos, la independencia significa que
el primer experimento no influye en el resultado del segundo y viceversa. En
esta seccion daremos algunas definiciones esenciales y propiedades de eventos
independientes y variables aleatorias independientes.

Definicién 1.14. Dos eventos A1 y Ay son independientes si
P (A1 N Ay) = P(A)P(Ay).
Definicién 1.15. Dos variables aleatorias X, y Xo son independientes si
P(X,€B,Xo€B,)=P(X,€B)P(Xy€By), By, By CR.
Esto significa que los eventos {X; € B1} y {X2 € Ba} son independientes.

Alternativamente, se puede definir independencia mediante funciones de dis-
tribucion de probabilidad conjunta y densidad de probabilidad. Las variables
aleatorias X7 y X5 son independientes si, y solo si

FXl,Xz (x17m2) - FXI (1’1> FX2 (1’2) , x1, T2 € R

Supéngase que (X, X3) tiene funcién de densidad de probabilidad conjunta
fx1.x, con funciones de densidad de probabilidad marginales fx, y fx,. Entonces
se puede probar que las variables aleatorias X; y X5 son independientes si, y s6lo
si

fXLXQ (xth) = fX1 (xl) fX2 (172), T1,To € R.

La definicién de independencia puede ser extendida a un nimero arbitrario
finito de eventos y vectores aleatorios. La independencia de los componentes de
un vector aleatorio implica la independencia de cada par de sus componentes,
pero lo inverso generalmente no es cierto.

Definicién 1.16. Los eventos Ay, ..., A,, son independientes si, para cualquier
eleccion de indices 1 <11 < ... <1 <n y enteros 1 < k <n, se cumple

P(A,N..NAy)=P(A,) - P(A,).

Definicién 1.17. Las variables aleatorias Xy, ..., X,, son independientes si,
para cualquier eleccion de indices 1 < 17 < ... < i < n, enteros 1 < k < n y
subconjuntos By, ..., B, de R, se cumple

P(le c Bil, 7sz c sz) = P(le c le) .- P(sz c sz) .

Esto significa que los eventos {Xy € B1},...,{X, € B,} son independientes.
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Las variables aleatorias X7, ..., X, son independientes si, y sélo si su funcién
de distribucion de probabilidad conjunta puede ser escrita como sigue:

Fx .. x, (1, .,xn) = Fx, (1) -+ Fx, (zn), (z1,..,2,) € R™.

Si el vector aleatorio X = (X7, ..., X},) tiene funcién de densidad de probabi-
lidad fx, entonces se puede probar que Xy, ..., X, son independientes si, y sélo
si

le,-n,Xn (xla ""xn> - le (5(]1) T an (xn) ) (xla ""xn> € R"

Una consecuencia importante de las variables aleatorias es la siguiente propiedad:

Propiedad 1.1. Si X, ..., X,, son independientes, entonces para cualesquiera
funciones reales gy, ..., gn, se cumple

Elgr (X1) -+ gn (X0)] = Elgr (X1)] - -+ Elgn (X0)]
siempre y cuando las esperanzas consideradas esten bien definidas.

En particular, podemos concluir que las variables aleatorias independientes
X1 y X5 son no correlacionadas, es decir, corr(X;, Xy) = cov(Xy, X3) = 0. Lo
inverso generalmente no se cumple.

En lo subsiguiente, con frecuencia trataremos con colecciones infinitas (X, t €
T) de variables aleatorias X, es decir, T' es un conjunto infinito de indices. En
este arreglo, incluso se introducira la independencia.

Definicién 1.18. La coleccion de variables aleatorias (X, t € T) es independi-
ente si para cada eleccion distinta de indices t1,...,t, € T yn > 1 las variables
aleatorias Xy, , ..., Xy, son independientes. Esta coleccion es independiente e
tdénticamente distribuida (iid) si esta es independiente y todas las variables
aleatorias X, tienen la misma distribucion.

1.2. Procesos estocasticos.

Definicién 1.19. Un proceso estocdstico X es una coleccion de variables
aleatorias
(X, teT)=(X4(w), teT, we),

definida en algun espacio €.

Para nuestros propdésitos, T es con frecuencia un intervalo, por ejemplo 17" =
[a,b], [a,b) o [a,00) para a < b. Entonces llamamos a X un proceso de tiempo
continuo en contraste a un proceso de tiempo discreto. En el ultimo caso, T es
un conjunto finito o infinito numerable. Por obvias razones, el indice ¢ de una
variable aleatoria X; es frecuentemente referida al tiempo, y seguiremos esta
convencion.
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Definicién 1.20. Un proceso estocdstico X es una funcion de dos variables.
Para un instante fijo de tiempo t, esta es una variable aleatoria:

X=X (w), we
Para una salida aleatoria fija w € €2, esta es una funcion del tiempo:
Xt:Xt(W), tel.

Esta funcion es llamada una realizacion, una trayectoria o una trayectoria
de la muestra del proceso X.

Tenemos que los conceptos de variable aleatoria X y de proceso estocastico
(X, t € T') no son muy diferentes. Ambos tienen trayectorias, pero la trayectoria
X (w) con w € §2 de una variable aleatoria es un nimero, mientras que la trayec-
toria X; (w), t € T, de un proceso estocastico es una funcién en 7. Asi seria
correcto entender un proceso estocastico como un elemento aleatorio tomando
funciones como valores. Mas aun, podemos interpretar una variable aleatoria y
un vector aleatorio como un proceso estocastico especial con un conjunto finito
de indices T

En analogia a las variables aleatorias y los vectores aleatorios se desea in-
troducir caracteristicas no aleatorias de un proceso estocastico tales como su
distribucién, esperanza, etc. y describir su estructura de dependencia. Esta es
una tarea mucho mas complicada que la descripcion de un vector aleatorio. En
efecto, un proceso estocastico no trivial X = (X, ¢ € T') con un conjunto infinito
de indices T es un objeto de dimension infinita; esto puede ser entendido como
una coleccién infinita de variables aleatorias X;, ¢t € T'. Ya que los valores de X
son funciones sobre 7', la distribucién de X puede ser definida sobre subconjuntos
de un cierto espacio de funciones, es decir

P(XeA), AcF, (1.4)

donde F es una coleccién de subconjuntos adecuados de este espacio de funciones.
La observacion clave es que un proceso estocastico puede ser interpretado
como una coleccién de vectores aleatorios.

Definicién 1.21. Las distribuciones finito-dimensionales (fidis) de un
proceso estocastico X son las distribuciones de vectores de dimension finita

(Xeys s Xe), thyotn €T,

para todas las posibles elecciones de tiempos ty,....t, € T y cadan > 1.
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Se puede conceptualizar las fidis mucho mas facilmente que la complicada
distribucién de un proceso estocastico. Se puede mostrar que las fidis de-
terminan la distribucion de X. En este sentido, nos referimos a la coleccién de
las fidis como la distribucion de los procesos estocdsticos.

Los procesos estocasticos pueden ser clasificados de acuerdo a diferentes cri-
terios. Uno de ellos es por el tipo de sus fidis

Ejemplo 1.4. (Proceso gaussiano.)
Un proceso estocastico es llamado gaussiano si todas sus fidis son gaussianas
multivariadas con funcién de densidad de probabilidad . Del ejemplo
se tiene que los pardmetros p y X de un vector gaussiano son su esperanza y
matriz de varianza-covarianza, respectivamente. Por lo tanto, la distribucion de
un proceso estocastico gaussiano es determinada solamente por la coleccién de
las esperanzas y matrices de varianza-covarianza de sus fidis.

Un proceso gaussiano simple sobre 7" = [0, 1] consiste de variables aleato-
rias N (0, 1) iid. En este caso las fidis estan caracterizadas por las funciones de
distribucién

P(Xy, <x1,....X, <z,) = P(Xy, <zy)---P(X3, <x,)
Ogtléétngl, (ml,...,xn)ER”.
Para estos procesos, las trayectorias son muy irregulares. ]

Para un vector aleatorio X = (Xj,...,X,,) definimos la esperanza ux =
(E(X1),..., E(X,)) y la matriz de varianza-covarianza ¥x = (cov (X;, X;), 4,5 =
1,...,n). Un proceso estocastico X = (Xy, t € T') puede ser considerado como
la coleccion de todos los vectores aleatorios (X, ..., Xy, ) para ty,...t, € Ty
n > 1. Para cada uno de ellos podemos determinar la esperanza y la matriz
de varianza-covarianza. Alternativamente podemos considerar estas cantidades
como funciones de t € T":

Definicién 1.22. Sea X = (X3, t € T') un proceso estocéstico.
i) La funcion de esperanza de X esta dada por:

ii) La funcion de covarianza de X se define como:

cx(t,s) = cov(Xy, Xg) = E[(Xy — ux(t) (Xs — ux(s))], t,seT.
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iii) La funcion de varianza de X esta definida por:

o2 (t) = cx (t,t) = var (X,), te€T.

Como para un vector aleatorio, la funcién de esperanza px (t) es una cantidad
deterministica alrededor de la cual las trayectorias de X estdn concentradas. La
funcién de covarianza cx(t, s) es una medida de dependencia en el proceso X. La
funcién de varianza 0% (t) puede ser considerada como la medida de dispersién
de una trayectoria de X alrededor de px(t).

Otra forma de clasificacién de procesos estocésticos consiste de la imposicién
de una estructura especial de dependencia.

Definicién 1.23. El proceso X = (Xy, t € T'), T C R, es estrictamente esta-
citonario si la fidis son invariantes bajo cambios de los indices t

(Xt17 ) th> g (Xt1+h7 ) thJrh)a (15>

para todas las posibles elecciones de indices ti,...,t, € T, n > 1 y h tal que
tv+h, .. t,+hel.

Nota 1.2. Aqui 2 significa la identidad de las distribuciones. Para los vectores
aleatorios en (|1.5]), esto significa que sus funciones de distribucién son idénticas.

Si se describe un proceso de la vida real (estrictamente o en un sentido am-
plio) mediante un proceso estocdstico estacionario, entonces se creeria que las
propiedades caracteristicas de este proceso no cambian cuando el tiempo pasa.
La estructura de dependencia descrita por las fidis o la funcién de covarianza
es invariante mediante cambios en el tiempo, la cual es una restriccién relativa-
mente mas fuerte sobre el proceso subyacente, sin embargo, esta es una suposi-
cion estandar en muchos campos relacionados con la probabilidad, tales como la
estadistica y el andlisis de series de tiempo.

La propiedad estacionaria puede también ser impuesta sobre los incrementos
del proceso. El proceso en si mismo es entonces, no necesariamente estacionario.

Definicién 1.24. Sean X = (X;, t € T') un proceso estocdstico y T C R un
intervalo. Se dice que X tiene incrementos estacionarios si

Xt—XSiXHh—XSJrhpam todos,t €T yh cont+h,s+heT.

Se dice que X tiene itncrementos independientes si para cada eleccion de
ti€eT conty <---<t,yn>1,

X, — Xiyy oo Xy, — Xy

n—17

son variables aleatorias independientes.
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1.3. La esperanza condicional.

1.3.1. Laesperanza condicional bajo condiciones discretas.

Sabemos que la probabilidad condicional de que ocurra A dado B, es:

P(AN B)

P(AIB) = =L

P 0.

Claramente,
P(A|B) = P(A) si, y s6lo si Ay B son independientes.

La probabilidad P(A|B) puede ser interpretada como sigue. Supéngase que el
evento B ocurre. Esta es informacion adicional lo cual substancialmente cambia
la medida de probabilidad subyacente. En particular, se asigna la probabilidad
0 a B¢ (sabemos que B¢ no ocurrird) y 1 a B. El evento B se convierte en
nuestro nuevo espacio de probabilidad €. Todos los eventos de interés son ahora,
subconjuntos de ' : AN B C . Con el objetivo de obtener una nueva medida
de probabilidad en € se tiene que normalizar las viejas probabilidades P(AN B)
por P(B). En resumen, la ocurrencia de B hace que nuestro espacio original 2 se
reduzca a ' y las probabilidades originales P(A) tengan que ser reemplazadas
con P(A|B).

Dado que P(B) > 0, podemos definir la funcién de distribucién de probabi-
lidad condicional de una variable aleatoria X dado B, como:

P(X <z, B)

Fx(x|B) = R
e incluso la esperanza condicional de X dado B
E(X1p)
E(X|B)= ———= 1.6
(X18) = 55 (1.6)
donde
1 si webB,
Ip(w) =
0 si wé¢B,

denota la funcion indicadora del evento B. Con el objeto de discutir la ecuacion
(1.6), asumiremos por el momento que 2 = R. Si X es una variable aleatoria

discreta con valores 1, xa, . .., entonces (1.6) se convierte en
- PH{w: X(w)=x} N B) -
E(X|B)=> () = wP(X = zB).
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Si X tiene funcién de densidad de probabilidad fx, entonces (1.6 se trans-
forma en

E(X|B) = %/_00 xlp(z) fx(x)dr = ﬁ/}g zfx(z)dz.

Usualmente se escribe [, g(z)dz por [*° g(x)Ip(z)dx.

Ejemplo 1.5. (La esperanza condicional de una variable aleatoria uni-
forme.)

Consideremos la variable aleatoria X (w) = w en el espacio [0, 1] dotado con la
medida de probabilidad P tal que

P((a,b)) =b—a, (a,b] C(0,1].

Claramente, X tiene una distribucién uniforme en (0, 1], asi su funcién de
distribucion de probabilidad acumulada esta dada por

P(0) =0 sioox<
Fx(z)=PHw: X(w)=w<za})=¢ P(0,z]) =2 si z¢€
P((0,1]) =1 si x>1

Ahora, supongamos que uno de los eventos

1
Ai—(l ,£:|, izl,...,n
n n

ocurre. Teniendo en cuenta que fx(z) = 1 sobre (0, 1] y ademés que P(A4;) = 1/n,
entonces

1 o/m 12i—1
E(X|A;) = /xf wd:ﬂ:n/ xdr = = : 1.7
(X]4) P(A;) J 4, x(@) (i—1)/n 2 n (.7)

Las esperanzas condicionales E(X|4;) se muestran en la Figura[l.1] El valor
E(X]A;) es la esperanza actualizada en el nuevo espacio A;, dada la informacién
que A; ocurrio. [ |

Ahora considérese una variable aleatoria discreta Y en {2 que toma valores
distintos y; en los conjuntos A;, es decir,

A ={w:Y(w) =y} i=12,...
Claramente, (A;) es una particién de €2, es decir,
AiﬂAj:@parai#ijAi:Q. (1.8)
i=1

Se supone ademds por conveniencia que P(A;) > 0 para toda i.
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Figura 1.1: A la izquierda una varible aleatoria X en (0,1] (linea punteada) y su
esperanza (linea continua). A la derecha la variable aleatoria X (linea punteada) y
sus esperanzas condicionales F(X|A;) (lineas continuas), donde A; = ((« — 1)/5),4/5],
i=1,...,5.

Definicién 1.25. Para una variable aleatoria X en Q con E|X| < oo, se define
la esperanza condicional de X dado Y, una variable aleatoria discreta, como

E(X|Y)(w)=EX|4)=EX|Y =y), Vwe 4, i=1,2,.... (1.9)

Si sabemos que A; ocurre, podemos restringirnos a los w’s en A;. Para esos
w’s, E(X|Y)(w) coincide con la esperanza condicional E(X|A4;).

Ejemplo 1.6. (Continuacién del ejemplo [1.5])

Interpretemos las E(X|A;)’s en ((1.7) como los valores de una variable aleatoria
discreta E(X|Y'), donde Y es constante sobre los conjuntos A; = ((i —1)/n,i/n].
Véase la Figura|l.l| para una ilustracion de esta variable aleatoria. En este senti-
do, E(X]Y') no es nada més que una versién aproximada de la variable aleatoria
original X, dada la informacion que cualquiera de los A;’s ocurren. |

En lo que sigue se daran algunas propiedades elementales de la variable aleato-
ria E(X|Y).

Teorema 1.1. La esperanza condicional es lineal, es decir, para variables aleato-
rias X1, Xo y constantes cy, co se tiene que:

E([Cle + CQXQ”Y) = 01E<X1‘Y) + CQE<X2|Y)
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Demostracion. Aplicando la propiedad definida por la ecuacién ([1.6)) se sigue
que

E(laX Xo|I E(a X, ] X,
E([a X1+ Xo]lY) = ([e1 Xy + e Xo] Y): (a1 Xqly + 2 Xoly)

P(Y) PY)
_ . Eg((;f;) + @Eg(%” — QE(X|Y) + &E(X|Y).

O

Teorema 1.2. Las esperanzas de X y E(X|Y') son las mismas, es decir, E(X) =
EIEX|Y)].

Demostracion. Esto se sigue de una aplicacion directa de las propiedades, definidas
por las ecuaciones (|1.6)), (1.9) y por la observacién de que E(X|Y) es una variable
aleatoria discreta.

BECXIY)) = 3. B(X|A)P(A) = 3 B(X1,) = E (Xi 1) - B(X).

=1 i=1

Aqui, incluso usamos ([1.8)), asi que

S Iy =lue a4 =Io=1
=1

Teorema 1.3. Si X y Y son independientes, entonces E(X|Y) = E(X).

Demostracion. De la definicién [1.15] se sigue que la independencia de X y Y,
implica

P(X €AY =y)=P(X € AP(Y =y;) = P(X € A)P(A)), (1.10)
considerando la variable aleatoria I4, y notando que
{w:ly(w) =1} =4 ={w:yw) = v},
podemos reescribir ([1.10]) como sigue
P(X €Ay =1)=P(X € A)P(I4, =1).

La relacién andloga, donde {I4, = 1} es reemplazada con {I4, = 0} incluso
se cumple.
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Por lo tanto las variables aleatorias X y I 4., son independientes y paraw € A;,
se tiene que:

E(X|Y)(w) = B(X|A,) = E]ifjﬁ _ E(i?(ﬁ(f) — B(X).

donde usamos que

E(ls,) =0 P(A7) +1- P(4;) = P(4).

Resumiendo los puntos mds importantes de esta seccion:

La esperanza condicional E(X|Y') de X dado una variable aleatoria discreta
Y es una variable aleatoria discreta.

Esto coincide con la esperanza condicional clisica E(X|Y = y;) en los
conjuntos A; = {w : Y(w) = y;}.

En este sentido esta es una version aprorimada de X.

Cuantos menos valores tenga Y, es mds burda la variable aleatoria. En
particular, si'Y es igual a una constante, entonces E(X|Y) = E(X), si Y
asume dos distintos valores, asi también E(X|Y), etc.

La esperanza condicional E(X|Y) no es una funcién de X, es simplemente
una funcion de'Y . La variable aleatoria X solo determina el tipo de funcion.
En efecto, podemos escribir

E(X|Y)g(Y), donde g(y) =>  E(X|Y = y)I,(y).

00
=1

1.3.2. U—Algebras.

En la seccién se introdujo la esperanza condicional E(X|Y) de una
variable aleatoria X bajo la condicién discreta (es decir, la variable aleatoria dis-
creta) Y. Recordando de , que los valores de Y realmente no importan para
la definicién de E(X|Y); pero era crucial que Y asumiera los distintos valores y;
en los w-conjuntos A;. Asi, la esperanza condicional E(X|Y') puede ser realmente
entendida como una variable aleatoria construida a partir de una coleccién o(Y),

de subconjuntos de 2. Por tanto se podria, de una manera simplificada, escribir
E(X|o(Y)).
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Obviamente, la coleccién o(Y') nos proporciona la informacion acerca de la
estructura de la variable Y (w), como funcién de w € .

En lo que sigue, queremos hacer més preciso que significa la coleccién o(Y)
de subconjuntos de €). La llamaremos o-campo o una o-algebra. Su definicion es
la siguiente:

Definicién 1.26. Una o-dlgebra F (en ) es una coleccion de subconjuntos de
Q que satisfacen las siguientes condiciones:

i) No es vacia; 0 € F y Qe F.
ii) Si A € F, entonces A° € F.

i1) Si Ay, As, ... € F entonces
i=1 i=1

Ejemplo 1.7. (Algunas o-algebras elementales.)
Las siguientes colecciones de subconjuntos de €2 son ejemplos de o-dlgebras:

1. 7 ={0,Q}.
2. Fo={0,Q2,A, A°} paraalgin A #(Qy A # Q.
3. Fy=P(Q) = {A: AC Q).

JF1 es la o-algebra mas pequena en €2 y F3, el conjunto potencia de €2, es la
mas grande, dado que este contiene todos los posibles subconjuntos de €2. [ |

Ahora supéngase que C es una coleccién de subconjuntos de €2, pero no necesa-
riamente una o-algebra. Agregando mas conjuntos a C, siempre se puede tener
una o-algebra, por ejemplo, el conjunto potencia P(£2). Sin embargo, existen
razones matematicas que muestran que P(f2) es en general demasiado grande.
Pero se puede probar incluso que:

Observacién 1.1. Para una coleccion C de subconjuntos de (), existe una o-
dlgebra o(C') mds pequenia en Q) conteniendo a C.
Llamaremos a o(C), la o-dlgebra generada por C.

Ejemplo 1.8. (U-Algebras generadas a partir de colecciones de sub-
conjuntos de (.)
Recordando las o-algebras del ejemplo [1.7] tenemos que F; = o(C;)

1. Sidado C; = {0}, se agrega Q a C;.
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2. Si dado Cy = {A}, se agregan A, () y Q a C.
3. Si dado C3 = F3, se cumple por la definicién de F3.
|

En general, es dificil, sino imposible, dar una descripcion constructiva de
los elementos en o(C). La o-dlgebra o(Y') generada por una variable aleatoria
discreta Y es una excepcion como se muestra a continuacion.

Ejemplo 1.9. (La o-dlgebra generada por una variable aleatoria dis-
creta.)

Considerando una variable aleatoria discreta Y con valores distintos y; y defini-
mos los subconjuntos A; = {w : Y (w) = y;}, los cuales constituyen una particién
disjunta de Q2. Escogemos

C — {Al,AQ, .. }

Ya que o(C) es una o-dlgebra, esta debe contener todos los conjuntos de la

forma

A=A, (1.11)

i€l
donde I es cualquier subconjunto de N = {1,2,...}, incluyendo I = () (dando
A =10)el =N (dando A = ). Ya que los conjuntos necesariamente
pertenecen a o(C), la o-dlgebra més pequena que contiene a C, incluso tenemos
que o(Y) = o(C). Después llamaremos a o(Y), la o-dlgebra generada por Y.
Noétese que o(Y') contiene todos los conjuntos de la forma

Ap={Y € (a,b)} ={w:a<Y(w) <b}, —oco<a<b<oo.

De hecho, el conjunto I = {i : a < y; < b} es un subconjunto de N, asi

Aop = U {w:Y(w) =y} €a(Y).

el

Ejemplo 1.10. (Los conjuntos de Borel.)
Tomamos Q =R y

CW = {(a,b]: —co <a<b<oo}.

La o-algebra B; = o(CY) contiene muchos subconjuntos generales de R.
Esta es llamada la o-algebra de Borel, sus elementos son los conjuntos de Borel.
Por ejemplo, es un hecho, pero no es facil de verificar que B; es un subconjunto
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propio del conjunto potencia P(R). Se puede introducir incluso las o-algebras de
los conjuntos n-dimensionales de Borel B,, = o(C™) donde Q2 = R" y

C™ ={(a,b]: —0o < a; <b; <oco,i=1,...,n}.

Los conjuntos (a,b] son llamados recténgulos. Cualquier conjunto razona-
ble de R es un conjunto de Borel. Por ejemplo, bolas, esferas, curvas suaves,
superficies, etc., son conjuntos de Borel, asi también son los conjuntos abiertos
y cerrados. Con el objetivo de mostrar que dado un subconjunto C' C R™ es un
conjunto de Borel, es necesario obtener C' mediante un nimero numerable de
operaciones N, U, ¢ actuando sobre los rectangulos. [ |

Ahora recordemos el ejemplo , donde generamos la o-dlgebra o(Y') de
los conjuntos A; = {w : Y(w) = y;} de una variable aleatoria discreta Y con
valores y;. Si 'Y es una variable aleatoria tomando valores continuos, la o-algebra
generada a partir de los conjuntos de la forma {w : Y(w) = y}, y € R, no es,
desde un punto de vista matematico lo suficiente rico. Por ejemplo, los conjuntos
de la forma {w : a < Y(w) < b} no pertenecen a tal o-algebra, pero es deseable
tenerlos en o(Y').

Se vio en el ejemplo [1.9| que, para una variable aleatoria discreta Y, los con-
juntos {w : a < Y(w) < b} pertenecen a o(Y). Por consiguiente requerimos
de una suposicién minima que estos conjuntos pertenezcan a ¢(Y') cuando Y
es cualquier variable aleatoria. Ya que incluso estamos interesados en vectores
aleatorios Y, inmediatamente definimos las o-dlgebras o(Y) para el caso multi-
variado.

Definicién 1.27. Sea Y = (Y1,...,Y,) un vector aleatorio de dimension n,
es decir, Y1, ...,Y, son variables aleatorias. La o-dlgebra o(Y) es la menor o-
algebra que contiene todos los conjuntos de la forma

{Ye(a,b} ={w:a; <Yi(w) <b;, i=1,...,n},

—oo<a; <bj<oo, j=1,...,n.
Llamaremos a o(Y) la o-dlgebra generada por el vector aleatorio Y.

Un elemento de o(Y) nos dice para que w € Q el vector aleatorio Y toma
valores en un recténgulo (a,b] o en un conjunto de Borel més general.

Nota 1.3. La o-dlgebra o(Y) generada por Y contiene la informacion esencial
acerca de la estructura del valor aleatorio Y como una funcion de w € ). Esta
contiene todos los conjuntos de la forma {w : Y(w) € C} para todos los conjuntos
de Borel C' C R".
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Como se ve, es dificil de imaginar la o-algebra o(Y'), v es incluso més dificil
para un proceso estocéstico.

Definicién 1.28. Para un proceso estocdastico Y = (Y, t € T, w € Q), la o-
dlgebra o(Y") es la menor o-dlgebra que contiene todos los conjuntos de la forma

{w: la trayectoria (Yi(w), t € T') pertenece a C'},

para todo conjunto adecuado C' de funciones en T'. Entonces o(Y') es llamada la
o-algebra generada porY .

Hemos aprendido que la o-dlgebra o(Y') es un objeto no trivial. En lo que

sigue, queremos usar la siguiente regla con el objetivo de ser capaces de imaginar
ao(Y).

Definicion 1.29. Para una variable aleatoria, vector aleatorio o proceso estocds-
ticoY en 2, la o-dlgebra generada porY contiene la informacion esencial acerca
de la estructura de Y como una funcion de w € ). Esta consiste de todos los
subconjuntos {w : Y (w) € C} para conjuntos C adecuados.

Dado que Y genera una o-dlgebra, incluso decimos que Y contiene informa-
cion representada por o(Y) o Y lleva la informacion de o(Y).

Concluiremos esta seccién con una observacién de utilidad. Sea f una funcién
actuando sobre Y, y considerese el conjunto

{w:f(¥(w) eCh,

para conjuntos adecuados C'. Para funciones f adecuadas, este conjunto pertenece
a o(Y), es decir,
o(f(Y)) Ca(Y).
Esto significa que una funcién f actuando sobre Y no provee de nueva

informacion acerca de la estructura de Y. Decimos que la informacion contenida
por f(Y') esta contenida en la informacién o(Y').

1.3.3. La esperanza condicional general.

En la seccién se defini6 la esperanza condicional F(X|Y) de una vari-
able aleatoria X, dada una variable aleatoria discreta Y. Esta definicién no hace
explicito el uso de los valores y; de Y, pero este depende de los subconjuntos
A, ={w :Y(w) =y;} de Q. Se mostrd en el ejemplo [1.9 que la coleccién de los
subconjuntos A; generan la o-dlgebra o(Y'). Este es el punto de inicio para la
definicién de la esperanza condicional E(X|F) dada una o-dlgebra F en 2. En
aplicaciones siempre tomaremos F = o(Y') para variables aleatorias, vectores
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aleatorios o procesos estocdsticos Y apropiados. En la seccién se dejo claro
que la informacion esencial acerca de la estructura de Y esta contenida en la
o-édlgebra o(Y'), generada por Y. En este sentido, decimos que Y tiene la infor-
macién o(Y).

Definicién 1.30. Sean Y, Y7, Y5 variables aleatorias, vectores aleatorios o pro-
cesos estocdsticos en 0 y F una o-dlgebra en ).
Decimos que:

i) La informacion de'Y estd contenida en F oY no contiene mds informacion
que la que esta contenida en F sio(Y) C F, y

ii) Ya contiene mds informacion que Yy si o(Yy) C o(Ya).

Ahora estamos preparados para dar una definicién rigurosa de la esperanza
condicional F(X|Y') bajo una o-algebra F abstracta.

Definicién 1.31. Una variable aleatoria Z es llamada la esperanza condi-
ctonal de X dada la o-dlgebra F (escribimos Z = E(X|F)) si

i) Z no contiene mdas informacion que la que estd contenida en F:

o(Z)C F.
i1) Z satisface la relacion

E(XI4) =E(ZI;) VAcF. (1.12)

La propiedad definida por la ecuacion , muestra que las variables aleato-
rias X y E(X|F) son cercanas unas a otras, no en el sentido de que ellas coinciden
para cualquiera w € €, pero aproximaciones (esperanzas) de X y E(X|F) sobre
conjuntos adecuados A son las mismas. Esto apoya nuestra conceptualizacion
acerca de la variable aleatoria F(X|F), la cual obtuvimos en la seccién [1.3.1]

Nota 1.4. La esperanza condicional es una version aprorimada de la variable
aleatoria original X .

La propiedad definida en deja cierta libertad para la construccion de
la variable aleatoria Z = E(X|F). Esto significa que pueden existir versiones Z’
de E(X|F) las cuales pueden diferir de Z sobre conjuntos de probabilidad 0. Por
esta razon, todas las relaciones que envuelven a F(X|F) deberfan en realidad
ser interpretadas en un sentido mas seguro, e incluso deberiamos indicar esta
incertidumbre en toda férmula relevante con la etiqueta c.s. (véase apéndice B).
Sin embargo, una vez que hemos senalado este hecho, encontraremos conveniente
el suprimir esta etiqueta donde quiera.
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Ejemplo 1.11. (La esperanza condicional bajo condiciones discretas.)
Queremos mostrar que la definicién de E(X]Y) en la seccién se puede ver
como un caso especial de la definicién de F(X|F) donde F = o(Y). Del
ejemplo tenemos que cada elemento A de o(Y') es de la forma,

A=JAi=J{w:Y(w) =y} ICN (1.13)

i€l i€l
En (1.9) definimos E(X|Y) como la variable aleatoria Z tal que
Z(w) = BE(X|A;) paraw € A;.

Recordando que Z es solamente una funcion de Y, no de X, por lo tanto
o(Z) C o(Y). Més aun, para A dado por (1.13)),

E(XI,)=E (XZ IAZ) =Y E(XI4,).

i€l el

Por otro lado, vimos que Z1,4 es una variable aleatoria discreta con esperanza

B(ZL) = E(X|A)P(A) = 3 E(XLy).

el i€l

Asi Z satisface la relacién definida en ((1.12)) y esta no contiene més informa-
cién que Y (es una funcién de Y'). Por consiguiente esta es en efecto la esperanza
condicional de X dada la o-dlgebra o(Y). |

En el caso de una variable aleatoria discreta Y hemos visto que E(X|Y) y
E(X|o(Y)) representan la misma variable alaeatoria. Esto sugiere la siguiente
definicién:

Definicién 1.32. Sea Y una variable aleatoria, un vector aleatorio o un proceso
estocdstico en Q y o(Y') una o-dlgebra generada por'Y . La esperanza condicional
de una variable aleatoria X dada Y es definida por

E(X|Y) = E(X|o(Y)).

Ejemplo 1.12. (La probabilidad condicional y la esperanza condicional.)
La probabilidad condicional y la esperanza condicional son casos especiales de la
nociéon general de la esperanza condicional definidos en la definicion . En
efecto, sea B tal que P(B) # 0, P(B¢) # 0 y definimos Fg = o({B}). Del ejem-
plo[1.8| tenemos que Fp = {0, 2, B, B} y considerando el ejemplo tenemos
que

E(X|Fp)(w) = E(X|B) paraw € B.
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Esta es la nocién clasica de la esperanza condicional. Si especificamos que
X = I, para algun evento A, obtenemos para w € B,

P(ANB)
P(B)

El término del lado derecho es la probabilidad condicional de A dado B. W

E(14|Fp)(w) = E(14]B) =

1.3.4. Reglas para el calculo de las esperanzas condicionales.
Teorema 1.4. Si E|X| < oo, la esperanza condicional E(X|F) eziste y es unica.

La demostracién de este teorema esta fuera del alcance de las herramientas
utilizadas, por lo que solo se usard como un hecho para saber que la esperanza
condicional esta bien definida. Con el objetivo de utilizar més adelante este
concepto importante, se daran a continuacién algunas reglas para el cdlculo de
las esperanzas condicionales.

Regla 1. La esperanza condicional es lineal. Para variables aleatorias X,
Xy y constantes ¢y, ¢z, se tiene

E([Cle,CQXQ“.F) = ClE(Xll.,lr) + CQE(XQ‘.F)
Regla 2. Las esperanzas de X y E(X|F) son las mismas:
E(X) = E[E(X]F)].

Regla 3. Si X y la o-dlgebra F son independientes, entonces E(X|F)
E(X). En particular, si X y Y son independientes, entonces E(X|Y)
E(X).

Regla 4. Si la o-dlgebra o(X), generada por la variable aleatoria X,
esta contenida en F, entonces

E(X|F) = X.
En particular si X es una funcion de Y, o(X) C o(Y), asit E(X|Y) = X.

Regla 5. Si la o-dlgebra o(X), generada por la variable aleatoria X,
estd contenida en JF, entonces para toda variable aleatoria G

E(XG|F) = XE(G|F).

En particular, si X es una funcién de'Y, o(X) C o(Y), asi E(XG|Y) =
XE(G|Y).
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Regla 6. Si F y F' son dos o-dlgebras con F C F', entonces
E(X|F) = E(E(X|F)|F)),
E(X|F) = E(E(X|F)|F)).

Regla 7. Si X es independiente de F, y la informacion dada por la varia-
ble aleatoria, vector aleatorio o proceso estocdstico G estd contenida en F,
entonces para cualquier funcion h(zx,y)

E(h(X,G)|F) = E(Ex[MX, G)]|F),

donde Ex[h(X,G)] significa que fijamos G y tomamos la esperanza con
respecto a X.
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1.3. La esperanza condicional.




Capitulo 2
Movimiento Browniano.

2.1. Definicion y propiedades.

El movimiento Browniano juega un papel central en la teoria de la probabili-
dad, la teoria de los procesos estocésticos, fisica, finanzas, etc. Se comenzara con
la definicién de este importante proceso para después continuar con algunas de
sus propiedades elementales.

Definicién 2.1. Un proceso estocdstico B = (B, t € [0,00)) es llamado un
movimiento Browniano (estdndar) o un proceso de Wiener si las siguien-
tes condiciones se cumplen:

i) Comienza en cero: By = 0.

ii) Tiene incrementos estacionarios e independientes.
iii) Para cada t > 0, By tiene una distribucion normal N(0,t).
iv) Tiene trayectorias continuas.

Las fidis (véase definicién [1.21]) de un movimiento Browniano son gaussianas
multivariadas, dado que B es un proceso gaussiano. Se puede verificar esta ase-
veracion observando que el movimiento Browniano tiene incrementos gaussianos
independientes y usando la férmula para transformaciones lineales de un vector
aleatorio gaussiano.

Observacién 2.1. Las variables aleatorias B,—Bs y By tienen una distribucion
N(0,t —s) para s < t.

Esto se sigue de los incrementos estacionarios. En efecto, B, — By tienen la
misma, distribucién como B;_, — By = B;_g, el cual es normal con media cero
y varianza t — s. Asi, la varianza es proporcional a la longitud del intervalo
[s,t]. Esto significa intuitivamente que a un intervalo mayor, mayores serén las
fluctuaciones del movimiento Browniano en este intervalo.

27
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Nota 2.1. La identidad distribucional B, — By < B;_s no implica la identidad
de la forma de la trayectoria: en general,

Bi(w) — Bs(w) # By_s(w).

Ahora se tratara de determinar las funciones de esperanza y covarianza para
el movimiento Browniano. Es inmediato de la definicién (2.1)) que el movimiento
Browniano tiene funcion de esperanza

pp(t) = EB, =0, t >0,

y dado que los incrementos B, — By = Bs v By — B, son independientes para
t > s, este tiene funcién de covarianza

covp(t,s) = E{[(B;— B,)+ BB} = E[(B; — B,)B,] + E(B?)
= E(Bi—By)E(Bs)+s=0+s=s, 0<s<t.

Ya que un proceso gaussiano es caracterizado por sus funciones de esperanza
y covarianza, podemos dar una definicién alternativa:

Definicién 2.2. Un movimiento Browniano es un proceso gaussiano con
pp(t) =0 y covp(t,s) = min(s,t).

En lo que sigue, se fijard una trayectoria By(w), t > 0y w € 2, y considera-
remos sus propiedades. De la definicién de movimiento Browniano se tiene
que sus trayectorias son continuas. Sin embargo, al simular estas trayectorias se
observa que estas funciones que dependen de t son extremadamente irregulares.
La razon principal es que los incrementos de B son independientes. En particu-
lar, los incrementos del movimiento Browniano sobre intervalos adyacentes son
independientes cualquiera que sea la longitud de los intervalos.

Antes de ver que tan irregulares son las trayectorias del movimiento Brow-
niano se definird una clase de procesos estocasticos, los cuales contienen al
movimiento Browniano como caso especial y donde todos los miembros de esta
clase tienen trayectorias irregulares.

Definicién 2.3. Un proceso estocdstico (X, t € [0,00]) es H-auto-similar
para dlgun H > 0 si sus fidis satisfacen la condicion

(THX,, ... TPX, ) E (Xrey, - X7v),

para cada T > 0, y cualquier eleccion det; > 0,i=1,....,n yn > 1.
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Nota 2.2. La auto-similitud es una propiedad distribucional, no de la forma de

la trayectoria, por lo que 2 no puede ser reemplazado por =.

En términos generales, la auto-similitud significa que patrones propiamente
escalados de una trayectoria en cualquier intervalo grande o pequeno de tiempo
tienen una forma semejante, pero no son idénticos. Ahora se probard que las
trayectorias de procesos auto-similares son diferenciables en ninguna parte.

Proposicién 2.1. Suponga que (X;) es un proceso H-auto-similar con incremen-
tos estacionarios para algin H € (0,1). Entonces para cada punto fijo to

) X — Xy
limsup ——— = oo,
t—to t— tO

es decir, las trayectorias de procesos H-auto-similares son diferenciables en ningu-
na parte con probabilidad 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad se elige tg = 0. Sea (t,,) una sucesién
tal que ¢, — 0. Entonces, por la H-auto-similitud, Xo = 0 casi seguramente o
con probabilidad 1, y por lo tanto

P(lm sup |[=2|>z)] = lmP| sup || >z
nHOOOSSStn S n—oo 0<s<tn S
X,

> limsup P (

n—oo

> )

= limsup P (¢t |X1| > 2)

n

n—oo
= 1, z>0.
Por lo tanto, con probabilidad 1, lim sup % = 0o para cualquier sucesion
n—oo
t, — 0. O

1_

Observacién 2.2. El movimiento Browniano es 5

auto-similar, es decir

(T2B,,,..., T2B, )< (Br,,...,Br,)

para cada T > 0, cualquier eleccion det; > 0,1 =1,...,n yn > 1. Consecuente-
mente, sus trayectorias son diferenciables en ninguna parte.

Una indicacién adicional de la irregularidad de las trayectorias Brownianas
esta dada por la siguiente proposicion.



30 2.1. Definicién y propiedades.

Proposicion 2.2. Las trayectorias Brownianas no tienen variacion acotada so-
bre cualquier intervalo finito [0,T]. Esto significa que

W(BW) =sup Y |Buw) = Biy(w)] = 00 es.

donde el supremo es tomado sobre todas las posibles particiones 7 : 0 = tg <
- <t, =T de [0,T], w € Q y c.s. denota que converge casi sequramente o con
probabilidad 1.

Demostracion. Por conveniencia se supone que T = 1. Adicionalmente se supone
que v(B(w)) < oo para un w €  dado. Sea (7,) una sucesién de particiones
Tn: 0=ty <ty < -+ <ty <t, =1, tales que malla(7,) — 0 (véase ecuacién
(3.2)). Teniendo en cuenta que A;B = B;, — By,_,, se tiene la siguiente cadena
de desigualdades:

i—17

n

Qu(w) = Y (AiBW))’

=1

< i (MBS 3 IABE)

< mix [AB) o(Bw)). (2.1)

Ya que B tiene trayectorias continuas con probabilidad 1, se puede suponer
que Bi(w) es una funcién continua en t. Es incluso uniformemente continua en
[0,1], 1o cual, en combinacién con que malla (7;,) — 0, implica que

lrlléx |A;B(w)| — 0.

Por lo tanto el lado derecho de ([2.1)) converge a cero, implicando que
Qn(w) — 0. (2.2)

Por otro lado se tiene que @),, converge en probabilidad a 1 (Q, E 1), por lo
tanto para una sucesién adecuada (ny) se obtiene que @, RGN | (Qn, converge
casi seguramente a 1). Asi (2.2]) solamente es posible que se cumpla sobre el
conjunto vacio, y por tanto

P({w:v(B(w)) = o0o}) = 1.
O

A este punto, la variacién no acotada y la no diferenciabilidad de las trayecto-
rias Brownianas son razones de peso para que los métodos de integracién clasica
fallen cuando los aplicamos a estas trayectorias y para la introducciéon del calculo
estocéstico.
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2.2. Procesos derivados del movimiento
Browniano.

Varios de los procesos estocasticos gaussianos y no gaussianos de relevancia
préactica pueden ser derivados del movimiento Browniano. Presentaremos algunos
ejemplos de procesos derivados del movimiento Browniano que utilizaremos pos-
teriormente. Como antes, B = (By, t € [0, 00)) denota al movimiento Browniano.

Ejemplo 2.1. (Puente Browniano.)
Considerese el proceso

Xt:Bt—tBl, OStSl
Obviamente,
XQZB()—OBl:OyXlzBl—lBlzo.

Por esta simple razon, el proceso X lleva el nombre de puente Browniano o
movimiento Browniano sujeto. Este es un proceso gaussiano, por tanto, utilizan-
do la definicién [1.2] podemos calcular las funciones de esperanza y covarianza

px(t) = E(Xy)
— E(B,—tB))
= E(B;) —tE(B)
MB(t)_t”B<) 0, 37t€[071]‘

covx(t,s) = E(X;Xy)
= E[(B; —tB;)(Bs — sB1)]
= FE(B:B,) —tE(B\B,) — sE(B\B,) + stE(B})
= covg(t,s) —tcovg(l,s) — scovp(l,t) + stcovg(l,1)
= min(¢,s) — st, s,t€[0,1].
Ya que X es gaussiano, el puente Browniano es caracterizado por estas dos
funciones. El puente Browniano aparece como el proceso limite de funciones de

distribucion empiricas normalizadas de una muestra iid de variables aleatorias

uniformes U(0, 1). |

Ejemplo 2.2. (Movimiento Browniano geométrico.)
El proceso sugerido por Black, Scholes y Merton esta dado por

X, =etttoB >0,
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el cual es un proceso no gaussiano.

Con el propésito de utilizar estos resultados posteriormente, calcularemos
las funciones de esperanza y covarianza del movimiento Browniano geométrico.
Para calcular la funcién de esperanza consideremos primeramente una variable
aleatoria Z ~ N(0,1) y calculemos lo siguiente:

E(M) = \/ﬁ/ ee2dz
. 62 (z— /\)2 Z
V2T
= e%, A eR.

Aqui se utilizé el hecho de que (27)~/2exp{—(z — \)?/2} es la funcién de
densidad de probabilidad de una variable aleatoria N (A, 1). Del hecho de que
E(exp{\Z}) = exp{\?/2} y de la auto-similitud del movimiento Browniano se
sigue inmediatamente que:

pxlt) = B

eptE<eot1/QBl )

6(M+0'5U2)t.

Para s <t, By — By y B, son independientes y B; — B, A B;_,. Por lo tanto,

E(X:X,) — E(X;)E(X;)

1+0.502) (t+s)

covx(t, s) ) —
t+s)E(ecr (Bt+Bs) ) 6(
t+s)E(ea[ B —Bs)+2Bs ]) o(140.507) (t+s)
_ w(t+s) E(ea ) <€20'BS) . e(,u+0.50'2)(t+s)
)

— p(n0.502)(t+s) ( os_]_)‘

En particular, el movimiento Browniano geométrico tiene funcion de varianza:

A1) = e (o 1),
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2.3. Movimiento Browniano de una particula
libre, ecuacién de difusion.

2.3.1. Deduccion de la ecuacion de difusién, consideracion
macroscopica.

La heuristica y la forma mas simple de deducir la ecuacién que describe
el comportamiento de las particulas en un medio es la siguiente. Considere un
niumero grande de particulas las cuales realizan el movimiento Browniano a lo
largo de algun eje (por simplicidad, consideramos al principio, el movimiento en
una dimensién) y las cuales no interactuan entre si. Sea u(t,z)dr que denote
el nimero de particulas en un pequeno intervalo dz alrededor de la posicién z,
al tiempo ¢ (es decir, la densidad de las particulas) y j(¢,x) denote el flujo de
particulas, es decir, el nimero neto de particulas Brownianas que pasan por el
punto z en la direccion de incremento de los valores de x por unidad de tiempo. Es
conocido como un hecho experimental que el flujo de particulas es proporcional
al gradiente de su densidad:

jt,z) = —ag%(t,x). (2.3)

Esta relacién incluso sirve como la definicién de la constante de difusion a?.
Si las particulas no son creadas ni destruidas, la densidad y el flujo cumplen la
ecuacion de continuidad

ou dj
“(t,z) = —==(t
) = —L(ta),
la cual, debido a ([2.3)), puede ser escrita de la siguiente forma:
ou ,0*u

La ecuacién (2.4) es llamada la ecuacion de difusion.

2.3.2. Solucién de la ecuacion de difusion.

Consideremos nuevamente la ecuacién de difusién (2.4) con las siguientes
condiciones iniciales y de frontera.

Cl: u(0,z) =1v(x); (2.5)
CF: wu(t,0)=u(t,L)=0.
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Por el método de separacion de variables proponemos la siguiente solucién

u(t, z) = T(t)o(x),

sustituyendo esta solucién en la ecuacion (2.4)), dividiendo entre wu(t,z) e intro-
duciendo la constante de separacién de variables A2, obtenemos las siguientes
ecuaciones diferenciales

T'(t) = —Na?t,
¢"(x) = —A*¢(x).

cuyas soluciones son

T(t) = Ce N,
¢(z) = Acos(Azr) + Bsen(A\x).
Por lo tanto, obtenemos que la solucién de ([2.4) es:

u(t,x) = (Ce_’\2“2t> (Acos(Az) + Bsen(Az)).
Luego, aplicando el principio de superposicion generalizado, obtenemos

ut,z) = / v (A(X) cos(Az) + B(X) sen(Az)) d, (2.6)

donde A(\) =CAy B(\) =CB.

Utilizando las condiciones iniciales (2.5)), tenemos que
u(0,x) = / (A(N) cos(Az) + B(A) sen(Ax)) dA = ¢(x). (2.7)

Por otro lado consideremos la siguiente integral de Fourier

Lo (o) cos(A(zg — x))do. (2.8)
2m /oo /oo

Desarrollando (2.8)) y haciendo

AN = % /_00 W (xg) cos(Axg)dzy,

B(\) = % /_00 (o) sen(Axg)dxy,
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tenemos que las ecuaciones (2.7) y (2.8)) son equivalentes.
Utilizando ([2.8)) se puede reescribir (2.6 como sigue:

u(t,r) = — d)\/ e Nt (x0) cos(A(zo — z))dg
= ;/_ w(xo)dxg/o e N cos(N(wo — ))d. (2.9)

Tomando z = a\/t y Mx — zy) = puz podemos transformar la segunda
integral en (2.9) como sigue:

Ooe"\Q‘”cos)\x —x))d\ = / —* cos (nz)dz
/ =i =

= 2.10
). 2.10)
donde J(p) = [;° exp{—2%} cos(pz)dz. Derivando J(u) con respecto de p y

utlhzando mtegramon por partes, tenemos que se cumple la siguiente ecuacién
diferencial:

J (1) = =5T (). (2.11)

Resolviendo la ecuacién diferencial (2.11]), se tiene que su solucién es:

J(p) = ge_#;. (2.12)

Asi, sustituyendo ([2.12]) en (2.10)), y reescribiendo ([2.9) obtenemos finalmente

la solucién de la ecuacién de difusion

u(t, x)

1 > _(zg— x)?
— T 102t dx , 2.13
e / e . (2.13)

la cual es llamada la solucion fundamental de la ecuacion de difusion.
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2.3. Movimiento Browniano de una particula libre.




Capitulo 3
Calculo Estocastico de Ito.

3.1. Integracion estocastica.

3.1.1. Las integrales de Riemann y Riemann-Stieltjes.

La integral ordinaria de Riemann.

Supdngase, por simplicidad, que f es una funciéon de valores reales definida
en [0, 1], pero incluso podemos considerar cualquier intervalo [a, b].
Consideremos una particién del intervalo [0, 1]:

T 0=t <t1 < - <t,_1<t,=1,

y definamos
Ai:ti_tifla 221,,77,

Una particién intermedia o,, de 7,, esta dada por los valores y; que satisfagan
que t;_ 1 <y; <t;parai=1,...,n. Para las particiones dadas o,, y 7,, se puede
definir la suma de Riemann

n

S = Sp(Tayon) = > f(ys) (b = ti1) = Z f (i) A (3.1)

=1

Asi, una suma de Riemann no es nada mas que una medida ponderada de
los valores f (y;), donde los pesos son las correspondientes longitudes A; de los
intervalos [t;_1,t;]. Sabemos también que S, es una aproximacién del drea entre
la grafica de la funcion f y el eje t, suponiendo que f sdlo asume valores no
negativos.

Ahora dada una malla de la particién 7,, que tiende a cero, es decir,

malla (7,) := méx A; = méax (t; —t;_1) — 0. (3.2)

i=1,...,n i=1,...,n
Si procedemos de esta manera, los puntos t; = t§"> claramente tienen que
depender en n, pero eliminamos esta dependencia en nuestra notacion.

37
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Definicién 3.1. Si el limite

S=1imS, = lim > fy)A,

n—oo
i=1
existe a medida que malla(7,) — 0 y S sea independiente de la eleccion de
las particiones T, y sus particiones intermedias o,, entonces S es llamada la

integral ordinaria o de Riemann de f sobre [0, 1].
Escribimos

S:/Olf(t) dt.

La integral de Riemann es tomada como un modelo para la definicién de
cualquier tipo de integral. El nuevo tipo de integral debe tener tantas propiedades
en comun con la integral de Riemann como sea posible. Tales propiedades son
dadas a continuacion.

Para funciones integrables de Riemann f, fi y fa sobre [0,1] las siguientes
propiedades se cumplen

= La integral de Riemann es lineal, es decir, para cualquiera constantes ¢y vy
Cy !

/01 [c1fi(t) +cafo ()] dt = &1 /01 fi(t)dt+ co /01 fa (t) dt.

= La integral de Riemann es lineal en intervalos adyacentes
1 a 1
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt para 0 <a <1.
0 0 a

» Se puede definir la integral indefinida de Riemann como funcion del limite
Supertor

/Sf(t)dtz/1f(t)1[075](t)dt, 0<s<1.
0 0

La integral Riemann-Stieltjes.

En la teoria de la probabilidad es usual el denotar la esperanza de una variable

aleatoria X por
o0

B(X) = / tAFx(8),

donde Fx denota la funcion de distribuciéon de probabilidad acumulada de X.
Esta notacién se refiere al hecho que E(X) esta definida como una integral de
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Riemann-Stieltjes o como una integral de Lebesgue-Stieltjes. Esto significa, en
términos generales, que

| = Sl ) - Fx ()

—00

para una particién (¢;) de R y una correspondiente particién intermedia (y;).
Recordando también que se puede definir la integral fo t) dg (t) como fol f(t)
g' (t)dt, dado que la derlvada g ( ) ex1sta

Ambas, f tdFx(t) y fo , son ejemplos de como se puede apro-
ximar el problema de 1ntegra01on de una funcién f con respecto a otra funcién
g. El objetivo de este capitulo es el de sugerir algunos métodos, en particular, se
quiere obtener integrales del tipo fo t)dB (w), donde f sea una funcién o un
proceso estocdstico en [0,1] y B; (w) sea una trayectoria Browniana. Existe una
dificultad mayor en definir tal integral ya que las trayectorias B; (w) no tienen
derivada, sin embargo, se puede encontrar algiin tlpo de 1ntegral de trayectoria
la cual algunas veces permita evaluar la integral fo t)dB (w). Este tipo de
integral es llamada la integral de Riemann-Stieltjes.

En lo que sigue se dard una definicién precisa de la integral de Riemann-
Stieltjes. Como para integral de Riemann, se considera una particién del intervalo
[0,1] :

Ty =t <t <---<t,_1<t,=1,

y una particién intermedia o, de 7,:
On: i1 <y <t;parai=1,...,n
Sean f y g dos funciones reales en [0, 1] y definimos
Ng=g(t;)—g(tic1), i=1,...,n.

La suma de Riemann-Stieltjes correspondiente a 7,, y o, esta dada por

Sn = Sp(Tn, 0p) Z f i) Dig = Z fya)lg(t:) — g(tio1)].

Esta tiene alguna similitud con la suma de Riemann (3.1)), donde en ese caso,
g (t) = t. Asi, una suma de Riemann-Stieltjes es obtenida ponderando los valores
f (y;) con los incrementos A;g de g en los intervalos [t;_1,t;].
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Definicién 3.2. Si el limite

S=limS, = lmY  fy)Ag.

n—o00 -
=1

existe a medida que malla(r,) — 0 y S sea independiente de la eleccion de

las particiones T, y sus particiones intermedias o,, entonces S es llamada la

integral de Riemann-Stieltjes de [ con respecto a g sobre [0,1].
Escribimos

= / F()dg(t).

Sin entrar en detalles, daremos una condicién suficiente para la integrabilidad
de Riemann-Stieltjes la cual es cercana a la condicién de necesidad. Primero
daremos una definicion.

Definicién 3.3. La funcion real h sobre [0,1] se dice que tiene p-variacion
acotada para algin p > 0 si

SUPZ |h(ti) = h(tim1) [P < o0,
o=

donde el supremo es tomado sobre todas las particiones T de [0, 1].
Nota 3.1. h tiene variacion acotada si p = 1.

Observacion 3.1. La integral de Riemann-Stieltjes fol f(t)dg(t) existe si las
siguientes condiciones son satisfechas:

i) Las funciones f y g no tienen discontinuidades en el mismo punto t € [0, 1].

it) La funcion f tiene p-variacion acotada y la funcion g tiene g-variacion
acotada para algunos p >0 y ¢ > 0 tales que p~* + ¢~ > 1.

3.2. La integral de Ito.

3.2.1. Un caso especial.

Considérese la suma de Riemann-Stieltjes

Sn - Zn: Bti,lAiBa

i=1
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donde
T 0=t <t1 < - <t,_1<t, =t,

es una particién de [0, t] y, para cualquier funcién f en [0, ]
Af:Aif =f )= ftiea), i=1..n,
son los incrementos correspondientes de f y
A, =t —ti_q, i=1,...,n.

Asi, la suma de Riemann-Stieltjes S,, correspondiente a la particién 7,, y la
particién intermedia (y;) con y; = t;_1, es decir, y; es el punto final izquierdo
del intervalo [t;_i,t;]. Esta eleccién es tipica para la definicién de la integral
estocéstica de Ito.

Notese que S,, puede ser escrito en la siguiente forma:

:—B2——Z (A;B)? = —B2——Qn()

Dado que el movimiento Browniano tiene incrementos independientes y esta-
cionarios (véase definicién [2.1]), entonces tenemos que

0 si 1 # 7,
E(A;BA;B) =
var (A1B> = tz — ti—l = Az si 1= ]
Luego se tiene que

n n

E@Qa(t) =Y E(AB?=) A=t

i=1 i=1

y nuevamente por los incrementos independientes del movimiento Browniano y
ya que se cumple que var (X) = E (X?) — E (X)?, entonces

var (Q,(t) Z var A B = Z AQ}
=1

=1

Por otro lado, de la definicién , tenemos que la variable aleatoria B; ~
N(0,1), entonces E(B}) = 3. Por lo tanto

L 4
E(AB)' = E(B}_,_,) = B [(A)" B =3a2
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lo cual implica
var (Qn(t)) = QZ AZ.
i=1

Asi, si

malla (7,,) = max A; — 0,

i=1,...,n

obtenemos que
var (Qn(t)) < 2 malla(7,) Z A; = 2t malla (,,) — 0.
i=1

Dado que var (Q,(t)) = E [(Qn(t) — tﬂ se ha mostrado que:

Qn(t) converge a t en la media cuadrada, por lo tanto, en probabilidad. La
funcion limite f (t) = t es caracteristica solamente para el movimiento Brow-
niano. Esta es llamada la variacion cuadratica del movimiento Browniano en

[0, t].

Ya que S,, = 0.5[B? — Q,(t)] converge en la media cuadrada a 0.5 (B? — t),
se puede tomar este limite como el valor de la integral, fg BdBy, es decir

t
/ B.dB, = 0.5 (B? —t).
0

Nota 3.2. La formula fot B,dB, = 0.5(B? —t) sugiere que la regla cldsica de la
cadena de integracion no se cumple para la integracion estocdstica de Ito.

Por otra parte, el incremento A; B = By, — By, , en el intervalo [t;_1, t;] satisfa-
ce que E(A;B) =0y E[(A;B)?] = A; = t; — t;_;. El limite cuadratico medio de
Q. (t) es t. Estas propiedades sugieren que (A;B)? es del orden A;.

Definicién 3.4. En términos de diferenciales, escribimos

(dB,)* = (Birar — By)* = dt, (3.3)

y en términos de integrales, se tiene

/Ot(st)2 :/Otds:t.

El lado derecho es la variacion cuadrdtica del movimiento Browniano en [0, t].
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3.2.2. Integracién estocastica de Itd6 para procesos sim-
ples.

Comenzaremos el estudio de la integral estocastica de Ito para una clase de
procesos cuyas trayectorias sélo toman un numero finito de valores. Como es
usual, B = (B; > 0) denota el movimiento Browniano, y

Fy=0(Bs,s<t), t>0,

es la correspondiente filtracion natural. Esto es, de la definicion del apéndice
, se tiene que un proceso estocdstico X = (X, ¢ > 0) es adaptado a un movimien-
to Browniano si X es adaptado a (F;,t > 0). Esto significa que, para cada t, X,
es una funcion del pasado y presente del movimiento Browniano.

Primeramente introduciremos una clase apropiada de procesos integrables de
Ito.

Definicién 3.5. El proceso estocdstico C = (Cy, t € [0,T]) se dice que es simple
si satisface las siguientes propiedades:

i) Eziste una particion

T :0=to<t1 < - <th1 <t,=T,

i) y una sucesion (Z;, i =0,...,n) de variables aleatorias tal que:
Ly st t=T,

Z; st tiig <t <ty Z:L,n

La sucesion (Z;) es adaptada a (.7-}1.71, 1= 1,...,n), es decir, Z; es una
funcion del movimiento Browniano a partir del tiempo t;_1, vy satisface que
E(Z?) < oo para toda i.

Definicién 3.6. La integral estocdstica de Ito para un proceso simple
C en [0,T], esta dada por

T n n
/ CydB,:=Y Cy_, (B, = Bi,_,) =Y _ ZiAB.
0 i=1 i=1

Adicionalmente, la integral estocdstica de Ité para un proceso simple
Cen(0,t], tx,y <t <ty, k=1,...,n, esta dada por

k—1

t T
/ CydB; := / Cslppq (s)dBs = Z Zi\NB + Zy, (B — By, _,), (3.4)
0 0 i=1

donde Z?:1 Z;\;B = 0.
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Asi, el valor de la integral estocastica de Ito, f(f CsdBg, es la suma Riemann-
Stieltjes de la trayectoria de C', evaluada en los puntos finales izquierdos de los
intervalos [t;_1,t;], con respecto al movimiento Browniano. Si t < t,, el punto
t puede ser formalmente interpretado como el tltimo punto de la particion de
[0, ¢].

Observacioén 3.2. El proceso estocdstico I (C') = fot CsdBs, t € [0,T] es una
martingala con respecto a la filtracion natural Browniana (Fy,t € [0,T]) (véase
definicion ), es decir, se verifican las siguientes propiedades.

i) E|I; (C)] < oo para todo t € [0,T].
ii) I(C) es adaptado a (Fy).
iii) E (I (C)|Fs) = 1 (C) para s < t.

Por otro lado se puede ver que E(I(C)) = 0, ya que Z; y A; B en la definicién
son independientes, y F(Z;A;B) = E(Z;)E(A;B) = 0. Asi, se obtiene lo

siguiente:
Observacion 3.3. La integral estocastica de Ito tiene esperanza cero.

Alternativamente, se puede discutir la observacién como sigue: ya que
I(C) es una martingala, esta tiene una funcién de esperanza constante. M4s ain,
por la definicién, Io(C) =0y asi E([;(C)) = E(Iy(C)) = 0.

Otra propiedad de la integral estocastica de It6 para procesos simples resul-
tara crucial para la definicion de la integral estocastica de [to general.

Teorema 3.1. La integral estocdstica de Ito satisface la propiedad de isometria:

E tcsst 2: tE(Cf)ds, t€0,7). (3.5)
(o) -]

Demostracion. Para la comodidad de la demostracion, suponemos que t =
para algiun k. En efecto, si tp_1 < t < t, obsérvese que 0 =ty < --- < tp_1 <
. = t es una particién de [0,t], asi que se puede considerar formalmente a ¢
como un punto de la particiéon. Tenemos, para W; = Z;A; B,

k k

E[L(C) =) > EWW;). (3.6)

i=1 j=1

Se cumple que, para ¢ > j las variables aleatorias W; y W; son no correlacionadas,
ademds hay que tener en cuenta que W; y Z; son funciones del movimiento
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Browniano al tiempo ¢;_1, por lo tanto son independientes de A; B; de esta manera,
se concluye que
EWW;)=EW,Z;)E(A;B) =0.

Asi, los términos E(W;W;) en (3.6) desaparecen para i # j, y por tanto se
obtiene,

k k k
E[L(C) =) El(ZAB)) =Y E(Z)E(AB)] =) B(Z)(ti —tiv).
i=1 i=1 i=1
El lado derecho no es mas que la integral de Riemann, fot f(s)ds, de la funcién
escalén f(s) = E(C?), la cual coincide con E(Z?) para t;_; <t < t;. Asi hemos
probado la propiedad de isometria de la integral estocastica de Ito. O]

La integral estocastica de Ito tiene varias propiedades en comun con las in-
tegrales de Riemann y de Riemann-Stieltjes.

Propiedad 3.1. La integral estocastica de Ito,

1. es lineal:

Para constantes ¢y, ¢o y procesos simples C y C? en 0,77,
t t t
/ [c1CY + ¢,CP] dB, = ¢ / CWdB, + ¢, / CPdB,.
0 0 0

2. y es lineal en intervalos adyancentes:

Para 0 <t <T,
T t T
/ CsdB, :/ CsdB, +/ CsdB;.
0 0 t

Finalmente, establecemos la siguiente propiedad:
Propiedad 3.2. El proceso I(C) tiene trayectorias continuas.
Esto se sigue de la definicién de I(C): la relacién
IC)=1, (C)+ Zi(B,— By, ,), ti-1 <t<t,

se sigue cumpliendo y las trayectorias del movimiento Browniano son continuas.
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3.2.3. La integral estocastica general de Ito.

En la seccién [3.2.2) se ha introducido la integral estocéstica para procesos
simples C', es decir, para procesos estocasticos cuyas trayectorias son funciones
escalén. La integral estocastica de Ito, fot CydBg, es entonces simplemente la
suma de Riemann-Stieltjes de C, evaluada en los puntos finales de la izquierda
del intervalo [t;_1,;], con respecto al movimiento Browniano. En la seccién m
se mostré que, en general no se puede definir la integral estocéastica de I1t6 como
un limite de sumas de Riemann-Stieltjes. En la seccién se sugirié que se
puede definir la integral estocastica de It6 como el limite cuadrado medio de
sumas de Riemann-Stieltjes adecuadas. La idea trabaja bajo condiciones bastante
generales, v es el objetivo de esta seccion el defender este enfoque. En cierto punto
necesitaremos algunas herramientas de la teoria de espacios de Hilbert. También
dependeremos de algunos argumentos heuristicos. En lo que sigue, los procesos
C = (Cy,t € [0,T]) sirven como los integrandos de la integral estocastica de It6.
Suponemos que las siguientes condiciones se satisfacen.

Nota 3.3. Suposiciones de los procesos integrantes C':

» C es adaptado al movimiento Browniano en [0,T], es decir , C; es una
funcion de By, s <'t.

» La integral fOT E(C?)ds es finita.

Las suposiciones en la nota [3.3] son trivialmente satisfechas por los procesos
simples. Otra clase de integrandos admisibles consiste de las funciones deter-
ministicas ¢(t) en [0, ¢] con fOT c*(t)dt < oo, esto incluye las funciones continuas
sobre [0, T7.

En lo que sigue se dard una aproximacion heuristica a la integral estocéastica
de Ito6. Primero recordemos como procedimos para la definicién de la integral,

t .
o BsdBs, en la seccién :

» Para un ¢ fijo y una particién dada (¢;) de [0,¢] se introdujo la suma de
Riemann-Stieltjes > | By, ,(By, — By, ).

= Notese que: en la seccion se definio exactamente estas sumas de
Riemann-Stieltjes como las integrales I(C™) = f(f C{"dB, de las funciones

simples C'™ la cual asume el valor B,, |, sobre el intervalo [ti—1,t;).

i—1

s Entonces se considerd el limite cuadratico medio de las sumas de Riemann-
Stieltjes I(C™) y se obtuvo el valor 0.5(B2 — t).

Esta aproximacion puede ser hecha para que funcione con procesos C' que
satisfagan las suposiciones de la nota [3.3]. Comenzaremos con una observacién
interesante:
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Observaciéon 3.4. Sea C' un proceso que satisfaga las suposiciones en la nota
. Entonces se puede encontrar una sucesion (C™) de procesos simples tales
que

T
/ E[C, — C™]2ds — 0.
0

Asf los procesos simples C'™ convergen en sentido cuadrético medio al proceso
integrante C. Ya que C™ es simple podemos evaluar las integrales estocésticas
de Ito, I,(C™) = fg C"dB,, para cada n y t.

El siguiente paso es mostrar que la sucesién (I(C™)) de integrales estocés-
ticas de [to convergen en sentido cuadratico medio a un proceso limite tinico. En
efecto, se puede mostrar la existencia de un proceso I(C') sobre [0, 7], tal que

E sup [I,(C) - T,(C™)]* — 0.

0<t<T

Definicién 3.7. El limite cuadrdtico medio 1(C') es llamado la integral esto-
cdstica de Itoé de C. Es denotado por

t
[t(C) :/ Cssty t € [O,T]
0

Para un proceso simple C, la integral estocdstica de Ito tiene la representacion
de suma de Riemann-Stieltjes .

Después de esta definicion general de la integral estocastica de It6 se ha per-
dido la intuicién porque ya no somos capaces de escribir la integral, fot CydBg,
en términos simples del movimiento Browniano. En casos particulares se po-
dré obtener una férmula explicita para las integrales estocésticas de Ito, pero
esto requiere el conocimiento del lema de It6. Para nuestra intuicién general, y
para propositos practicos, la siguiente regla es til:

Nota 3.4. Las integrales estocdsticas de Ité I;(C) = fot CsdBs, t € [0,T], cons-
tituyen un proceso estocastico. Para una particion dada

T 0=to<t1 < - <t,_1<t,=T,

yt € [ty_1,tx), la variable aleatoria I;(C) es cercana a la suma de Riemann-
Stieltjes

k—1
Z Cti—l (Bti - Btz'fl) + Ctkfl(Bt - Btk71>7
=1

y esta aprozimacion es cercana (en el sentido cuadrdtico medio) al valor de I,(C),
para la particion mds densa 1, en [0,T].
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Ahora veamos algunas propiedades de la integral estocédstica general de Ito. La
integral estocéastica general de Ito hereda las propiedades de la integral estocéstica
de Tto para procesos simples. En general, no desarrollaremos las pruebas de estas
propiedades.

Propiedad 3.3. El proceso estocdstico I,(C) = fg CsdBs, t € [0,T], es una
martingala con respecto a la filtracién natural Browniana (Fy, t € [0,T]) (véase

definicion [A.6]).
Esto resulta de la elecciéon particular de la aproximaciéon de la sumas de

Riemann-Stieltjes de C, las cuales son evaluadas en los puntos finales izquierdos
de los intervalos [t;_1,t;].

Propiedad 3.4. La integral estocastica de Ito tiene esperanza cero.

Para la prueba de la existencia de la integral estocéstica de Ito, la propiedad
de isometria (3.5)) para procesos simples es esencial. Esto es vélido también para
el caso general.

Propiedad 3.5. La integral estocdstica de Ito satisface la propiedad de isometria:

E </Ot CsdBS)2 = /Ot E(C?)ds, t€[0,T).

La integral estocastica de It incluso tiene algunas propiedades en comin con
las integrales de Riemann y de Riemann-Stieltjes.

Propiedad 3.6. La integral estocastica de Ito,

1. es lineal:

Para constantes ¢y, ¢y y procesos CV y C? en [0,T), que satisfacen las
suposiciones en la nota ,

t t t
/ [c1CY) + ¢,CP] dB, = ¢ / CWdB; + ¢ / CPdB.
0 0 0

2. y es lineal en intervalos adyancentes:

Para 0 <t <T,
T t T
/ C.dB, = / C.dB, +/ C.dBs.
0 0 t

Finalmente, establecemos la siguiente propiedad:

Propiedad 3.7. Los procesos I(C) tienen trayectorias continuas.
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3.3. El lema de Ito.

3.3.1. La regla de la cadena clasica de diferenciacion.

El lema de It6 es el andlogo estocédstico de la regla de la cadena clasica de
diferenciacién. Recordando que, para una funcién diferenciable b(s),

Ldb*(s) db(s)
2 s 8T

Esta relaciéon implica que, con b(0) = 0,

% /0 db{j_is) ds:%bQ(t)Z /0 b@)%‘s)ds: /O b(s)db(s).  (3.7)

No se puede simplemente reemplazar la funcién b(s) con una trayectoria By (w)
del movimiento Browniano en , ya que tal trayectoria es diferenciable en
ninguna parte. Usando algunos recursos elementales, descubrimos en la seccion
que la integral estocdstica de Ito, fg BydBs, tienen valor, 0.5(B? — t), lo
que contrasta con (3.7). Nétese que el valor de la integral, 0.5(B? —t), es el valor
0.5(B?), el cual se espera obtener de la regla de la cadena cldsica de diferencia-
cién, corregido por —0.5t. Esto sugiere que se debe encontrar un término de
correccion a la regla de la cadena clésica. Otra apelacion a la discusion en la
seccion nos dice que estos términos vienen del limite cuadratico medio del
funcional cuadrético, i | (By, — By, )%

Con el objetivo de entender la regla de la cadena estocastica, primero se
recordara la regla de la cadena deterministica. Por simplicidad, escribimos h'(t),
R"(t), etc., para las derivadas ordinarias de la funcién h de t.

Definicién 3.8. Sean f y g funciones diferenciables. Entonces la regla clasica
de la cadena de diferenciacién nos dice:

[F(g()) = f'(g(5))d (s)- (3.8)

Dado que estamos interesados en integrales, reescribimos ([3.8)) en forma in-
tegral, es decir, integrando a ambos lados de (3.8) en [0, ¢].

Definicién 3.9. La regla de la cadena en forma integral esta dada por:

fMW—ﬂNMzéf@@M®%=Afwﬁ@®-
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Damos un argumento heuristico para la validez de la regla de la cadena, el cual
tomaremos como motivacién para el lema de [t6. En el lenguaje de diferenciales,
se convierte en df(g) = f'dg. Esta diferencial puede ser interpretado como
el término de primer orden en una expasion de Taylor:

fg(t) +dg(t)) — fg(t)) = f'(9(t))dg(t) + %J”’(g(lﬁ))[dg(t)]2 +eo (39)

Aqui dg(t) = g(t + dt) — g(t) es el incremento de g sobre [t,t + dt]. Bajo
condiciones adecuadas, los términos de segundo y orden mayor son despreciables
para dt pequenos.

3.3.2. Una version simple del lema de Ito6.

Ahora supdngase que f es una funcién dos veces diferenciable, pero reem-
plazamos ¢(t) en con una trayectoria By(w) del movimiento Browniano.
Escribimos dB; = B4 — B; para el incremento de B en [t,t + dt]. Usando los
mismos argumentos anteriores, obtenemos que

F(B.+dBy) — [(By) = (BB, + & f' (BB + -+ (3.10)

En la ecuacién (3.3)) establecimos que la diferencial cuadrada (dB;)? puede
ser interpretada como dt. Asi:

En contraste al caso deterministico, la contribucion del término de sequndo
orden en la expasion de Taylor no es despreciable.

Este hecho es la razén para la desviacion de la regla clasica de la cadena.
Integrando ambos lados de (3.10) en un sentido formal y despreciando tér-
minos de orden mayor que 3 del lado derecho, obtenemos para s < t:

/S (B, =

f( S
- / F(B)B. + / /7 (B,)d. (3.12)

Donde las integrales en (3.11)) y (3.12)) se pueden interpretar como sigue. La
primera integral en ([3.12) es la integral estocastica de 1t6 de f/(B) y la segunda

integral ha de ser interpretada como la integral de Riemann de f”(B). La relacién
define las cantidades, f; df (Bs), la cual es anédloga a una suma telescépica,
y por lo tanto es natural el asignar el valor f(B;) — f(Bs) a esta. En lo que sigue,
daremos siempre el valor V; — V; a la integral simbélica fst dV,, cualquiera que
sea el proceso estocastico V.

By) — f(Bs) (3.11)



Capitulo3. Célculo Estocastico de Ito. 51

Definicién 3.10. Sea f una funcion dos veces continuamente diferenciable.
La formula

f(B) ~ £(B) = [ (B)aB+ 5 [ /(Bde s <t

es una forma simple del lema de Ité o de la formula de Ito.

3.3.3. Versiones extendidas del lema de Ito.

En esta seccién extenderemos el lema de It6, dado en —, en varias
formas.

Comenzaremos con un lema de It6 para el proceso estocéstico f(t, B;). Supon-
ga que f(t, ) tiene derivadas parciales de al menos segundo orden. Una modifica-
cién del argumento de la expansiéon de Taylor usado en la seccién [3.3.2] es incluso
exitoso en este caso mas general. Recordando que la expansiéon de Taylor de
segundo orden produce

f(t+dt, Birar) — f(t, By) = (3.13)
fi(t, By)dt + fo(t, B;)dB,

+% [fn(t, By)(dt)? + 2f15(t, B,)dtdB; + fasl(t, Bt)(dBt)2] L

Nota 3.5. De aqui y en lo que sigue, se usard la siquiente notacion para las
derivadas parciales de f:

0 .
fl(tvx) = axlf(xl)f(l?) et 5,;2:957 = 1727
o 0 o
fij(t,x) = amia—% (71) f(22) - m:x, 1,7 =1,2.

Como en el calculo clasico, los términos de orden mayor en son des-
preciables, y asi también los téminos con factores dtdB; y (dt)?. Sin embargo, ya
que interpretamos (dB;)? como dt, el término con (dB;)? no puede ser desprecia-
do. Procediendo en la misma forma que en la seccion [3.3.2] es decir, integrando
formalmente el lado derecho e izquierdo en y agrupando todos los tér-
minos con dt y dB; separadamente, concluimos con la ecuacion dada en
la siguiente definicion.
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Definicién 3.11. Extension I del lema de Ité.

Sea f(t,x) una funcion cuyas derivadas parciales de sequndo orden son continuas.
Entonces

f(tv Bt) - f(Sv Bs) = (314>
¢ 1 t
/ {fl(x, B,) + §f22(x, Bm)} dx +/ fo(z, By)dB,, s<t.

Ejemplo 3.1. (Movimiento Browniano geométrico.)
Consideremos una forma particular del movimiento Browniano geométrico

X, = f(t, B;) = ele70-57) o B (3.15)
donde ¢ y ¢ > 0 son constantes. Nétese que
f(t,x) = ele705 0w g (¢ 0) = (¢ — 0.50°) f(t, z),

fot, ) = o f(t,x), folt,x)=c*f(t, 2).

Una aplicacién del lema de It6 (3.14) hace que el proceso X satisfaga la
ecuacion diferencial estocastica lineal

t t
Xy —Xo = c/ Xqds + a/ XqdDBs. (3.16)
0 0
|

Para un uso posterior se necesitara una version mas general del lema de Ito.
Se consideran procesos de la forma f(¢, X;), donde X esta dado por:

t t
X, = Xo+ / AWds + / APdB, (3.17)
0 0

y ambos, AV y A® son adaptados al movimiento Browniano. Aqui se supone
que las integrales en (3.17)) estan bien definidas en el sentido de Riemann e It0,
respectivamente.

Nota 3.6. Un proceso X, el cual tiene representacion , es llamado un pro-
ceso de Ité. Se puede mostrar que los procesos AY) y A?) son inicamente deter-
minados en el sentido que, si X tiene representacion , donde los AW ’s son
reemplazados con procesos adaptados D@, entonces AW y D necesariamente
cotnciden.
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Recordemos que el movimiento Browniano geométrico (3.15)) satisface ((3.16)).
Por lo tanto, es un proceso de Ité con AN =X y A® = X.

Ahora, usando un argumento similar con una expansiéon de Taylor como se
hizo anteriormente, se obtiene la ecuacion dada en la siguiente definicién.

Definicién 3.12. Extension II del lema de Ito.
Sea X un proceso de Ito con representacion y f(t,x) una funcion cuyas
derivadas parciales de sequndo orden son continuas. Entonces

f(tv Xt) - f(sa Xs) - (318>

[ (7020 4 A a0 X+ AP X))

t
+ / AP foly, X, )dB,, s <t

La férmula (3.18)) es frecuentemente dada en la siguiente forma:

f(tu Xt) - f(S7Xs) - (319)

/:{fl(%Xy) ;[N]fazy, }dy+/f2y,

dX, = AVdy + APdB,

donde

La tultima identidad es una forma simbdlica de escribir la representaciéon de
Ito (3.17). La integral con respecto a X en (3.19) ha de ser interpretada como
sigue:

/ foly, X,)dX, = / D 1oy, X, )dy + / ADR Ly (y. X,)dB,,  (3.20)

Finalmente, consideramos el lema de Ito6 para un proceso estocastico de la
forma f(t, Xt(l), Xt(Q))7 donde ambos, Xt(l) y Xt(Q), son procesos de It6 con respecto
al mismo movimiento Browniano:

XP =x{+ / AL ds + / APDdB,, i=1,2 (3.21)
0 0

Un argumento similar de la expansion en serie de Taylor al utilizado con
anterioridad produce la ecuacién (3.22)) dada en la siguiente definicion.
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Definicién 3.13. Extension III del lema de Ité.
Sean X y X® dos procesos de Ité dados por y f(t,z1,22) una funcion
cuyas deriwadas parciales de sequndo orden son continuas. Entonces para s < t,

£ X0, X)) = fs, X0, X)) = (3.22)

/ £y, X0, X2y

t
+z [ #tw X0 X2axp
3

1 i |
+2 ZZ/ fw Y, ?51 ,X (2) )Ag: )Af,])dy.
j=2

=2

Aqui fi(y, x1,x2), fij(y,x1,22) son las derivadas parciales de f(y,x1,z2) con
respecto a la variable i-ésima y las variables i-ésima y j-ésima, respectivamente.

Las integrales con respecto a Xéi) han de ser interpretadas en la misma for-
ma que en . La férmula puede ser extendida de manera natural a
funciones f(t, Xt(l), e ,Xt(m)), donde las Xt(i)’s son procesos de Itd con respecto
al mismo movimiento Browniano.



Capitulo 4
Ecuaciones Diferenciales
Estocasticas.

4.1. Ecuaciones diferenciales deterministicas.

La idea subyacente de una ecuacién diferencial es simple: Damos una relacién
funcional

Fta(t),2'(t),2"(t),..) =0, 0<t<T, (4.1)

envolviendo al tiempo ¢, una funcién desconocida z(t) y sus derivadas. El objetivo
es encontrar la funcién z(t) la cual satisface (4.1)). Esta es llamada una solucién
de la ecuacion diferencial . Un hecho importante es que esta solucién es
tnica para una condicién inicial dada, por ejemplo, x(0) = xy para ecuaciones
diferenciales de orden 1.

Las ecuaciones diferenciales mas simples son aquellas de orden 1. Estas in-
volucran solamente a t, z(t) y su primera derivada 2’(t). Idealmente, tal ecuacién
diferencial esta dada de la forma

T'(t) = d:fl—gf) =a(t,z(t)), x(0)= mz, (4.2)

para una funcién conocida a(t, z). Es mas usual escribir en una forma mas
intuitiva
dz(t) = a(t,z(t))dt, x(0) = xo. (4.3)
Si se interpreta x(t) como la posicién de una particula de una dimensién en
el espacio al tiempo ¢, describe el cambio de posicién de la particula en un
pequeno intervalo de tiempo [t,t + dt]. La ecuacién entonces nos dice que
dx(t) = z(t + dt) — x(t) es proporcional al incremento de tiempo dt con factor
a(t,z(t)). Alternativamente, nos dice que la velocidad 2/(t) de la particula
es una funcién dada del tiempo t y la posicién z(t).

Ejemplo 4.1. (Algunas ecuaciones diferenciales simples.)
Suponga que la velocidad es solo funcion de t:

Z'(t) = a(t).

25
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Integrando ambos lados produce la solucién

Esta es la forma mas simple de una ecuacién diferencial, pero es incluso trivial
dado que el lado derecho no depende de la funcién desconocida x(t).
Ahora suponemos que la velocidad z/(t) es proporcional a la posicién z(t):

2'(t) = cx(t)

para alguna constante c. Aqui la simple integracién no sirve, pero se conoce la
solucién para esta ecuacién diferencial: esta es la funcién exponencial z(t) =
z(0) exp{ct}. |

Ejemplo 4.2. (Separacién de variables.)
Suponga que el lado derecho de la ecuacién puede ser separado en el pro-
ducto de dos funciones:

2'(t) = a1 (t)az(x(t)).

Simbolicamente, se reescribe esta ecuacion diferencial como
dx
az(z)

Ahora integrando ambos lados de (4.4) obtenemos:

/<(>) d() - / ar(s)ds. (4.5)

En el lado izquierdo obtenemos una funcién de z(t), en el lado derecho tene-
mos una funciéon de t. Afortunadamente, obtenemos una forma explicita de la
funcion z(t). Este acercamiento es justificado por la diferenciacién en ambos
lados de como integrales del limites superiores. Entonces se obtiene

(1)

ay(x(t))

la cual es otra forma de escribir (4.4)).
Aplicamos este método a la ecuacién diferencial 2'(t) = cx(t) para algin

z(0) # 0. Entonces
z(t) d t
/ @ _ c/ ds,
z(0) <L 0

dando que z(t) = z(0) exp{ct}. |

= ay (t)dt. (4.4)

= al(t),
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Resumiendo, algunos aspectos importantes de las ecuaciones diferenciales or-
dinarias son:

s Las soluciones de las ecuaciones diferenciales son funciones. Estas des-
criben la evolucion o la dindmica de procesos de la vida real sobre un pertodo
de tiempo dado.

» Con el objetivo de obtener una solucion unica, se tiene que conocer la
condicion inicial £(0) = xqy. St esta solucidn unica x(t) comienza del punto
xo en el presente t = 0, se dice, que la funcion z(t) esta completamente
determinada en el futuro, es decir, para t > 0.

= Las soluciones explicitas de las ecuaciones diferenciales son la excepcion
de la regla. En general, se tiene que recurrir a soluciones numéricas de las
ecuaciones diferenciales.

s Integrando ambos lados de la ecuacion diferencial , se obtiene una
ecuacion integral equivalente:

Aunque esta ecuacion transformada no es en general de gran utilidad para
encontrar la solucion de , esta da una idea de como se puede definir
una ecuacion diferencial estocdstica: como una ecuacion integral estocds-
tica.

4.2. Ecuaciones diferenciales estocasticas de 1to.

4.2.1. Definicidon de una ecuacion diferencial estocastica.

Counsiderese la ecuacion diferencial deterministica
dx(t) = a(t,z(t))dt, z(0) = xy.

La forma mas facil de introducir aleatoriedad en esta ecuacion es aleatorizar la
condicién inicial. La solucién x(t) entonces se convierte en un proceso estocéstico
(X, t €[0,7T)):

dX; = a(t, Xy)dt, Xo(w) =Y (w).
Tal ecuacién es llamada una ecuacion diferencial aleatoria. Su soluciéon no

requiere de calculo estocastico; se pueden utilizar los métodos clasicos y ajustar
la solucién a la correpondiente salida de la condicién inicial. Las ecuaciones
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diferenciales aleatorias pueden ser consideradas como ecuaciones diferenciales
deterministicas con una condicién inicial perturbada.

Para nuestros propositos, la aleatoriedad en la ecuacién diferencial es intro-
ducida a través de un término adicional de ruido aleatorio:

dX; = a(t, X;)dt + b(t, X3)dB;, Xo(w) =Y (w) (4.6)

Aqui, como es usual, B = (B, t > 0) denota el movimiento Browniano, y
a(t,z) y b(t,x) son funciones deterministicas. La solucién X, si esta existe, es
entonces un proceso estocéstico. La aleatoriedad de X = (X, t € [0,T) resulta,
de un lado, de la condicion inicial, y por otro lado, del ruido generado por el
movimiento Browniano.

Una interpretacion simple de (4.6]) nos dice que el cambio dX; = X, 4 — X; es
causado por un cambio dt del tiempo, con un factor a(t, X;), en combinacién con
un cambio dB; = By — B; del movimiento Browniano, con un factor b(¢, X;).
Ya que el movimiento Browniano no tiene trayectorias diferenciables, no es claro
como se puede interpretar . Ahora que tenemos el calculo de Ito, se puede
proponer lo siguiente.

Definicién 4.1. Se interpreta (@ como la ecuacion integral estocdstica
t t
X; = Xo +/ a(s, Xs)ds +/ b(s,Xs)dBs, 0<t<T (4.7)
0 0

donde la primera integral del lado derecho es una integral de Riemann, y la
sequnda es una ecuacion integral de Ito.

La ecuacion es llamada una ecuacion diferencial estocdstica de
Ito.

El llamar a la ecuacién (4.7) una ecuacién diferencial no es intuitivo. Su
nombre es originado a partir de la ecuacion simbdlica (4.6)), pero esta iltima es
absurda a menos que se diga que son las diferenciales. Seguiremos la costumbre
general y llamaremos a una ecuacion diferencial estocéstica de Ito.

Definicién 4.2. El movimiento Browniano B es llamado el proceso conductor
de la ecuacion estocdstica de Ito.

Es posible reemplazar el movimiento Browniano por otro proceso conductor,
pero esto requiere el definir integrales estocasticas mas generales.

No es claro apriori como las integrales en estén bien definidas. Se
tiene que asegurar que b(s, X;) es adaptado al movimiento Browniano y que,
J. E [b(s, X)]?ds, sea finita, ya que estas son condiciones cruciales para la defini-

0
cién de una integral estocastica de It6. Una limitante para poder verificar estas
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condiciones es que no se conoce la solucion X. Pronto se mostrara que exis-
ten condiciones simples para la existencia y unicidad de las soluciones para las
ecuaciones integrales estocasticas de Ito.

Primeramente trataremos de ver qué es una solucién de la ecuacion diferen-
cial estocastica de Ito . Se pueden encontrar dos tipos de soluciones a una
ecuacién diferencial estocastica. Estas son llamadas soluciones fuertes y solu-
ciones débiles.

Definicién 4.3. Una solucion fuerte de la ecuacion diferencial estocdstica
de Ito es un proceso estocdstico X = (X, t € [0,T]) el cual satisface las
siguientes condiciones:

i) X es adaptado al movimiento Browniano (véase apéndice A), es decir, al
tiempo t es una funcion de By, s < 't.

ii) Las integrales en estan bien definidas como integrales de Riemann e
integrales estocdsticas de Ito, respectivamente.

ii1) X es una funcion de la trayectoria Browniana subyacente y de las funciones
coeficiente a(t,z) y b(t,z).

Asi una solucién fuerte de esta basada en la trayectoria del movimien-
to Browniano subyacente. Si cambidramos el movimiento Browniano por otro
movimiento Browniano, obtendriamos otra solucién fuerte la cual estaria dada
por la misma relaciéon funcional, pero con este nuevo movimiento Browniano en
esta.

Por otro lado, para las soluciones débiles el comportamiento de la trayectoria
no es esencial, solo se esta interesado en la distribucién de X. La condicién inicial
Xy y las funciones coeficiente a(t, ) y b(t, x) son dadas, y tenemos que encontrar
el movimiento Browniano tal que se cumpla.

Las soluciones débiles de X son suficientes con el objetivo de determinar
las caracteristicas distribucionales de X, tales como la esperanza, funciones de
varianza y covarianza del proceso. En este caso, no tenemos que conocer las
trayectorias de X.

Definiciéon 4.4. Una solucion fuerte o débil de X de la ecuacion diferencial es-
tocdstica de Ito es llamada una difusion. En particular, tomando a(t,x) =
0yb(t,r) =1 en , se verifica que el movimiento Browniano es un proceso
de difusion.

Nota 4.1. En lo que sigue, solo se considerardn soluciones fuertes de las ecua-
ciones diferenciales estocasticas de Ito.
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Primero daremos las condiciones suficientes para la existencia y unicidad de
tales soluciones.

Teorema 4.1. Supdngase que la condicion inicial Xy tiene sequndo momento
finito: E(X2) <0, y es independiente de (By, t > 0).

Adicionalmente supongase que, para todo t € [0,T] y z,y € R, las funciones
coeficiente a(t,x) y b(t, ) satisfacen las siguientes condiciones:

1. Son continuas.

2. Satisfacen la condicion de Lipschitz con respecto a la sequnda variable:

Entonces la ecuacion diferencial estocdstica de Ito tiene una unica solu-
cion fuerte X sobre [0,T].

4.2.2. Resolucion de ecuaciones diferenciales estocasticas
de Ito0 mediante el lema de Ito.

En esta seccidon se resolveran algunas ecuaciones diferenciales estocasticas de
[to elementales mediante el lema de Ito.

Ejemplo 4.3. (El movimiento Browniano geométrico como solucién de
una ecuacion diferencial estocastica lineal de It6 con ruido multiplica-
tivo.)

Consideremos la ecuacién diferencial estocastica lineal de It6 siguiente

¢ ¢
Xy = Xo+ c/ Xsds + O'/ X dBs, te]0,T], (4.8)
0 0

con ¢y o > 0 constantes dadas.
En la segunda integral de (4.8)), la integral de 1td, el movimiento Browniano
y el proceso X estan conectados en un modo multiplicativo.

De (3.16]) tenemos que:

El movimiento Browniano geométrico particular
X, = Xoele 0597t eBe ¢ [0, 77, (4.9)

resuelve (4.8), y X es la tnica solucién de (4.8)).

Recordemos que se aplic el lema de It6 para verificar que X satisface (4.8)).
Ahora estamos ante el problema inverso, usar el lema de It6 para encontrar la

solucién (4.9)) a partir de (4.8)).
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Supongamos que X; = f(t, B;) para alguna funcién suave f(¢,x) y a partir

del lema de It6 (3.14)):
t 1 t
X, =X, +/ [fl(s, By) + §f22(3, BS)} ds —1—/ fa(s, Bs)dBs. (4.10)
0 0

El proceso X es un proceso de Ito, y por lo tanto podemos identificar los
integrandos en las integrales de Riemann e It6, respectivamente, de y .
Esto junto con la continuidad de las trayectorias del movimiento Browniano
producen el siguiente sistema de dos ecuaciones diferenciales parciales para f:

cf () = Fit, ) + 3 folt, ), (4.11)
of(t,z) = fa(t, x). (4.12)
De obtenemos

o2 f(t,x) = faolt, ).
Asi, las dos ecuaciones diferenciales y (4.12) pueden ser simplificadas:
(c—0.50%)f(t,x) = fi(t,x), of(t,x) = faolt, 2). (4.13)
Escribimos a f(t,z) como el producto de dos funciones
[t x) = g(t)h(z).
Entonces se transforma en
(c—0.50%)g(t) = ¢'(t), oh(x)=h(x).

Resolviendo por separacién de variables ambas ecuaciones se obtienen las

soluciones .
g(t) = g(0)e 027 h(x) = h(0)e "

Asi, se obtiene
f(t,2) = g(0)h(0)ele 0570k,

teniendo en cuenta que
Xo = f(0, Bo) = f(0,0) = g(0)h(0);
esto da finalmente
Xy = f(t,By) = X06(0_0'502)t+”Bt, t€0,7T).

De esta manera la solucion de una ecuacién diferencial estocastica de Ito
puede a veces ser derivada como solucién de una ecuacion diferencial parcial
(deterministica). |
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Ejemplo 4.4. (El proceso de Ornstein-Uhlenbeck.)

Consideremos otra ecuacion diferencial estocdstica lineal:

¢ ¢
X: = Xo +c/ Xsds+a/ dB, te0,T]. (4.14)
0 0

La ecuacién es usualmente conocida como la ecuacion de Langevin.

En contraste con , el movimiento Browniano y el proceso X no estan
directamente conectados en la parte de la integral de It6 de .

Escribimos en la forma intuitiva

dXt = CXtdt + O'dBt,
y formalmente fijamos dt = 1. Entonces tenemos

Xip1 — Xo =Xy +0(Bi — By)

Xit1 = 0 Xy + Z,

donde ¢ = ¢+ 1 es una constante y las variables aleatorias Z; = o(B;y1 — By)
constituyen una sucesién iid de variables aleatorias N (0, 0?).
Para resolver (4.14]) es conveniente usar la siguiente transformacién de X:

Y, = €_CtXt

con la cual, ambos procesos X y Y satisfacen la misma condiciéon inicial Xy = Yj.
Aplicando el lema de It6 (3.18]) con

flt,x) =e %x, fit,x) = —cf(t,x), folt,x) =e"" for=0,

AV =X vy AP =g,

obtenemos

Yz;,_YEJ = / |:f1(57Xs)+CXsf2<37Xs>+%O’2f22(57Xs) ds
0
X,)|dB,
n / [0 fals, X))

¢ t
- / [—cYs + cYs + 0)ds + / [oe™|d B
0 0

t
= / [ce™“]dBs.
0
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De esta manera se concluye que el proceso
t

X = e Xy + O'BCt/ e “dB;
0

es solucién de la ecuacién diferencial estocastica de Langevin (4.14). Para una
condicién inicial constante X, este proceso es llamado un proceso de Ornstein-
Uhlenbeck. ]

4.3. La ecuacion diferencial general lineal.

Definicién 4.5. La ecuacion diferencial estocdstica general lineal.
t t
X; = Xy +/ [c1(s) X + ca(s)]ds —I—/ [01(s)Xs + 09(s)]dBs, t€[0,T] (4.15)
0 0

Las funciones coeficiente (deterministicas) ¢; y o; son continuas, por tanto
acotadas sobre [0,T], y asi no es dificil de ver que las condiciones de existencia y
unicidad, dadas en la observacion , garantizan que tiene una unica solucion
fuerte.

Esta ecuacion es importante para muchas aplicaciones. Esta es particular-
mente atractiva porque tiene una solucién explicita en términos de las funciones
coeficiente y de la trayectoria Browniana subyacente. En lo que sigue, derivaremos
esta solucién mediante multiples usos de diferentes variantes del lema de Ito6.

4.3.1. Ecuaciones lineales con ruido aditivo.

Estableciendo o1(t) = 0 en (4.15)), obtenemos
Definicién 4.6. La ecuacion lineal con ruido aditivo.
t t
X, = Xo +/ [c1(8) X + ca(s)]ds +/ os9(s)dBs, t€10,T). (4.16)
0 0
En términos de diferenciales esto puede ser escrito como
dX; = [c1(t) Xy + co(t)]dt + o2(t)dBy, t € [0,T].
El proceso X no estd directamente envuelto en la integral estocastica, por

consiguiente (4.16) de ahi gana su nombre. La solucién de (4.16)) es particular-

mente simple.
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Una forma de resolver la ecuacién diferencial es el intuir su forma a partir de
algunos ejemplos particulares. Esta no es quiza la aproximacién mas satisfactoria
ya que ciertamente se necesita mucha experiencia para tal cometido. De cualquier
forma, vamos a suponer que

Xe = [y(1)]7'Ys,
donde .
y(t) :exp{—/o cl(s)ds} y Y= f(t, Xy),
para alguna funcién suave f(t, ). Una aplicacién del lema de 1t6 produce
dY; = d(y(t) Xy) = co(t)y(t)dt + oo(t)y(t)dBy.

Integrando ambos lados y notando que y(0) = 1, por lo tanto X, = Y,
obtenemos:

La solucion de la ecuacion lineal con ruido aditivo:

X, =[y@®)]! (Xo + /Ot co(s)y(s)ds + /Ot UQ(S)y(S>st> .

Si Xj es una constante, esto define un proceso Gaussiano.

Ejemplo 4.5. (La ecuacién de Langevin.)
En el ejemplo ya hemos considerado la ecuacién de Langevin. Esta es la
ecuacion (4.16]) con ¢i(t) = ¢, ca(t) =0y 09(t) = 0. La solucién esta dada por

t
Xt = €CtX(] + O'GCt/ e*CSdBS, t e [O,T]
0

Se mencioné en el ejemplo 4.4] que X es llamado un proceso de Ornstein-
Uhlenbeck considerando X constante. |

4.3.2. Ecuaciones homogéneas con ruido multiplicativo.

Otro caso especial de la ecuacién diferencial estocdstica lineal general (4.15))
esta dado por:

Definicién 4.7. La ecuacion lineal homogénea:

t t
X, =Xo+ / Cl(S)Xst + / Ul(S)XSdBS, t e [O,jj]7 (417)
0 0
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0, en el lenguaje de diferenciales:
dXt = C1<t)Xtdt + O'l(t)XtdBt, te [O,T]

Yo que X, aparece como factor de incrementos del movimiento Browniano,
es llamada una ecuacion diferencial estocdstica con ruido multiplicativo.
Es llamada homogénea porque ca(t) = oa(t) = 0 para toda t.

Puesto que podemos dividir ambos lados de (4.17]) por X, entonces podemos
suponer que Xy = 1. (El caso Xy = 0 corresponde al caso trivial X; = 0 para
toda t el cual no es de interés). Ya que esperamos una forma exponencial de

la solucién, suponemos que X; > 0 para toda t. Esto nos permite considerar a
Y, =In X; = f(X}) y aplicando el lema de It6 (3.18]) con

f(t7 LL’) = hl:L’, fl(tv'r) = 07 f2(t7x) = xila f22(t,I) = _I72‘

Obtenemos
dY; = [c1(t) — 0.507(t)]dt + o1 (t)dB;. (4.18)

Primero integramos ambos lados de la ecuacién (4.18), después tomando ex-
ponenciales y finalmente corrigiendo para el valor inicial si X # 1; se obtiene:

La solucion de la ecuacion homogénea

X, = Xy exp {/Ot[cl(s) — 0.502(s)]ds + /Ot Ul(s)st} tef0,T].  (4.19)

Ejemplo 4.6. (Movimiento Browniano geométrico.)

Un ejemplo de ecuaciéon diferencial estocastica homogénea con ruido multiplica-
tivo fue tratada en el ejemplo con ¢1(t) = ¢, 01(t) = o para ¢ y o constantes.
Se encontrd que el movimiento Browniano geométrico

X, = X06(070.502)t+03t, te [O,T],

es la tnica solucién fuerte en este caso. [ ]

4.3.3. El caso general.

Ahora se resolvera la ecuacién diferencial estocastica lineal general .
Esto se logra acoplando (4.15) en un sistema de dos ecuaciones diferenciales
estocésticas. Recordando la solucién Y de la ecuacion diferencial estocastica ho-
mogénea con Yy = 1 la cual esta dada por la férmula (con X
reemplazado por Y'). Considere los dos procesos

XM=y ty xP =X,
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Aplicando el lema de It6 (3.18) a Y;~* (con f(¢,z) = 271). Después de algunos
calculos obtenemos

dX) = [—e1(t) + 2 (D) XMV dt — oy () X VB,
apelando a la férmula de integracion por partes, produce
d(XXP) = [ea(t) — o1 () (D)) X NV dt + oo (t) XV dB,.

Luego integrando ambos lados, recordando que Yy = 1 y teniendo en mente
las formas particulares de Xt(l) y Xt(Q), obtenemos finalmente:

La solucion de la ecuacion lineal general :

X, =Y, (X0+ /0 t[(;z(t) — o1 (H)oa(t)]Y s + /0 t ag(s)Ys_ldBS) . te0,T).

Nota 4.2. Aqui, el proceso Y es la solucion de la ecuacion homogénea
(donde X tiene que ser reemplazado con'Y ) con la condicion inicial Yy =
1.

De hecho, derivamos la solucién de la correspondiente ecuacion diferencial
deterministica.
dx(t) = [e1(t)z(t) + cot)]dt, t € [0,t].

Simplemente establecemos o1 (t) = 02(t) = 0 para toda t.



Capitulo 5

Aplicaciones del Calculo
Estocastico a Matematicas
Financieras.

5.1. Conceptos y notacion de matematicas
financieras.

5.1.1. Conceptos de finanzas.

Suponemos que el precio X; de una posesién peligrosa (llamada accién) en el
tiempo t esta dado por el movimiento Browniano geométrico de la forma

Xt _ f(t,Bt) _ Xoe(cfo.f)o'?)tﬁ*UBt’ (51)

donde, como es usual, B = (B;, t > 0) es el movimiento Browniano y X se
supone independiente de B. La motivacién para esta suposicion sobre X viene
del hecho que X es la tinica solucién fuerte de la ecuacion diferencial estocastica
lineal

X=Xy + c/t X.ds + a/t X.dB,. (5.2)
0 0
La ecuacién se puede escribir formalmente como
dX; = cXydt + 0 Xy dBy.
Si se interpreta esta ecuacién de una forma sencilla, tenemos en [t, ¢ + dt]
Xirar — Xy = cXydt + 0 X4dBy.
Equivalentemente

Xipar — Xy

X, = cdt + odB;.

67
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La cantidad del lado izquierdo es el retorno relativo de la posesion en el
periodo de tiempo [t, ¢+ dt]. Esto nos dice que existe una tendencia lineal cdt, la
cual es perturbada por un término de ruido estocastico odB;. La constante ¢ > 0
es la asi llamada tasa de retorno media, y o > 0 es la volatilidad. Un vistazo a
la formula nos dice que, para o grande, mas grandes son las fluctuaciones
de X;. Por lo tanto, o es una medida de riesgo de la posesion.

Es cierto que el modelo es razonable, aunque, una primera aproximacion
burda a un proceso de precio real. Si se olvida por el momento el término que
contiene a o, es decir, suponemos que o = 0, entonces es una ecuacion dife-
rencial deterministica la cual tiene una solucién bien conocida: X; = Xy exp{ct}.
De esta manera, si ¢ > 0 esperamos obtener una funcién exponencial perturbada
aleatoriamente, y esta es el movimiento Browniano geométrico .

Ahora supdéngase que no se tiene ninguna posesion peligrosa como una cuenta
bancaria. En la teoria financiera, esto es llamado un bono. Suponemos que una
inversion de 3y en el bono produce un monto de

ﬂt = 606Tt7

al tiempo . Por lo tanto, el capital inicial de (3, ha sido agravado constantemente
a una tasa de interés constante r > 0. Esto es una idealizacién ya que la tasa
de interés cambia con el tiempo. Notese que [ satisface la ecuacion integral
deterministica

B, = Bo+r /0 B.ds. (5.3)

En general, se desea mantener cierto monto de posesiones: a; en acciones y
b; en bonos, esto constituyen un portafolio. Suponemos que a; y b; son procesos
estocésticos adaptados al movimiento Browniano y llamamos al par

(at,bt), t e [O7T],

estrategia de mercado. Claramente se desea escoger una estrategia donde no haya
perdidas. Cémo elegir (a;,b;) de un modo razonable, sera discutido posterior-
mente. Nétese que la riqueza V; (o el valor del portafolio) al tiempo t esta dado
por

Vi = ar Xy + b3y

Se permite que ambos, a; y b;, tomen cualquier valor positivo o negativo. Un
valor negativo de a; significa una venta breve de la accién, es decir, se vende
la accién al tiempo t. Un valor negativo de b, significa que se pide prestado a
la tasa de interés segura r del bono. En realidad, se deberia pagar un costo de
transaccion por las operaciones sobre las acciones y venta, pero despreciamos
este costo por simplicidad. Mas atin, no suponemos que a; y b;, sean acotados.
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Asi, en principio, se deberia tener un monto (cantidad) potencialmente infinito
de capital, y se deberia tener deudas inconsolidadas (no-acotadas) en la cuenta
también. Claramente esto es una simplificacion, lo cual hace nuestros problemas
matematicos mas faciles. Finalmente, suponemos que no se gasta dinero en otros
propésitos, es decir, no se hace el portafolio mas pequeno por el consumo.

Suponemos que la estrategia de portafolio (ay, b;) estd autofinanciada. Esto
significa que el incremento de la riqueza V; resulta sélo de los cambios de los
precios de las posesiones X; y (3;. Formulemos la condicién de autofinaciamiento
en términos de diferenciales

dVy = d(a Xy + b fBy) = ad Xy + bidfy,

el cual interpretamos en el sentido de It6 como la relacién

t t t
‘/t - % = / d(asXs + bsﬁs) = / asts + / bsdﬁs-
0 0 0

Las integrales en el lado derecho claramente tienen sentido si reemplazamos
dX, con cX,ds + 0 X,dB;, véase y dfs con rfyds, véase (5.3). Por lo tanto,
el valor V; del portafolio al tiempo ¢ es precisamente igual a la inversion inicial
Vb mas el capital ganado de las acciones y el bono al tiempo t.

5.1.2. Opciones de compra y venta europeas.

Ahora supéngase que se adquiere un boleto, llamado una opcion, al tiempo
t = 0 el cual da la facultad para comprar una parte de la acciéon hasta o al
tiempo T, el tiempo de maduracion o tiempo de expiracion de la opcidén. Si se
puede ejercer esta opcion al precio fijo K llamado precio de ejercicio de la opcion,
solo al tiempo de maduracién T, esta es llamada la opcion de compra europea
(call option). Si se puede ejercer hasta o al tiempo T, esta es llamada una opcion
de compra americana. Hay muchas mas opciones en el mundo real de las finanzas,
sin embargo, éste estudio se enfocard en las opciones de compra y venta europeas.

El tenedor de una opcion de compra no estd obligado a ejercer esta. Por lo
tanto, si al tiempo T el precio X es menor que K, el tenedor del boleto seria
tonto de ejercer esta (se podria comprar una accién por $Xr en el mercado) y
asi el boleto expira como un contrato sin valor. Si el precio Xt excede K, vale
la pena el ejercer la llamada, es decir, se puede comprar la acciéon al precio K,
entonces gira y se vende esta al precio Xt para un beneficio neto X, — K.

En resumen, el comprador de la opcién de compra europea es facultado a una
retribucion de

Xr— K =i XT>K,
(XT—K)+ :méX(O,XT—K) =
0 si Xp < K.
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Una opcién de venta europea (put option) es una opcién para vender una
accion al precio dado K en o hasta una fecha particular de maduracion 7. Una
opcion de venta europea es ejercida solamente al tiempo de maduracion, una
opcion de venta americana puede ser ejercida hasta o al tiempo T'. El comprador
de una opcion de venta europea hace una ganancia

K—-—Xp sl )(T<I(7
(K — X7)t =
0 si Xpr > K.

En nuestras consideraciones tedricas nos restringiremos a las opciones de
compra y venta europeas, como se habia mencionado anteriormente. Esto tiene
una razén simple: en este caso se puede derivar explicitamente las soluciones y
compactar la formulacion para el problema de valuacién de opciones.

Nota 5.1. De ahora en adelante, una opcion es una opcion europea.

Por otra parte, es interesante notar que la situacién puede ser imaginada
como un juego donde la recompensa es el pago de la opcién y el tenedor de la
opcién paga los honorarios (el precio de la opcién) por jugar el juego.

5.2. Analisis de la ecuacion de Black-Scholes.

5.2.1. Una formulacion matematica del problema de
valuacion de opciones.

Supongamos que queremos encontrar la estrategia de autofinanciamiento
(at, b)) y un valor asociado al proceso V; tal que

‘/;5 = GtXt + btﬁt = U(T — t,Xt) te [0, T],

para alguna funcién deterministica suave u(t,z). Claramente esto es una res-
triccién: se supone que el valor de V; del portafolio depende en forma suave de
t y X;. Es nuestro objetivo encontrar esta funcién u(t, x). Ya que el valor V; del
portafolio al tiempo de maduracién T serd (Xr — K)T obtenemos la condicién
terminal

Vi, =u(0, Xr) = (X7 — K)*. (5.4)

En la literatura financiera, el proceso de construir una estrategia de auto-
financiamiento tal que (5.4)) se cumpla es llamada equilibrar la denuncia en contra
de la contingencia (X7 — K)™.
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Se intentara aplicar el lema de It6 al valor del proceso V; = u(T — t, X;).
Escribimos f(t,z) = u(T — t,z) y notese que

filt,x) = —u (T —t,x), folt,x) =ue(T —t,x), foolt,z) = uga(T —t,x).

Incluso es necesario recordar que X satisface la ecuacién integral de It6
t t
X =Xo+ c/ X,ds + 0/ X,dBs;.
0 0

Ahora, la aplicacién del lema de It6 (3.18) con AV = cX y A®) = ¢X

produce

Vi—=Vo = f(t,X:) — (0, Xo)

= / [fl(S, XS) + CXSfQ(S, XS) + %U2Xs2f22(87 XS)]dS
0

- [0Xu fals. X)|dB,

t
1
— / [—uy (T — s, Xs) + cXua(T — s, Xs) + 502X82uz2(T — s, X;)]ds
0

t
+ / (0 X, ua(T — s, X,)|dB,. (5.5)
0
Por otra parte, (ay, b;) es el autofinanciamiento
t t
v~V = / 0ud X, + / bodB.. (5.6)
0 0
Ya que 3; = Boe™,
dB, = rfye"tdt = rpdt. (5.7)
Maés aun, V; = a; X + b3, por lo tanto
Vi —a; X
by = Vi T Wt (5.8)
B

Combinando ((5.6)-(5.8]), obtenemos la expresion:

t t
—aX
V-V, = /asts+/ Vo masXs 5 s
0 0 ﬁs

t t
= / a,dX, +/ r(Vs —asXs)ds
0 0
t t t
= / casXsds+/ aaSXSdBS+/ r(Vs — asXs)ds
0 0 0

— /t[(c —1)asXs + rVi]ds + /t[aasXs]st. (5.9)
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Ahora comparamos las ecuaciones (5.5) y (5.9). De acuerdo con la nota [3.6|
tenemos que las funciones coeficiente de los procesos de Ito deben coincidir. Asi,
se puede formalmente identificar los integrandos de las integrales de Riemann e

It6, respectivamente, en (5.5)) y (5.9) como:
a; = us(T — t, Xy),

(c—=ma Xy +ru(T —t, X)) = (c—r)ua(T —t, X)Xy +ru(T —t, Xy)
= —U (T — t, Xt) + CXtUQ(T — t, Xt)
1
+§O'2Xt2u22(T —1, Xt)

Ya que X; puede tomar cualquier valor positivo, podemos escribir la tltima
identidad como una ecuacion diferencial parcial:

1
ru(T —t,z) = —uy (T — t, ) + 502x2u22(T —t,x) +roug(T —t,x) = > 0.

Haciendo el cambio de variable 7 = T'—t y regresando a la variable ¢, es decir,
tomando u(T,z) = V (¢, ), entonces tenemos que la iltima ecuacion diferencial
parcial se transforma en:

1
rV(t,x) = Vi(t,x) + 5023521/22(15, x)+raVa(t,z) = >0,te€[0,7]. (5.10)

la cual es llamada la ecuacidn de Black-Scholes (véase apédice[Dlpara una resefia
histérica).

Recordando la condicién terminal y teniendo en cuenta el cambio de
variable, requerimos incluso que

VT - V(T, XT) - (XT - K)+
Esto produce la condicion terminal deterministica

V(T,z)=(xr— K)", z>0.

5.3. Planteamiento de problemas de valor a la
frontera con la ecuacion de Black-Scholes.

5.3.1. Problema de valor a la frontera para una opcion de
compra.

Sea el problema de valoracién de la opcién de compra C(t,S5), andlogo al

dado por la ecuacion (5.10)),
rO(t S) = Cy(1, S) + 50252022(15, S) +rSCy(t, S) (5.11)
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con las siguientes condiciones de frontera

C(T,S) = max(S — K,0),
C(t,8) =8 — Ke ™Y cuando S — oo,
C(t,0) =0V,

donde S > 0 es el valor del subyacente, o la volatilidad fija, r el tipo de interés
libre constante, ¢t € [0,T] y T es el tiempo de vencimiento o maduracién de la
opcioén.

Con el objetivo de resolver la ecuaciéon diferencial parcial, se transforma la
ecuacion en una ecuacion de difusion, para la cual ya hemos encontrado
su solucion en la seccién [2.3.2] Por lo tanto, introducimos el siguiente cambio de

variable
1

T = 50—2(T — 1), (5.12)
S
x=1In (f) : (5.13)
C(t,S) = KV(r,x). (5.14)
Primero calculemos las siguientes derivadas parciales
iy - LOC_L[Co  oC0s
W Kor T K | otor | 9Sor
1 {oC 2 2
::R{BZC;Q}:_Kﬂq@S)
De aqui tenemos que,
K 2
Cy(t,S) = ——2-Vi(, z). (5.15)

Ahora, calculemos V,(7, x)

10 1 [80015 8(]85}

WW>:E—*—amNE%;

0
- L )] - s

= |

Con lo cual se obtiene,

Colt, §) = ng, ). (5.16)
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Por ultimo, calculemos Vao (T, x)

Vi(r.z) = 10¢ 9 J10C
2\ %) = K 0x2 0Oz | K Ox
_ o .0 aca()“a oC
= 0z |° 95| S oz ¢ B
e °C o 9C0S
- “ 99 0105 0x T 952 0z
82
~ Vira)+e [852< )| = Vi) + K, 5).
Obteniendo asi,
K
Conlt, §) = 5 [Va(7.2) = Vil o). (5.17)

Sustituyendo las ecuaciones ([5.14))-(5.17) en (5.11]), obtenemos la siguiente

ecuaciéon diferencial parcial

2 2
—Vi(r,z) + Vao(7,2) + Lf—z - 11 Va(r,2) = ?ZV(T’ ), (5.18)
con la condicién inicial
1 1
V(z,0) = ?C(T, S) = ?maX(S - K,0)
1

1
= EméX(Kez —K,0) = Eméx([((e‘r —1),0)
= max(e® —1,0).
Ahora utilizamos la siguiente transformacion
U(r,z) = ™7V (7, 2), (5.19)

y calculamos las siguientes derivadas parciales

Vi(r,x) = %(e‘mx_lTU(T,x))

= e ™ U (r,2) — leT™ U (7, 7)

e U (1, 2) — WU (T, 7).
Por lo tanto,

Vilr,z) = e ™ U (1, 2) — U (1, 2)]. (5.20)
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Vo(r,x) = %(emxlTU(T,x))

= ™y (1, 2) — me ™I (7, 2)

= e ™ Uy(r,2) — mU(7,2)].

Luego,
Va(r,2) = e ™7 [Uy(1,2) — mU (7, 2)] . (5.21)
V- _ 62 —mac—lTU
22(7', x) = @ (6 (7'7 x))
0 —mz—IT
= 5 (e ! [Us(1,2) — mU (T, LE)])
= e ™y (1,2) — 2me " Uy (7, ) + mPe ™I U (7, 2)
= e malr [UQZ(T, x) — 2mUsy (7, 2) + m*U(r, x)] )
Finalmente,
Vao(T, 1) = 7 ™o7I7 [Ugg(T, z) — 2mUsy (7, ) + m*U(r, x)} ) (5.22)

Reescribiendo ([5.18) en términos de las ecuaciones (5.20))-(5.22), dividiendo

por exp{—maz — IT} y simplificando, obtenemos la siguiente ecuacién diferencial
parcial

2
—Uy(1,2) + Usa(7,2) + lg—g -1- Qm} Us(T, )
2r 2r
+{l+m2—m<§—1>—p} U(r,xz) = 0. (5.23)

Luego para obtener la ecuacién de difusién, tenemos que encontrar valores
de m y [ tales que los coeficientes de Uy(7,z) y U(7, x), en (5.23), sean iguales a
cero.

Del coeficiente de Uy(T, ), se tiene

2r

0 = = —1-2m
g
9
om = -1
ag
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y del coeficiente de U(7, z) y sustituyendo el valor de m, se sigue

0 = l+m2—m(ﬁ—1) 2r

o2 2

g
[ = —mz—i-m(%—l)—f—%;
0' g
I = —m?*+2m*+2m+1
I = m*+2m+1
I = (1+m)

De esta manera, con los valores de m y [, la ecuacién ([5.23)) se transforma en
la ecuacion de difusion

Ui(7, x) = Uss(T, ), (5.24)

la cual tiene coeficiente de difusion igual a 1, y que, usualmente se escribe como

oU B 0*U
or  0x2’
con condicién inicial
UO0,z) = Up(x) =™ max(e® — 1,0)

= max(em( —1),0)

— max(emaz+z_ mx O)

— max(e(m-l—l)x_ mz 0)

= méax(e2(@tDr _ gala-Dz ) (5.25)

donde a = 2r/c?.
Ahora utilizamos la solucién de la ecuacién de difusién (2.13)) obtenida en la

seccién [2.3.2] tomando la constante de difusién a? = 1y Uy(x) = ¥(x) en (2.13)),

asi tenemos que

(ﬂfo J6)

U(r,x) UO (zo)e dxo, (5.26)

2\/7r7'

es la solucion de la ecuacién de difusién ([5.24)).
Hacemos el cambio de variable y = (xo —x)/v/27, de esta manera la ecuacién

(5.26)) se convierte en:
U L [T o "
T, T) = —— 2ty +x)e” = dy.
( ) \/ﬂ/_oo 0( Yy ) Y
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Sustituyendo la condicién inicial Uy dada por la ecuacion ([5.25) en la dltima
ecuacion, esta se transforma en:

U(T, :C) = 2 62(a+1 YWV2ry+z) _ e%(afl)(\/ﬁerx)) e,%dy
T
L[ : ~ 2
- Vor [/ b gy [ e%<al><@y+x>e%dy]
R =
= Il _127
donde
2
L= o2tV dy, (5.27)
27T
2
27T

Reescribiendo (5.27)) tenemos que:

1 1 1 2 > 1
I — L ohattetiatnie / e~ 3tV g
! V2T -z

Var

Utilizando el cambio de variable z =y — %(oz + 1)v/27 tenemos que la tltima
igualdad se transforma en

1 1 1 2 oo 22
Il _ _€§(a+1)m+z(oc+1) ’T/ e~ T dx.
V2T —d

Teniendo en cuenta que \/%ffjh exp{—2?/2}dz = J%ff; exp{—2?/2}dz,
ya que es la funcion de distribucién de probabilidad acumulada de una normal
estandar, entonces tenemos finalmente que:

Il = 6%(%+ )x—i—% %+1)27(I)(d1)7

donde

v+ (& + )7
dy = —F—. 5.29
1 \/Z ( )

Anélogamente transformamos ([5.28)) con lo que se tiene que

Iy = DoV gy
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con )
+ (=1
dy = w (5.30)
V2T

De esta manera, la solucién de ((5.24)) es:

27

Ulr,z) = e GEDeH G g () — e2(GE Do+ CE 079 (4,). (5.31)

Despejando V (7, x) y sustituyendo ({5.31)) junto con los valores de m y [ en ([5.19)),
se tiene que

V(r,z) = e"®(d;) — e o2 B (dy). (5.32)

Por tltimo, utilizando las ecuaciones ((5.12))-(5.14)) y (5.32]), se tiene que la
solucién de la ecuacién diferencial parcial (5.11)) esta dada por:

C(t,S) = S®(dy) — Ke " T=Dd(dy), (5.33)

con

La ecuacion (5.33)) es conocida como la férmula de Black-Scholes para valua-
cion de opciones de compra.

5.3.2. Problema de valor a la frontera para una opcion de
venta.

Ahora consideremos el problema de valoracién de la opcién de venta P(t,.S),
andlogo al dado por la ecuacién (5.10)),
1
rP(t,S) = Pi(t,S) + 502521322(@ S) +rSPy(t,S) (5.34)
con las siguientes condiciones de frontera

P(T,S) =max(K — S,0),
P(t,S) =0 cuando S — o0,
P(t,S) = Ke"™Y — § cuando S — 0,

donde S > 0 es el valor del subyacente, ¢ la volatilidad fija, r el tipo de interés
libre constante, ¢t € [0,7] y T es el tiempo de vencimiento o maduracién de la
opcion.
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Con el objetivo de resolver la ecuacion diferencial parcial se transforma la
ecuacion (5.34) en una ecuacién de difusién, para la cual ya hemos encontrado
su solucién en la seccion [2.3.2] Para hacer esto, introducimos el siguiente cambio

de variable
1

T = 502(T — 1), (5.35)
r=In (%) : (5.36)
P(t,8) = KV(r,z). (5.37)

En forma anédloga a como se obtuvieron las ecuaciones (5.15)-(5.17)), tenemos
que:

PtS) = — K7 i), (5.38)
Py(t,S) = %vm, 2). (5.39)
Po(t, 5) = %[1/22(7, 2) = Va(r, 2)]. (5.40)

Sustituyendo las ecuaciones ([5.37))-(5.40) en ([5.34)), obtenemos la ecuacién
diferencial parcial dada en ([5.18)

—Vi(r,x) + Vag(T, ) + {% - 1} Vo(r, ) = =V (1, 2),

so6lo que ahora la condicién inicial esta dada por

1 1
V(z,0) = EP(T’ S) = EméX(K - 5,0)

_ %méx([( ~ Ke®,0) = %méx([((l —e"),0)

= max(l—¢€",0).

De la misma manera como se procedié en la seccién [5.3.1), utilizamos la trans-
formacién dada por la ecuacion (5.19), U(r, x) = exp{mzx + 7}V (7, z), por lo
que, la ecuacién ([5.34]) se convierte finalmente en la ecuacién de difusion dada
por ((5.24))

Up(7,x) = Uga(T, x).
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con la diferencia que este problema tiene la condicién inicial

U0,2) = Up(z)=e™ max(1—e",0)

= max(
méx(e™* — ™t ()
= méx(e™ — ™t )
_ ¢ a1z La+1)z
= max(e2 —e2 ,0), (5.41)

con a = 2r /.
Ahora utilizamos la solucién de la ecuacién de difusién (2.13)) obtenida en la
seccién 2.3.2] tomando la constante de difusién a® = 1y Uy(z) = ¥(x) en (2.13)),

asi, tenemos que

(20 I)

U(r,x) =

U() J]O dl‘o, (542)

2\/7T7'

es la solucion de la ecuacion de difusion asociada a este problema.
Hacemos el cambio de variable y = (xo —x)/v/27, de esta manera la ecuacién

(5.42) se convierte en:
1 o y2
Ulr,z) = — Uo(V21y + x)e” 2 dy.

Sustituyendo la condicién inicial Uy dada por la ecuacion ((5.41) en la tltima
ecuacion, esta se transforma en:

2
U(T, x) = % a—1)(V2ry+z) %(a-s-l)(\/ﬂy_;_z)) e_%dy
V2T /
= (@ D(V2ry+a) o= Y1) (VEry+a) o
— 62 2 dy 2 2 dy
V2T [/OO /OO ]
— ]1 _ ]2’
donde
1 TV 2
h=e | el gy (5.43)
2 /_Oo ’
\/;
I, = ez(a*‘l)(\/ﬂy-f-x) _Tdy (544)
V2T /

Reescribiendo (5.43)) tenemos que:

L = ! eala—la+i(a—1)’r /_me_é(y—é(a—l)\/?fdy.

V2r

e e}
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Utilizando el cambio de variable z =y — %(oz — 1)v/27 tenemos que la ultima
igualdad se transforma en

I = L e-nerie-ir / et
! V2T - .

Teniendo en cuenta que f f ? exp{—2%/2}dz es la funcién de distribucién
de probabilidad acumulada de una normal estandar, entonces tenemos finalmente
que:

o0

I :6%(2i Da+5 (2% T<I>( d2)

donde dy se define como en ([5.30)).
Anélogamente transformamos (5.44]) con lo que se tiene que

2r

[2 = 6%(7+ )er ( T@( dl)

con d; definido como se hizo en (5.29)).
De esta manera reescribimos la solucién (5.42) como:

Ulr,z) = e2 G D7t a G079 (—gy) — o2 GEHUTHICEAD TG (_q)). (5.45)

Despejando V (7, z) de la transformacién dada por (5.19)) utilizando los valo-
res de m y [ obtenidos en la seccién m y sustituyendo (|5 se tiene que

27

V(r,z) =€ 27 P(—dy) — e*P(—dy). (5.46)

Por tltimo, utilizando las ecuaciones ((5.35))-(5.37) y (5.46]) se tiene que la
solucién de la ecuaciéon diferencial parcial ((5.34)) esta dada por:

P(t,S) = Ke "I Dd(—dy) — SB(—dy), (5.47)
con

o ME DTy () -1

o/ (T —1) o/ (T —1t) '

La ecuacion (5.47)) es conocida como la formula de Black-Scholes para valua-
cion de opciones de venta.
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Capitulo 6

Métodos en Diferencias Finitas
Para Solucionar Problemas
Matematicos en Matematicas
Financieras.

6.1. Ecuaciones diferenciales parabdlicas.
La ecuacion diferencial parabdlica que estudiaremos es la de calor o difusion,

u(t, ) = Oé2u22(t,l’), O<zx<l, t>0, (6.1)

sujeta a las condiciones

u(t,0) =wu(t,l) =0, t>0,

u(0,z) = f(z), 0 <z <.

El método que usamos para aproximar la solucion de este problema contiene
diferencias finitas.

Primero seleccionamos un entero m > 0 y sea h = [/m. Después selec-
cionamos un tamano de paso de tiempo k. Los puntos de red para este caso
son (t;,x;), donde t; = jk, para j =0,1,...y x; =ih parai=0,1,...,m.

El método de diferencias finitas se obtiene al usar la serie de Taylor en ¢ para
formar el cociente de diferencias

2
%(tj7 ;Ez) _ u(t] + ]{7, xl]z U(tm fL‘z) . gz;; (:uj7 xi)’ (62)

para alguna p; € (t;,tj41), v la serie de Taylor en x para formar el cociente de
diferencias

0?*u u(ti, z; + h) — 2u(t;, ;) + u(ty,z; —h)  h? u
@(tj,xi) = J }1]2 . — E@(tp&)?

(6.3)

83
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donde &; € (i1, Tiy1).
La ecuacion diferencial parcial parabdlica (6.1]) implica que en los puntos de

red interiores (¢;,z;) para todai=1,2,...,m—1y j=1,2,..., tendremos
du 5, 0%u
g(twl’z‘) -« @(tﬁxi) =0,

asi que el método que utiliza los cocientes de diferencias (6.2) y (6.3) es

Witli = Wi oWiit1 — 2Wji + Wji

- = =0, (6.4)

donde wj; aproxima a u(t;, z;).
El error local de truncamiento para esta ecuacién en diferencias es

k 0u o h? 0
Tji = Ew(ﬂjaxi) -« E@(tjagi)- (6.5)

Al resolver la ecuacion (6.4]) para w;,1;, obtenemos
J+1,%5

2
wj+17i = (1 — 22Y—2k) wji + QQ%(ZUJ'J‘_H + wj7i_1), (66)
paratodai=1,2,...,m—1yj=1,2,.... Dado que la condicién inicial u(0, x) =
f(z), para toda 0 < x <[, implica que wy; = f(z;), para toda i = 0,1,...,m,
entonces se pueden utilizar estos valores en la ecuacion para calcular el valor
de wy,; para toda ¢ = 1,2,...,m — 1. Las condiciones de frontera u(¢,0) = 0y
u(t,l) = 0 implican que wy g = wy,, = 0, y por tanto, podemos determinar todos
los elementos de la forma w, ;. Si volvemos a aplicar el procedimiento una vez
conocidas todas las aproximaciones w; ; podemos obtener en forma semejante los
valores wy;, W3, . . ..

La naturaleza explicita del método de diferencias implica que la matriz de
(m —1) x (m — 1) asociada a este sistema puede escribirse en forma tridiagonal

C(1—20) A 0 -+ 0 ]
A (1=20) A - :
Ao 0 g
: - S

0 o0 A (1-2)) |

donde \ = o?(k/h?). Si se utiliza

w = (f(21), f(22)), -, f(am1)),
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W(j) = (wj,h U}j72, e ,U)j’m_l)t, para toda j = 1, 2, ceey

entonces la soluciéon aproximada esta dada por
w) = AwlU=V | para toda j=1,2,...,

por tanto, w) se obtiene para w1 por una matriz simple de multiplicacién. A
esto se le conoce con el nombre de método de diferencias progresivas. Sila solucion
a la ecuacién diferencial parcial tiene cuatro derivadas parciales continuas en x
y dos en t, entonces la ecuacion implica que el método es de orden O(k+h?).

: L 0 (0
Ahora, si al representar los datos iniciales se comete un error e(® = (eg ), eé ),

(0)

e 1)t al tomar

w® — (f(z1), f(z2),... ,f(mm_1))t,

(o si en cualquier paso la eleccién del paso inicial se realiza simplemente por
razones de comodidad) un error de Ae(® se propaga en w(!), ya que

Este proceso continia. En el n-ésimo paso de tiempo, el error de w™ debido
ae es A",

En consecuencia, el método es estable si, y solo si con cualquier error inicial
e® tenemos || A"e?| < ||el?|| para toda n. Esto significa que ||A”| < 1, condi-
cién que requiere que el radio espectral p(A") = (p(A))" < 1. Asi, el método de
diferencias progresivas serd estable sélo si p(A) < 1.

Se puede demostrar que los valores caracteristicos de A son

, 2
ui:1—4)\<sen (22—7T>) , paracada 1 =1,2,...,m — 1.
m

Por tanto, la condicién de estabilidad se reduce a determinar si

. 2
1—4)\ (sen Z—W>
2m

lo cual se simplifica y se transforma en

p(A) = max

<1,
1<i<m—1

: 2

1

0 < A|sen au < —, paracada 1 =1,2,...,m — 1.
2m 2
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Se requiere que esta condiciéon de desigualdad se conserve cuando h — 0, o,
en forma equivalente, cuando m — oo; por ello el hecho de que:

2
lim [sen <M)] =1,
m—o0 2m

significa que la estabilidad ocurrird sélo si 0 < A < 1. Puesto que A = a?(k/h?),
esta desigualdad requiere elegir h y k, de modo que
ok 1
Asi, se llama condicionalmente estable al método de diferencias progresivas,
y hacemos énfasis en que converge a la solucién de la ecuacion con la rapidez
de convergencia O(k + h?), a condicién de que a?(k/h?) < 1/2y se cumplan las
condiciones requeridas de continuidad.

Para obtener un método incondicionalmente estable, se considera un método
de diferencias implicitas que se obtiene al usar el cociente de diferencias regresivas
para @(tj, x;), en la forma

ot
ou Culty, ) —u(tjoa, @) | kO%u
at (tﬁ xl) - k 2 atg (:u]a xl)7

donde p; esta en (t;_1,t;). Al sustituir esta ecuacién junto con la ecuacion (6.3
para ugs(t, z), en la ecuacién diferencial parcial, se obtiene

ulty, 25) — ultj—1, 1) _ oulty Tivr) — 2ulty, 2:) + ulty, zi-1)
k h?

k 0%u h? 0'u
= —Ew(ﬂﬁl}) — Oézﬁ@(tjagi)a

para alguna & € (z;_1,z;11). El método de diferencias regresivas que resulta es
Wii = Wi-1i _ 2Wiit1 — 2Wji + Wjia
k h?
paratodai=1,2,.... m—1,yj=1,2,....
El método de diferencias regresivas incluye, en un paso tipico, los puntos de
red

=0, (6.7)

(i i), (Gim @), (Gwima) ¥ (G, Tig).

Las condiciones de frontera relacionadas con el problema suministran infor-
macién en los puntos circundantes de la red; por ello, no es posible utilizar proce-
dimientos explicitos para resolver la ecuacién (6.7). En el método de diferencias
progresivas se utilizaron las aproximaciones en

(tj,zic1), (L, ms), (Lipr, i) y (tj, Tig1),
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de modo que se dispuso de un método explicito para calcular las aproximaciones,
que tenia como base la informacién proveniente de las condiciones iniciales y de
frontera.

Si una vez més denotamos con \ la cantidad a?(k/h?), el método de diferen-
cias regresivas se convierte en

(1 + 2)\)wﬂ — )\w]-,iH — ij,i—l = Wj—1,,
paratodai=1,2,...,m—1yj=1,2.... Aplicando el hecho de que wy; = f(z;)

paratodai =1,2,... m—1yw,,, = w;o, = 0paratodaj=1,2..., este método
de diferencias tiene la representacién matricial:

[ (1+2)) —A 0 - 0
A (1420 —A : ot L
Wj.2 Wj—1,2
0 0 : = : (6.8)
: . . . —A Wjm—1 Wj—-1,m-1
I 0 e 0 =X (1+2X)) |

0o Awl) = w1 paratoda j =1,2....

Asi, debemos resolver un sistema lineal para obtener w9 a partir de wt—1),
Dado que A > 0, la matriz A es definida positiva y estrictamente dominante
en forma diagonal, ademas de ser tridiagonal. Para resolver el sistema, se puede
emplear la factorizacion de Crout para sistemas tridiagonales.

El método de diferencias regresivas no plantea los problemas de estabilidad del
método de diferencias progresivas. Esto lo comprobamos al analizar los valores
caracteristicos de la matriz. En el método de diferencias regresivas los valores
caracteristicos son

. 2
m:1+4)\[sen (;—W>] , paracada i =1,2,...,m—1,
m

y como A > 0, tendremos que p; > 1 para toda i =1,2,...,m — 1. Esto implica,
que existe A~! porque cero no es un valor caracteristico de A. Un error €@ en
los datos iniciales genera un error (A~!)"e(® en el n-ésimo paso. Y como los
valores caracteristicos de A~ son los reciprocos de los valores caracteristicos
de A, el radio espectral de A~! estd acotado superiormente por 1 y el método
es estable, independientemente de la eleccién de A = a?(k/h?). De esta mane-
ra se llama incondicionalmente estable al método de diferencias regresivas. El
error de truncamiento de esta técnica es del orden de O(k + h?), siempre y
cuando la solucion de la ecuacion diferencial satisfaga las condiciones normales
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de diferenciabilidad. En este caso, el método converge a la solucién de la ecuacion
diferencial parcial con la misma rapidez.

La debilidad del método de diferencias regresivas radica en el hecho de que
el error local de truncamiento tiene una parte con orden O(k), la cual requiere
hacer mucho mas pequenos los intervalos de tiempo, que los de espacio. Sin duda,
seria conveniente tener un procedimiento cuyo error local de truncamiento fuese
de O(k*+ h?). El primer paso en esta direccién consiste en emplear una ecuacién
de diferencias que tenga un error de O(k?) para uy(t,z) en vez de las que hemos
usado antes, cuyo error fue de O(k). Esto podemos hacerlo utilizando la serie de
Taylor en ¢ para la funcién u(t,z) en el punto (¢;,z;) y evaluando después en
(tj41, ;) y en (tj_1,x;) para obtener la férmula de diferencias centrales

ou u(tjsr, xi) —u(tj_1,z;)  k*Pu
E(t]wrl) = I 2% ’ E%(u]wrl)a

donde p; € (tj_1,tj11). El método de diferencias que resulta al sustituir esto y
el cociente comiin de diferencias para (us(t,z)), ecuacién (6.3), en la ecuacién
diferencial, recibe el nombre de método de Richardson y estd dado por

Wit1i — Wi-1i _ 2 Wjit1 — 2Wji + Wji

o . = 0. (6.9)

El método de Richardson tiene un error local de truncamiento del orden
O(k? + h?), pero lamentablemente también presenta serios problemas de esta-
bilidad.

Un método mas eficaz se deriva al promediar el método de diferencias pro-
gresivas en el j-ésimo paso en t,

Wjt1i — Wyi 9 Wit — 2Wji + Wji1 0
k h? ’
que tiene error local de truncamiento
2
Tp = g%(ﬂj,xi) + O(h?),
y el método en el (j + 1)-ésimo paso en t,
Wyt1i = Wi o Wi+l — 2Wj1,i + Wit1i1 0,

k h?

que tiene error local de truncamiento

ko*u , .
B = —§w(ﬂj,$i) + O(h?).
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Si suponemos que
0*u , . 0%u
entonces el método de diferencias promediadas,
2
W1 — Wi Q7 [ Wjip1 — 2Wj; + Wjim1  Wig1i41 — 2Wj41 + Wikri—1 | 0
]

k 2 h? h?

tiene un error local de truncamiento del orden O(k?* + h?), simpre y cuando se
cumplan las condiciones normales de diferenciabilidad. A esto se le llama método
de Crank-Nicolson y esta representado en la forma matricial

AwUtY = BwW paracada j=1,2,... (6.10)
donde .
A= OéQp; wi) = (wj,la Wj2, .- - 7wj,m—1>t7
y las matrices A y B estan dadas por:
(142 -3 0 .- 0
-2 (14X -3 :
A= 0 0
: . . _A
: . . : 2
R (R
y — —
(1-X) 2 0 0
3 =N 3
b= 0 ' ' 0
: . SN A
: ) - 2
0 e 0 5 (1-X) ]

Por tanto, A es no singular, porque es una matriz definida positiva, estricta-
mente dominante en forma diagonal y tridiagonal. Se puede usar la factorizacion
de Crout para obtener w1 a partir de w\@) para toda j = 1,2, .... Por tlti-
mo, falta decir que el método de Crank-Nicolson es incondicionalmente estable
y tiene orden de convergencia O(k* + h?).

Ejemplo 6.1. Considérese la ecuaciéon de calor

ur(t, ) —usn(t,z) =0, 0<z<l, 0<t,
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con las condiciones de frontera
u(t,0) =u(t,l) =0, 0<t,
y la condicién inicial
u(0,z) =sen (mx), 0 <z <1

La solucion a este problema es

tsen (mx).

u(t,x) =e”
La solucion en t = 0.5 serd aproximada mediante el método de Crank-
Nicolson, por lo cual, tomamos el nimero de particiones del intervalo de =z,
m = 10 y el nimero de particiones del intervalo de ¢, N = 50. Fijamos el in-
tervalo de t hasta 0.5, de esta manera, tenemos que los tamanos de paso para x
y t estan dados por h = 0.1 y & = 0.01 respectivamente, por tanto, A = 1. En
el Cuadro tenemos la comparacién de las aproximaciones, wsg;, obtenidas
por el método de Crank-Nicolson, las cuales son muy buenas con respecto a los
valores reales de la solucién u(0.5,z;), debido a que el error absoluto cometido
al aproximar la soluciéon es muy pequeno.

x; Ws0,i u(0.5,2;) | |wso; — u(0.5,x;)| | error relativo
0.0 0 0

0.1 | 0.00230512 | 0.00222241 8.271x107° 3.722x 1072
0.2 | 0.00438461 | 0.00422728 1.573x1074 3.722x 1072
0.3 | 0.00603489 | 0.00581836 2.165x10~* 3.722x 1072
0.4 | 0.00709444 | 0.00683989 2.546x107° 3.722x 1072
0.5 | 0.00745954 | 0.00719188 2.677x1074 3.722x 1072
0.6 | 0.00709444 | 0.00683989 2.546x 1074 3.722x 1072
0.7 | 0.00603489 | 0.00581836 2.165x 1074 3.722x1072
0.8 | 0.00438461 | 0.00422728 1.573x1074 3.722x 1072
0.9 | 0.00230512 | 0.00222241 8.271x107° 3.722x 1072
1.0 0 0

Cuadro 6.1: Tabla de comparacién.

La Figura[6.1] muestra la aproximacién de la solucién y la solucién real para
los puntos en los cuales se utilizé el método de Crank-Nicolson. Las graficas se
muestran por separado debido a que por la exactitud de la aproximacién no se
aprecia la diferencia cuando se ponen en una misma grafica. [ |
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Figura 6.1: Comparacién gréfica de la solucién real (gréfica de la derecha) y su apro-
ximacién por el método de Crank-Nicolson (grafica de la izquierda).

6.2. Aplicacién de la formula de Black-Scholes
y de métodos de diferencias finitas en pro-
blemas de valuaciéon de opciones.

Consideremos el problema de calcular el valor de la opcién de compra dado
por la ecuacion (5.11)),

1
rC(t,S) = Cy(t, S) + 50252()22@, S) 4+ 1rSCsy(t, S),

donde S es el valor del subyacente, o > 0 la volatilidad fija, r el tipo de interés
libre constante y T es el tiempo de vencimiento o maduracion de la opcion.

En la seccion ya hemos obtenido la solucion de la ecuacién , la
cual esta dada por la formula de Black-Scholes . Con la férmula de Black-
Scholes podemos obtener el valor de la opciéon de compra para cualquier valor
det € [0,7] y S > 0. Ahora, utilizaremos un método de diferencias finitas, el
método de Crank-Nicolson, para obtener el valor de la opcién de compra.

Para poder utilizar el método de Crank-Nicolson expuesto en la seccién |6.1
es necesario convertir la ecuacion en una ecuacion de difusién, lo que ya se
hizo en la seccion [5.3.11 Es decir, consideramos la ecuacién diferencial parabdlica
dada por la ecuacion (5.24)), y andloga a la ecuacién (6.1]) con a = 1,

uy(t, ) = ugn(t, )
sujeta a las condiciones de frontera

u(t,0) =0,
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u(t’ l) — e%(7+1)l+i('y+1)2t _ e%('yfl)“ri(ﬁfl)%?

y la condicién inicial dada por la ecuacién ((5.25))
u<07 il') = méx(e%(”/ﬂ)‘f — e%(’Y*UI’ 0),
con y = %

Dado que estamos utilizando un método numérico, es necesario fijar intervalos
en los cuales se pueda hacer la aproximacion de la solucién de la ecuacién (5.11)), y
como la variable S no estd acotada superiormente es necesario tomar un intervalo
adecuado para esta. Considerando el cambio de variable hecho en la seccién

para 7 y x dados por las ecuaciones (5.12)) y (5.13) respectivamente, asi,

o2

tenemos que los intervalos para aproximar la funcién quedan como, ¢ € [0, -1
y x € [In(Sy/2K),In(2S,/K)], donde Sy es el valor inicial del subyacente.

En adicién a esto, es necesario hacer otra observacién. Tomando en cuenta
las condiciones de frontera, tenemos que u(l,t) # 0 entonces wj,, # 0 para
j=1,2,..., N, por lo tanto, el método se tiene que cambiar un poco para tomar
en cuenta estos puntos. De esta manera el método en forma matricial dado por
la ecuacién , se transforma en:

AwUtY) = Bwl) 4 b —a, paracada j=1,2,...,N, (6.11)

donde A, B, w9, X se definen como antes y los vectores a y b de tamafo
(m — 1) x 1, estan definidos por:

0 0
a= : y b= :
— 5 WjtLm 3 Wim

Con el objetivo de comparar que tan buena es la aproximacién que se obtiene
utilizando el método de Crank-Nicolson, utilizaremos los siguientes datos. El
valor inicial del subyacente es Sy = 21, el precio de ejercicio de la opcion K =
20, la volatilidad ¢ = 0.317, el tipo de interés libre r = 0.05 y el tiempo de
vencimiento o maduracién de la opcién T'= 0.25 (3 meses).

Para hacer esto, se dividi6 el intervalo de la variable S con m = 30 parti-
ciones; analogamente para t, se dividié el intervalo con N = 80 particiones, de
este modo, los tamafos de paso estdn dados por h = 0.0462 v k = 1.5701 x 1074,
consiguiendo asi que A sea igual a 0.0735, aunque no importa mucho debido a
que el método es incondicionalmente estable.
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Opcion

Subyacente Tiempo

Figura 6.2: Gréfica de la valuacién de la opcién de compra mediante la férmula de
Black-Scholes.

Evaluando en la férmula de Black-Scholes los mismos puntos para los que se
hicieron las aproximaciones de la soluciéon, se obtiene la grafica que se muestra
en la Figura (6.2

La comparacién gréafica es mostrada en la Figura|6.3| para ello hubo de utilizar
los cambios de variable dados por las ecuaciones y , ya que, lo que

se aproxima es la solucién de la ecuacion de difusion.

Opcion

Subyacente Tiempo

Figura 6.3: Comparacién gréifica de la valuacién de la opcién de compra mediante la
férmula de Black-Scholes y la aproximacion obtenida por el método de Crank-Nicolson.

En la Figura se nota que la grafica de la aproximacion hecha esta ligera-
mente por arriba de la grafica obtenida utilizando la férmula de Black-Scholes,
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esto se debe en parte a los valores tomados para S y la condicién de frontera
u(t,l).

Otro punto de comparacion entre la féormula de Black-Scholes y la aproxi-
macion hecha mediante el método de Crank-Nicolson es el valor inicial o el precio
racional al tiempo ¢t = 0 que se debe pagar por la adquisicion de la opcién de
compra. Este valor se obtiene evaluando la férmula de Black-Scholes con ¢t = 0
y So, es decir, Cy = C(0,Sy) = S®(d,) — Ke " ®(d,), obteniendo para nuestros
valores particulares que, Cy = 2.0061. El valor obtenido mediante la aproxi-
macién fue Cy = 2.0316, obteniendo un error absoluto de 2.55 x 1072 y el error
relativo de 1.27 x 1072, siendo este no muy considerable y mostrando que el
problema de valuacién de una opciéon de compra puede ser muy bien aproximado
utilizando métodos de diferencias finitas.



Capitulo 7
Nuevas Soluciones de la Ecuacion

de Black-Scholes.

7.1. Simetria de la ecuacién de Black-Scholes y
leyes de conservacion.

La idea basica del enfoque de Sukhomlin consiste en la busqueda y en el
estudio de ciertas relaciones entre el valor de la opcién V(¢,z) y la rapidez de
su cambio relacionado con el precio. El hecho de la existencia de las relaciones
que se conservan durante todo el proceso modelado, lleva a informacion practica
muy importante. Por ejemplo, esto permite evaluar la volatilidad, o sugiere la
formulacién apropiada de los problemas de frontera.

La simetria de la ecuacién de difusién es bien conocida. Dado que la ecuacién
de Black-Scholes se puede reducir a una ecuacién de difusién (véase seccién
, su simetria es similar. Sin hacer los calculos pasamos directamente a los
resultados.

El conjunto de los operadores de simetria de la ecuacién diferenciales
lineales de primer orden y que conmutan con el operador A, definido como

0 1 0? 0

A= — 4+ 0?2’ — +roe— —r,

ot 2 0x? ox

constituye un espacio vectorial con la base:

0
B = r— — 7.1
0
By, = 0215:168—m —Inz — o*tp. (7.2)
y también un operador de simetria trivial de orden cero: B3 = 1. Obsérvese que:
By, = o%*tB, —Inz, (7.3)

y que se verifican las condiciones de conmutacion:

[By, Bi] = Bs, [Bs, B3] = [By, Bs] = 0. (7.4)

95
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La simetria mencionada es intrinseca de la ecuaciéon de Black-Scholes ((5.10]).
Es fécil verificar que el operador ([7.1)) define totalmente al operador A:

s, [1 0 1 , 1 9
A=oc {;§+§Bl 5(6 1) } (7.5)

Visto que [A, B;] =0 (i = 1,2, 3), es obvio que toda funcién de los operadores
By, By, B3 conmutara con A y en consecuencia, serd un operador de simetria de
la ecuacion . Este hecho permitira en las secciones y , clasificar los
operadores de simetria y construir las nuevas soluciones exactas de la ecuacion
de Black-Scholes usando el método de separacion de variables en el enfoque de
V. Shapovalov.

Se hallan las soluciones de la ecuacién que son las funciones propias
del operador de simetria , es decir se resuelve el sistema:

AV (t,x) = 0, (7.6)
BV (t,z) = AV(t,x). (7.7)

con B = Bj en este caso. Después de algunos célculos se encuentra una familia
de soluciones parametrizadas por A:

Vi(t,2) = Ca*Pexp {%2[(5 —1)* - )\Q]t} , O = const. (7.8)

Esta familia de soluciones corresponde a la ley de conservacién que se expresa
por la relacién : elasticidad-precio del valor de la opcién que se conserva en
este caso: oV

E,= %% = (A + ) = const. (7.9)

Este hecho significa que al elegir la solucién , se elige la relacién ((7.9)
entre el valor V' y la rapidez de su variacion. La existencia de esta ley de conserva-
cién permite experimentalmente evaluar la potencia del precio en la funcion ([7.8]):
A+ 0.

El segundo operador de simetria de primer orden B, define otra ley de
conservacion: la relacién informa que la misma elasticidad ahora no se
conserva, sino depende linealmente del logaritmo del precio y es inversamente
proporcional al tiempo. En consecuencia se conserva la expresion:

ot Vo } —Inx = X = const. (7.10)

Esta igualdad se construye usando la férmula ([7.3). También es posible in-
terpretar esta ley como conservacién del valor inicial del precio xy: para cuando
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el tiempo ¢t — 0 el operador B; se reduce a la expresién: —(Inxg), entonces
xo = exp{—A}. Ahora la relacién (7.10)) se puede escribir:

_xzoV 1 x
Ep = Va_gj = 0’2{; ln ($0) +ﬁ (711)

La resolucién del sistema de tipo (7.6)-(7.7) con el operador Bs, ecuacién
(7.2)), lleva al siguiente resultado:

C Inz + 0?8t + \|?
Wi(t,x) = W exp {[ 205 ) } , C = const. (7.12)

Sir= § entonces la solucion 1) queda:

Vi(t, o) = % <§0> () |

Se puede constatar que la funcién ([7.12) es céncava con la condicion:

2
1n<£>—rt2+1< (U—t—1),
To 2

lo que se verifica a partir del momento de tiempo ¢t = %.

7.2. Grupo de equivalencia de la ecuacion de
Black-Scholes.

Sea la ecuacién de Black-Scholes ((5.10]). Estudiamos las transformaciones de
variables:

T="1(t), £=E&(tx), V(t,x)=alt,z)Q(T,§), (7.13)

tales que la ecuacion ([5.10) no cambia su estructura, salvo que aparece un factor
multiplicativo a la izquierda:

f(t,x) {Q1<T7 §) + %U§§2Q22(7'7 §) + 1€ Q2(T, &) — roQ(T, f)} =0, (7.14)

donde @ es la nueva incognita.

Proposicién 7.1. Sea la ecuacion de Black-Scholes . La transformacion

stguiente:
a?o? x
= t—ty), &€= —, 7.15
T 0(2) ( 0) 6 7o ( )
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2

V(t,z) = Q(1,&) exp {(ﬂ —afy) Inx + %[(ﬁ —1)? = a*(By — 1)2]15} , (7.16)

convierte la ecuacion en la siguiente ecuacion

2 2
() {Qm, §) + 556 Qn(7,€) + 5 (% - Ozﬁo) Qulr.€) = roQ(r. 5)} =0
(7.17)

con el factor exterior:

) = exp { (5~ ah)nz + [0~ 17— o6~ 171},
90

para cualesquiera valores de las constantes: a, to, o (o # 0, xg # 0). Aqui las

. — 1 r — 1 0 .
constantes 3 y By estan definidas por B = 5 — 5 y fo = 5 — g Si tomamos
a =1, entonces la ecuacion se convierte en una ecuacion tipo .

Demostracion. De ([7.15)) y (7.16)) se tiene que:

2
g
b= 5T+, v=ug Q.8 =V(tz)e™,

con
2

o
d=(8—aby)Inx+ ?[(5 — 1) = a?(By — 1)?]t.
Dado este cambio de variable, obtenemos las siguientes ecuaciones diferen-
ciales parciales

2 2

(9 = Z {Vitea) = FUO =17 - a0 - V) 5 (R1s)

Qo(1,6) =™ {xovz(t,g;) — (ﬁ_g—o‘ﬁ“)va,x)} : (7.19)

On(r.€) = eﬁ{xavm@,:c) - 2(9 - o) La(t, 0

+[(8 = afo) +1] MV(t, a:)} . (7.20)

£2
Luego, de ([7.18])-(7.20)), se tiene

a’o?

Vittoa) = "5 {Qun) + 516 - 0P - (- 10O (121

09
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2.2 06 2
i) = 2 S o+ L orgl o
2.2 .0
Va8 = 25 0+ 285 - atu(r 8
2 _
+oab (0= am) - 1P Moo

Sustituyendo ([7.21)-([7.23)) en la ecuacién de Black-Scholes (/5.10]), agrupando
términos y simplificando, obtenemos finalmente la ecuacién ([7.17)):

a’o?

a9+ 2eauro+ D (- ah) €@uln9 - naro)} -

2
99
]

Las transformaciones y constituyen un grupo continuo con tres
parametros: la constante a corresponde a un cambio en la escala del tiempo con
la variacion simultanea de la coordenada z; la constante ¢y representa la libertad
de la eleccién del origen del tiempo y la constante xy esta ligada con la libertad
de eleccién del precio inicial (notamos la imposicién: xy # 0).

Llamamos este grupo galileano GG por analogia con el grupo correspondiente
en la teorfa de difusién. El grupo galileano G crea una relacién de equivalen-
cia sobre el conjunto de las soluciones de la ecuacion . Ademas de este
grupo, existe una transformacion especial que tampoco cambia la estructura de
la ecuacién ((5.10)).

Proposicién 7.2. Sea la ecuacion de Black-Scholes . La transformacion

siguiente:
11 Inz
=y fzexp{‘ﬁ}’ (724)
Q(7,€) (Inz + Bo)* o*(B—1)?, 1o 1
t = XA >/ ~— =7 1 t - 2
V(t,x) N exp 552 + Olnx + 5 + 207 1 (7.25)

convierte la ecuacion en la ecuacion tipo con el factor exterior:

1 (Inz + 5y)? o?(B—1)2 ro 1
_ _— 1 t — .
020212/ P { 202t +flnz+ 2 + oso? t

ft,z) =
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Demostracion. De (7.24]) y (7.25) tenemos que:

1 1
bk oo e Q) = Vit Vi,
0
o (In + o)’ 25— 1) 1
nx + Dy o - 70
§— TP gy -
20% flnz+ 2 oso?t

De esta manera se obtienen las siguientes ecuaciones diferenciales parciales

N 1 Inz + f(y)?
Qi(r,&) = Ugg—iﬂ{vl<t,x>+021nffv‘/z<tax>—[g %
! (B
+—nx+ﬁo Iné +o?Flné — 2 (62 ) + 0(2)?2752} VU@)} ;(7.26)
2 -5
O 6) = % {m(m) - {% ¥ ﬁ] V<t,x>} 2

442 —0
Qua(1,6) = % {:CQVQQ(t,:C) 1 {1 n it —9 (W + 5)} 2Va(t, )

Inz + B > flnz+8 B 1
*[(T*ﬁ) _(W+E>_E
Asi, de —, se tiene
J 1 1 1
Vi(t,z) = %{Q—Ql(T f)—n—€§Q2(T §) — {

Vit x)} . (7.28)

ogo?t?
(Inz + Gy)*  o%(B—1)2 o .
2022 2 * 0(2)0%2} Q. 5)} + (7:29)
5
ittn) = - Zeaun o+ P51 s oo o
5
2 Vao(t, x) = j— { 4t2§ Q22(7,§) + {1 + Lt —2 (% +ﬁ)} £Q2(7,€)

Inx + 5 Inx + 5 2 1
_ [<—02t +ﬁ> - (—U% +ﬁ) - |er s>}. (7.31)

Sustituyendo ([7.29)-(7.31]) en la ecuacién de Black-Scholes (/5.10)), agrupando

términos y simplificando se tiene finalmente:

66

- 02252\/_ {Ql(T £)+ Uof Qoa(7,&) + 10Qa(7, &) — roQ(T, g)} (7.32)

]
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En realidad las constantes en la férmula se pueden eliminar por una
transformacién del grupo galileano G: por ejemplo, usando las transformaciones
—, la ecuacion se puede reducir a otra de la misma estructura
con gy = 1 y la constante ry puede ser igual a cero o una constante cualquiera.
En este caso la transformacion se presenta por:

Inx 1
ol =exp{——=5%, tI=——. (7.33)
t t
La denotamos v. Estudiamos ahora las potencias de v:
v? corresponde a z!! = exp {—hﬁl = %, t = —t% =1t

V3 corresponde a z!/'f = exp {82}

v* corresponde a 'V =z, t'V

mr _ _ 1
t o t .- . . .
= t: trasformacién identica i.
Se concluye que el conjunto {v,v?, 13 v* = i} constituye un grupo discreto
que denotamos N.

Teorema 7.1. Sea la ecuacion de Black-Scholes (5.10) con las constantes o
(0 #0), r dadas. El grupo de equivalencia mds amplio que admite la ecuacion
5.10) es I' = G ® N donde G es el grupo galileano y N es el grupo discreto
definidos arriba por las formulas (7.14))-(7.15) v (7.24)-(7.25).

7.3. Clasificaciéon de los operadores de simetria
de la ecuacion de Black-Scholes hasta el
tercer orden.

Teorema 7.2. Sea la ecuacion de Black-Scholes con el operador A en la
forma . Todos los operadores lineales diferenciales de hasta tercer orden que
conmutan con A entran en una de las siguientes 5 clases de equivalencia y en 8
agrupaciones de clases de equivalencia:

1. Todos los operadores de primer orden constituyen una sola clase de equiva-
lencia cuyo representante mds sencillo es By (6 By) definido por la formula

:

2. Todos los operadores de sequndo orden constituyen cinco clases de equiva-
lencia cuyos representantes mas sencillos son:

a) Bi + B}.
b) B2 — B2
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c) B1Bs + ByBy.
d) B} + Bs.
e) B?.

3. Todos los operadores de tercer orden constituyen ocho agrupaciones de
clases de equivalencia parametrizadas por tres o cuatro constantes arbi-
trarias w, p, v, n y cuyos representantes mas sencillos son:

a) BS + (BoB} + BiBs) + wB} + uBi + vBy + nB.
b) By — (B:B} + B?B) + wB; + uBi + vBy + nB;.
c) B3+ B} +uB? + vB, + nB;.
d) BS — B} + uBf + vBy + 1 B;.
e) BS+ uB} +vBy+1nB;.
f) (B2B, + B1B2) + B} + uB? + vBy + nB;.
g) (B3B1 + B1B3) — B} + uB} + vBsy +nDBy.
h) (B3By + B1B3) + pB? + vBy + nBy.
También, cada operador de simetria corresponde a un sistema privilegiado de

coordenadas que permite separar las variables en la ecuacién (5.10]) y resolverla
exactamente.

7.4. Nwuevas soluciones de la ecuacion de Black-
Scholes.

1. Sea la clase de equivalencia definida por el operador del teorema :
B = B} + B? = (6*t> + 1)B? — 20*t(In2) By + In* x — ot.

Se puede verificar que la funcién siguiente cumple el sistema (7.6)-(7.7)) y
en consecuencia es la solucién de Black-Scholes:

V(¢ ot 2
t = s L —] 1
Vi(t, x) (o2 1)i exp{2( 2 n“x+ fBlnx
2

—%arctg(a%) + %(ﬁ - 1)225} . (7.34)

¢= (" +1) 7 Inx.
La funcién W (&) verifica la ecuacién diferencial ordinaria siguiente:

U+ &0 = \U,
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cuyas soluciones son las funciones del cilindro parabdlico. Las soluciones
correspondientes a la familia de soluciones ((7.34)) describen en la mecanica
cuantica los estados llamados coherentes.

2. Sea la clase definida por el operador del teorema :
B =B} - B? = (6*? —1)B? — 20°t(Inx) By + In®z — ot
En este caso la solucién de la ecuacion de Black-Scholes se presenta en la

forma:

() o

Va(t A VA S -
e P Ty {2(04152 )

In?z + flnz
2

02 (8 — 1)%} . (7.35)

A
—|—§arcth(02t) +

€ =o't — 1|_% Inx.

La funcién W(¢) verifica la ecuacién diferencial ordinaria de tipo de os-
cilador armoénico en la mecanica:

U — 0 =\,

Las soluciones que se anulan al infinito se expresan por los polinomios de
Tchebyshev-Hermite H,(); el espectro de los valores propios del operador
mencionado es discreto:

2

U, (&) = C,Hy(€) exp {—%} , Av=—2n+1),n=0,1,2,...,

con las funciones H,(§) que verifican la ecuacién de Hermite:

H" — 26H!, + 2nH,, = 0.

Se sabe que las funciones W, (§) representan una base ortonormal en LZ.
Las soluciones ([7.35]) se definen sobre un intervalo finito del tiempo y se
pueden facilmente adaptar al modelo de Black-Scholes.

3. Sea la clase de equvalencia definida por el operador del teorema :
B = BlBQ + BQBl = 202753% - 2(1H$)Bl —1.

La solucion de la ecuacién de Black-Scholes se presenta como:

In®z+ Blnz

Wi(t,z) = P(§)exp {40215
At In(o?t) + %2(5 - 1)%} . (7.36)
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¢ = (0%) 2 Inz,

2 A
v’ — 5—\11 = -V,
4 2
Las funciones ¥(¢) de la tltima ecuacién, como en el caso anterior, se
expresan por los polinomios de Tchebyshev-Hermite H,,; el espectro de los
valores propios del operador mencionado es también discreto:

v, (&) =C,H, (%) exp{—é;}, Ap=-2n—1,n=0,12,....

Finalmente la solucién (7.36]) en este caso se presenta como:

Vit z) = Cut3 H,, (%) exp {ﬁlnx + %2(5 - 1)%} (s

Esta solucién tiene una propiedad interesante: ella verifica una de las condi-
ciones complementarias del modelo de Black-Scholes (si 5 > 0):

r— 0" = V,~2%(nz)"

= lim (V) = lim (const 2°) = 0.
z—0t z—0t

Por otro lado, se constaté que si x — oo = V,, ~ 2°(Inx)". Esto permite
aproximar bastante bien la otra condiciéon de frontera si 3 es pequena y
construir una serie de tipo exponencial usando las soluciones . Mas
exactamente para C,, = o™

Ve(t,z) = Z %Vn(t, z) = 2 exp {%(ﬁ - 1)2t} : (7.38)

n=0

Esta funcién es el caso particular de la solucién (7.8|) para A = 1. En la
aproximacién § =~ 0, § # 0, la solucién de la ecuaciéon de Black-Scholes
que verifica las condiciones complementarias, sera la combinacién lineal de

(7.38) y de (7.37) para n = 0:

2

V(t,z) = 2° exp {%(g 1%t T)} [xe*%”) - K} . (7.39)

Precisamente la aproximacién es en la presencia del factor 2% ~ 1 si 3 ~ 0.
Por ejemplo, para r = 0.05; ¢ = 0.317 implica 8 = 0.002.
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4. Sea la clase de equivalencia definida por el operador del teorema :
B = B} + Bs. La solucién de la ecuacién de Black-Scholes en este caso
tiene la forma siguiente:

2 643
Valt,z) = W(¢)exp { (ﬁ _ %) Inz — %

0.2

+ 6~ 02 = A}

4t2
=1 —_
E=lnx + 1

La funcién W (&) verifica la ecuacién de Airy: W — U = AW,

5. La tultima clase de equivalencia de los operadores de segundo orden tiene
como operador mas sencillo a del teorema : B = B}. Las soluciones
de la ecuacién de Black-Scholes con B = B para cualesquiera valores del
parametro A son parecidas a las funciones dadas en , pero aqui depen-
den de dos constantes arbitrarias C', D (porque el operador de simetria en
este caso es de segundo orden):

2

Va(t,z) = (CeV e 4 DemVAT) exp {Blnx + %[(ﬁ —1)* - )\}t} :

También la nueva solucién de la ecuacion de Black-Scholes que pertenece a

la clase de equivalencia definida por la solucién ((7.37)) es:

2

In’z o
] — (B —1)?
202t+ﬁnx+2(ﬁ )t},

Vi(t,a) = CLt~"F Ho(p) exp {

_ Inz
P= =

La unidad imaginaria v/—1 en la expresién p no influye en el resultado porque
los polinomios de nimero par Hag(p) contienen tinicamente los términos con
potencias pares de p y por lo tanto son reales. En los polinomios Hor.1(p) todos
los términos de potencia impar y la unidad imaginaria se pueden sacar como
factor comin, el que queda incluido en la constante C5,; |, que serd en este caso
también imaginaria.

La solucion clésica de la ecuacion de Black-Scholes es la funcion siguiente:

V(t,z) = 2®(0) — Ke TP (w) (7.40)
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donde, como se menciond antes, ¢ representa la funcion de distribucion de prob-
abilidad acumulada de una normal estandar y con:

Inz — (1 —pB)o*t+To*(1—-3) —InK
ovVT —t

Inz + B0t — (To?B+In K)
ov1T —1t

la cual es una forma analoga a la ecuacion ([5.33)) que se obtuvo al final de la
seccién [£.3.11

En realidad cada término de la férmula representa una solucion de
la ecuacién de Black-Scholes. Dichos términos tienen la simetria superior: el
operador de simetria correspondiente es un operador integral. Observando que
las funciones z, exp{—r(T" — t)} son las soluciones particulares de la ecuacién
de Black-Scholes 7 se puede constatar que cada uno de los términos de la
solucion ([7.40|) representa un producto de dicha solucién particular por la funcion
®(z) que en consecuencia verifica la ecuacién diferencial ordinaria: ®” 4+ 2®’ = 0.

La nueva solucion de la ecuacién de Black-Scholes, que es equivalente a ,
relacionada con el grupo discreto N es la funcién siguiente:

0

w

V'(t,x) =Vi— Vi (7.41)

donde cada término es también una solucién de la ecuacion de Black-Scholes:

%EMeXp{ln2x—l—(5+1_b)ln$+(b_1)2+ (r+0262)t},

o2t 202t o2t 202t 2

Inz+ (1 —0)+ [To*(1 —b) — In K]o*t

vit,z) =
(t,) Vo2t(Ts20%t + 1)

)

V, = 2571) (1, 0))

ln2$+ b N (b—1)2+ +02ﬁ2 ;
. e R — —_—
P 2021 o2t ) 202t " 2 ’
Inz —b— [To?b+ In Kot
Vo2t (Ts20%t + 1) .
Se concluye que la funcién (7.41), V'(t,z) = Vi — V4, es una solucién de la

ecuacién de Black-Scholes (5.10]) para cualesquiera valores de las constantes K,
T,s,p(K>0,T>0,s>0b=3—%).

pu(t, )
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7.5. Comparaciéon de las soluciones obtenidas
por Sukhomlin y la férmula de Black-Scholes.

Vamos a comparar la férmula de Black-Scholes para una opcién de compra
(véase seccién y la férmula obtenida por Sukhomlin dada por la ecuacién
. Para esto tomaremos nuevamente los datos utilizados en la seccion ya
que, para los valores de r y ¢ considerados anteriormente § = 0.002, cumpliendo
asi la condicién de que G = 0.

Primeramente simulamos el movimiento Browniano geométrico Figura[7.1] Se
utilizan los valores obtenidos del subyacente S; para evaluar en ambas férmulas.

32

AW

/

4%
24} //

A
22 '\/\/

20
0

Valor del Subyacente

L : 1 1
0.05 0.1 0.15 02 0.25
Tiempo

Figura 7.1: Simulacién del movimiento Browniano geométrico.

La Figura[7.2 muestra la comparacién entre ambas férmulas, con lo cual se ve
que la férmula obtenida por Sukhomlin es una buena aproximacién a la formula
de Black-Scholes para valores grandes del subyacente y también conforme pasa
el tiempo.
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Valor de la Opcion

—— Formula de Sukhomlin

—— Formula de Balck-Scholes

0 005 0.1 0.15 02 025
Tiempo

Figura 7.2: Gréfica de comparacién entre la formula de Sukhomlin y la férmula de
Balck-Scholes mediante la simulacion de una trayectoria del movimiento Browniano
geométrico.

Por otro lado, la Figura [7.3] muestra la comparacién en un mallado, obte-
niendo nuevamente que la formula de Sukhomlin en una buena aproximacion de
la férmula de Black-Scholes, aunque para valores del subyacente menores que el
precio de ejercicio K de la opcién de compra esta toma valores negativos lo que
no ocurre para la férmula de Black-Scholes.

Opcion

20 50
10 00

Subyacente Tiempo

Figura 7.3: Gréafica de comparacién entre la férmula de Sukhomlin y Balck-Scholes
sobre un mallado.
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Opcion

] 100
o Y 2 10 0

Subyacente Tiempo

Figura 7.4: Gréfica de comparacién entre la férmula de Sukhomlin y la solucién
numérica mediante el método de Crank-Nicolson.

Por dltimo la Figura [7.4 muestra la comparacién de la férmula de Sukhomlin
y la soluciéon nimerica obtenida mediante el método de Crank-Nicolson en la

seccion 6.2
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7.5. Comparacién de las soluciones.
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Conclusiones.

Las matematicas financieras y el calculo de Ito abren una nueva perspectiva
para plantear nuevos problemas matematicos utilizando ecuaciones en derivadas
parciales y métodos numéricos, ya que muchas ecuaciones en esta area no tienen
solucion analitica.

Dentro de los métodos més utilizados para realizar modelacién computacional
en el area de matematicas financieras estan los métodos de diferencias finitas,
para los cuales, es necesario realizar modificaciones, ya que las condiciones de
frontera e iniciales no son continuas.

En la tesis se utilizo el método de Crank-Nicolson, debido a las ventajas que
este presenta y que fueron expuestas en el capitulo [6] para modelar la valuacién
de opciones. En la seccién se hizo la modelacion de valuacién de opciones de
compra europeas, ya que, para este caso, se encontrd la solucién analitica dada
por la ecuacion de Black-Scholes, por lo tanto se pudo hacer una comparacion
entre los cédlculos obtenidos por la modelacién con el método de Crank-Nicolson
y los que se obtuvieron usando la férmula de Black-Scholes. De esta manera, para
trabajos futuros, se podria utilizar el método de Crank-Nicolson con el objetivo
de modelar la valuacién de otro tipo de opciones, para las cuales los problemas
de valor a la frontera asociados a estas no tengan solucion analitica y sélo se
dependa de métodos numeéricos.

Las relaciones obtenidas por Sukhomlin abren un nuevo camino para resolver
ecuaciones en derivadas parciales en el drea de matematicas financieras. Una de
las soluciones es bastante general ya que toma valores negativos como lo mues-
tra la Figura pero esta solucién estd restringida a la aproximacién z° ~ 1
en la ecuacion ([7.39)), lo cual implica que § = 0. Esto tiene como consecuencia
que dicha solucion no se pueda generalizar para valores de g > 0, donde este
valor corresponde a muchas de la aplicaciones que se realizan en matematicas
financieras. Es necesario modificar la aproximacién de x® para que la ecuacién
se pueda aplicar para cualquier valor de una opcién de compra.

Las otras soluciones de Sukhomlin no se compararon debido a que el mismo
Sukhomlin no prueba que dichas soluciones cumplen con las condiciones
iniciales y de frontera, ya que el enfoque que utiliza es local.
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Por dltimo, los resultados obtenidos en los capitulos [6] y [7] fueron obtenidos
mediante la implementacion en MATLAB de los algoritmos que se dan en el
apéndice speciﬁcamente, el algoritmo fue utilizado en la seccion (6.1} el
algoritmo fue utilizado en la seccién [6.2] y el algoritmo fue utilizado en
la seccién [7.5] Cabe senialar que los algoritmos y fueron desarrollados
de acuerdo a las necesidades de la tesis, ademads, todos fueron implementados
en MATLAB debido a las facilidades que este software presenté al momento de
programar estos algoritmos.



Apéndice 113

Apéndice.

A. DMartingalas.

Definicién A.1l. La coleccion (Fy, t > 0) de o-dlgebras sobre Q es llamada
una filtracion si
Fs C Fy para toda 0 < s <t.

Ast, una filtracion es un flujo creciente de informacion.
Si (Fn, n = 0,1,...) es una sucesion de o-dlgebras sobre Q y F, C Fni1
para toda n, llamamos también a (F,) una filtracion.

Definicién A.2. El proceso estocdstico Y = (Y, t > 0) se dice que es
adaptado a la filtracion (F;, t > 0) si

o(Y:) C Fi para toda t > 0.

El proceso estocdstico Y siempre es adaptado a la filtracion natural ge-
nerada porY :

Fs=o0(Yy, s<t).

Definicién A.3. SiY = (Y,, n=0,1,...) es un proceso de tiempo discreto
se define la adaptacion de forma andloga: para una filtracion (F,, n=10,1,...)
se requiere que o(Y,) C Fp.

Definicién A.4. Si el proceso estocdstico Y es adaptado a la filtracion na-
tural Browniana (Fy, t > 0), diremos que Y es adaptado al movimiento
Browniano. Esto significa que Y; es una funcion de By, s < t.

Definicién A.5. El proceso estocdstico X = (X3, t > 0) es llamado una
martingala de tiempo continuo con respecto a la filtracién (F,, t > 0),
y lo denotamos por (X, (F)), si

i) E|X;| < oo para toda t > 0.
ii) X es adaptado a (F;).

ii1) E(Xy|Fs) = X, para toda 0 < s <'t, es decir, X5 es la mejor prediccion de
X; dada F;.
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Definicién A.6. FEl proceso estocdstico X = (X,, n=0,1,...) es llamado
una martingala de tiempo discreto con respecto a la filtracion (F,, n =
0,1,...), y lo denotamos por (X, (F,)), si

i) E|X,| < oo para todan =0,1,....
ii) X es adaptado a (F,).
iti) E(Xpy1|Fs) = X, para todan = 0,1,..., es decir, X,, es la mejor predic-

cion de X, dada F,.

B. Modos de convergencia.

Definicién B.1. La sucesion (A,) converge en distribucion o converge

débilmente a la variable aleatoria A (A, <, A) si para todas la funciones
continuas acotadas f, se cumple que

Ef(A,) — Ef(A), n— oc.

Definicién B.2. La sucesion (A,) converge en probabilidad a la varia-

ble aleatoria A (A, LR A) si para todo € > 0, se cumple que
P(|A, — Al >¢) — 0, n— 0.
Definicién B.3. La sucesion (A,) converge casi seguramente (c.s.) o

con probabilidad 1 a la variable aleatoria A (A, <> A) si el conjunto de
w’s con

Ap(w) = Alw), n — .

tiene probabilidad 1, es decir,

P(A, — A) = P(w: A,(w) — Aw)) = 1.

C. Algoritmos.
Algoritmo C.1. Método de Crank-Nicolson.

Para aproximar la solucion de la ecuacion diferencial parabdlica

uy(t,x) — Pug(t,z) =0, 0<z<l, 0<t<T,
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sujeta a las condiciones de frontera
u(t,0) =u(t,l) =0, 0<t<T,
y las condiciones iniciales
u(z,0) = f(z), 0<x <.

ENTRADA: extremo [; tiempo maximo 7'; constante «; enteros m > 3, N >

SALIDA: aproximaciones w,; a u(t;,z;) para todai =1,...,m—1y j =

1 N.

g ey

Paso 1 Tomar h =1/m; k =T/N; A\ = o®k/h?% w,, = 0.

Paso 2 Parai=1,...,m — 1, tomar w; = f(ih). (Valores iniciales.)

(Los pasos 3-11 resuelven el sistema tridiagonal utilizando factorizacién de
Crout.)

Paso 3 Tomar Iy = 1+ \; uy = —\/(20y).

Paso 4 Parai=1,...,m—2 tomar [; = 1 + X+ Au;_1/2; u; = —\/(21;).
Paso 5 Tomar l,,—1 = 1+ X+ Auy,—o/2.

Paso 6 Para j =1,..., N hacer los pasos 7-11.

Paso 7 Tomar t = jk; (t; actual)

(1 — )\)wl + %wg
I '

21 =

Paso 8 Parai=2,...,m — 1, tomar

(1 — )\)wz + %(wiﬂ +w;—1 + Zifl)
l;

Z; =

Paso 9 Tomar w,,—1 = Zm_1.
Paso 10 Parat=m — 2,...,1, tomar w; = 2; — 4;W;11.

Paso 11 SALIDA (t); (Nota: t = t;). Para ¢ = 1,...,m — 1, tomar = = ih;
SALIDA (z,w;). (Nota: w; = w; ;.)
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Paso 12 PARAR. (Procedimiento terminado.)

Algoritmo C.2. Método de Crank-Nicolson modificado.

Para aproximar la solucion de la ecuacion diferencial parabdlica
ur(t,x) —usn(t,x) =0, Tpin < T < Tyaz, 0 <t <71,
sujeta a las condiciones de frontera
u(t,0) =0,
Ut Tynaz) = g(t) = ez (1 DTmar t (D o3 (v Damaati(-D% 0 < ¢ < T
y la condicién inicial dada por la ecuacion ([5.25))

uw(0,7) = f(z) = méx(e%(”’ﬂ)x — e%(%l)x, 0), Tmin < T < Tnaz

con y = 2.

ENTRADA: extremos Z,,in V Tmas; tiempo maximo 77; enteros N, > 3, N; >

SALIDA: aproximaciones w;; a u(t;,z;) paratodai =1,..., N, — 1y j =
1,.... N,

Paso 1 Tomar L = Zyae — Tomin; dx = L/N,; dt = L/Ny; X\ = dt/da?.

Paso 2 Parai=1,...,N,, tomar wy; = f(Zm, + idzx). (Valores iniciales.)

Paso 3 Paraj =0,..., Ny, tomar w;o = 0y wjz,... = g(jdt). (Valores de frontera.)
Paso 4 Tomar diagpB =1 — X; diagB = \/2; diagpA =1+ Xy diagA = —\/2.

Paso 5 Tomar A, = diagpA; Ao = diagA; An,—1n,—2 = diagA y An,—1.N,—1 =
diagpA.

Paso 6 Tomar B;; = diagpB; By 2 = diagB; By,_1,N,—2 = diagB y By, _1,N,—1 =
diagpB.

Paso 7 Para k = 3,...,N, — 1, tomar Ay, = 0; An,—in,—k = 0y By = 0;
By, ~i,N,—k = 0.

Paso 8 Parai=2,..., N, — 1 hacer los pasos 9-13. (Construccién de las matrices
Ay B.)
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Paso 9 Para k=1,..., N, — 1 hacer los pasos 10-13.
Paso 10 Sii—k=10k —1=1, tomar A;;, = diagA y B; ), = diagB.

Paso 11 De lo contrario, hacer los pasos 12-13.
Paso 12 Sii =k, tomar A, = diagpA y B = diagpB.
Paso 13 De lo contrario, tomar A;, =0y B, = 0.

Paso 14 Para j =1,..., Ny, tomar

wl) = A7Y(BwlU™) 4 b —a).

(Nota: a = (0,...,(=A/2)wjn,) y b=(0,...,(A\/2wj_1n,).)

Paso 15 Parat=1,..., N,—1,tomar x = x; = Typ+idr yparaj =1,..., Ny,
tomar t = t; = jdt.
SALIDA (x,t,wW). (Nota: w\) = (w1, w;9,...,wjn, 1))

Paso 16 PARAR. (Procedimiento terminado.)

Algoritmo C.3. Simulacion de trayectorias del movimiento Browni-
ano geométrico utilizando la propiedad de incrementos independientes
del movimiento Browniano.

ENTRADA: tasa de interés r; volatilidad o; valor inicial Xj; tiempo méaximo
T y N > 0 numero de particiones.

SALIDA: ¢ el tiempo para t € [0,T] y X; el valor del movimiento Browniano
geométrico al tiempo ¢

Paso 1 Tomar ¢ =1Inr — 0.50% y = ¢ — 0.502%.
Paso 2 Tomar By =0;ty =0y dB=T/N.

Paso 3 Para j =1,...,N, tomar t; = jdBy B; = \/t; —t;_1 - randn + B;_;.
(Nota: randn es un nimero aleatorio generado segin una distribucién

N(0,1).)
Paso 4 Tomar X, = Xj.

Paso 5 Para j =1,...,N, tomar X;, = X, exp{ut; + o0B;}.
SALIDA (t, Xt) (Nota:t = tj y Xt = th.)

Paso 6 PARAR. (Procedimiento terminado.)
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D. Resena Histoérica.

Uno de los instrumentos mas usados por los financieros son las opciones de
compra o venta a futuro, lo cual al ser a futuro acarrea una cierta incertidumbre.
Un modelo matematico para poner precio a las opciones fue desarrollado en 1973
por Fisher Black y Myron Scholes. Ellos usaron, para modelar los cambios de
precio, las matematicas que describen los movimientos de las moléculas de un
gas en un recipiente cerrado, conocido como el movimiento Browniano. Con este
modelo Black y Scholes comparan las alzas y bajas de precios de las opciones
con las moléculas de gas chocando rozandose una con otra. Este modelo ha sido
muy valioso en el drea de las matematicas como de las altas finanzas.

Las bases tedricas de estos estudios las puso Kiyoshi It6 en 1942 cuando de-
sarrollo y probd lo que actualmente se conoce como el lema de Ito.

El mundo econémico tuvo un cambio importante cuando en 1970 los Estados
Unidos de Norteamérica abandonaron el patrén oro para que las monedas en-
traran en lo que se conoce como un sistema de flotacion. Como resultado existe
la posibilidad de que los precios de las monedas, las tasas de interés, los bonos,
los futuros, las opciones, etc., puedan fluctuar de manera aterradora en un ins-
tante. Hemos indicado ya que en esa misma época se usan las descripciones de los
fenémenos aleatorios para explicar las fluctuaciones de los productos financieros.
El lema de Ito se aplica a esta economia cambiante y los matematicos se intere-
san cada vez més en el estudio de los fenémenos aleatorios.

En 1997 el premio Nobel de economia se otorgo a Robert C. Merton y a
Myron S. Scholes en reconocimiento a su contribuciéon en el drea de ingenieria
financiera. Merton adopté el lema de It6 para introducir una nueva férmula de
fluctuacion de precios.

Asi, en el mundo de la economia y las finanzas el uso de las matematicas es
cada vez mayor, en particular en campos como la investigacion financiera o la
administracién de riesgo.
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