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INTRODUCCION

(“Asi como los objetos mids ficiles de ver no son los demasiado grandes ni los demasiado pequenios, también las ideas mds
Jaciles en matemdticas no son las demasiado complejas ni las demasiado simples”.

Bertrand Arthur William Russell)

Las superficies 6pticas son muy importantes en la vida diaria pues a través de estas es posible la
observacion de un objeto atn cuando este sea muy pequefio o esté alejado de nosotros. Es por ello que
juegan un papel importante tanto en el ambito de la investigacién astronémica como en el de la
medicina, por mencionar solamente dos aplicaciones. Claro que para poder producir la imagen casi
perfecta es importante que el pulido de la superficie 6ptica sea el correcto.

En este trabajo de tesis se disefia una nueva herramienta de pulido de superficies dpticas, que hemos
llamado porosa, a partir de una herramienta ya existente conocida como herramienta de pétalo. En la
concepcion original del trabajo la herramienta porosa generarfa el mismo desgaste que la herramienta de
pétalo pero deberia ser mas facil su construccion, por estar fabricada mediante perforaciones practicadas
en un disco. En el desarrollo de la tesis, particularmente en los capitulos 4 y 5 se analizan los alcances y
las limitaciones practicas de esta idea, y se explica porqué se consideré pertinente modificar la
concepcion inicial para dividir la herramienta en dos partes, una construida con perforaciones y la otra
con postes. Bl problema técnico fundamental del disefio de la herramienta porosa consiste entonces en
determinar el nimero y la ubicacién de los postes y perforaciones que la formaran (esquema de la
herramienta).

El contenido de la tesis se ha organizado de la siguiente manera:

En el primer capitulo se estudiara la parte fisica del problema, para lo cual se explica en que consiste
el proceso de pulido de superficies Opticas y se describen las diferentes herramientas que se utilizan para
generar un desgaste deseado. Se habla de la aplicacién de la ecuacién de Preston al pulido de superficies
opticas y los problemas presentes en este proceso. Enseguida se explica cual es la idea fundamental que
rige el disefio de la nueva herramienta.


http://www.mundocitas.com/autor/Bertrand+Arthur+William/Russell

El planteamiento y la solucién que se le ha dado al problema en esta tesis requieren de herramientas
de aproximacién de funciones y de programacion lineal, es por ello que los capitulos 2 y 3 se abordaran
estos temas.

En la primera seccion del capitulo 2 se enuncian algunos resultados basicos de teoria de
aproximacion en espacios métricos y normados y se detallan algunas demostraciones mas alla de lo que
se presenta en los textos clasicos de la materia, esta teoria se utiliza en el capitulo 4 en la definicién de
los splines que vamos a ocupar para ajustar el perfil de la herramienta de pétalo, asi como para respaldar
la existencia de la solucién de nuestro problema de disefio. En este capitulo se definiran los splines en
general y se mostrara como son construidos, aunque nuestro interés se centrara en los splines cibicos
de interpolacién paramétricos.

Este problema se plante6 en la tesis como un programa lineal. Es por ello que en el capitulo 3 se
define lo que es un problema de programacion lineal, su interpretacién geométrica, asi como la manera
en que se resuelven este tipo de problemas por el método simplex.

El objetivo principal de esta tesis se logra en el capitulo 4, en este apartado se explica la forma en que
se ataca la propuesta de tesis hecha en el primer capitulo. En la primer secciéon de éste capitulo se
obtiene la funcién que describe el contorno de herramienta de pétalo utilizando funciones splines
cibicas de interpolacion. En la segunda seccion se modela el problema de la obtencién del esquema de
la herramienta porosa que se esta proponiendo, utilizando programacion lineal.

Finalmente, en el capitulo 5 se veran algunos ejemplos considerando la herramienta de pétalo
utilizada para el pulido de superficies concavas y convexas, en cada caso se encontrara la funcién spline
paramétrica que describa el contorno de la herramienta de pétalo y se resuelven los programas lineales
adecuados para encontrar diferentes opciones de disefio de la herramienta porosa correspondiente,
obteniendo de esta manera las nuevas herramientas que generaran desgastes similares a los generados
por las herramientas de pétalo.



CAPITULO 1

PULIDO DE SUPERFICIES OPTICAS

(A partir de Newton, la Fisica se hizo mecanicista en el sentido de que eran modelos mecanicos,
basados en materia y movimiento, los que surgian para interpretar los hechos observados.
"Nunca estoy satisfecho hasta que consigo el modelo mecdnico de una cosa. Si puedo construir un modelo mecdanico,

entiendo el fendmeno”.
Lord Kelvin)

1.1 Antecedentes

Las superficies Opticas son utilizadas en la investigacion y en nuestra vida cotidiana para generar
imagenes del mundo que nos rodea. Estas superficies son usadas en telescopios, anteojos, camaras, y
microscopios, los cuales utilizan espejos y/o lentes de vidrio que son generados con una calidad menor

a media longitud (maximo error permitido, 4 = 275z%) de onda de luz para su correcto

funcionamiento. Por ejemplo para el telescopio Newtoniano el espejo primario tiene una forma
parabdlica especifica, de no ser asi las imagenes no serfan las correctas. Por ello es importante el proceso
de pulido de las superficies 6pticas.

Desde tiempos muy antiguos se ha tratado de producir superficies Opticas de gran precision,
elaboradas con un bajo costo y en un lapso de tiempo corto. Sin embargo, realizar el pulido de un
vidrio no es tan sencillo pues es necesario tener los tiempos de desgaste exacto para lograr el pulido
deseado del espejo o lente. Mas adelante se mencionaran algunas investigaciones realizadas en relacion
al pulido predecible de superficies Opticas y las diferentes formas en que se trata de reconstruir un perfil
de desgaste deseado, lo que se conoce como el problema inverso en el pulido de superficies.



1.2 Pulido de superficies opticas

El pulido de superficies 6pticas es el proceso mediante el cual se remueve o se quita cierta cantidad
de vidrio, de una superficie real para obtener una forma deseada (ver figura 1.1).

Material a remover

(a) (b) (c)

Figura 1.1. -a) Superficie real, b) Cantidad de material a remover, c¢) Superficie deseada.

Actualmente, existen diferentes tecnologias para el pulido de superficies Opticas, desde las mas
rudimentarias hasta las mas sofisticadas. Dichas técnicas son utilizadas dependiendo de los avances
tecnologicos y del presupuesto de cada taller donde se realizan; en México se recurre al método de
pulido clasico ", en el cual, la herramienta matematica para el calculo del desgaste es la ecuacién de
Preston P,

El pulido de superficies utilizando el método clasico consiste en la rotacién y desplazamiento sobre
el vidrio de una herramienta montada en el brazo de la maquina pulidora, colocando entre la
herramienta y el vidrio una suspension de abrasivo, el cual es una mezcla de pulidor u 6xido de cetio
con agua (ver figuras 1.2 y 1.3).

Brazo de la
madquina
pulidora

Herramienta

Rotacion
del vidrio

Desplazamiento
de la
herramienta

Rotacion de la
herramienta
Vidrio

Figura 1.2. -Esquema del proceso de pulido cléasico.

Para el pulido clasico de superficies 6pticas se utilizan tres tipos de herramientas de pulido: sélida
(Figura 1.4 a) ), anular (Figura 1.4 b) ) y de pétalo (Figura 1.4 ¢) ). La herramienta de pétalo es llamada
asi debido a que esta formada por un conjunto de anillos concéntricos incompletos que juntos le dan la
forma de pétalos, donde el tamafio de los segmentos de cada anillo incompleto queda determinado por
medio del angulo central subtendido, tal y como se puede observar en la figura 1.5. De las tres
herramientas mencionadas solamente con la sélida y la de pétalo se pueden generar desgastes deseados
51 El tamafio angular de cada herramienta anular incompleta es directamente proporcional al desgaste

generado por la misma'''l



Herramienta Pulidor Vidrio

Figura 1.3. -Maquina de pulido clasico: Proceso de pulido.

Eje Y (cm)
(=]
|

Eje X (cm)
Figura 1.5. - Herramienta de pétalo formada por 10 anillos incompletos

Como se explicard con mas detalle en la secciéon 5.1, en la presente tesis se trabaja con la forma de la
herramienta de pétalo, la cual genera un desgaste deseado, para crear, a partir de ella, un nuevo tipo de
herramienta que genere el mismo desgaste.

Para la simulaciéon del desgaste generado por una herramienta de pétalo, se considera que esta
herramienta estd formada por un conjunto de herramientas anulares incompletas de cuatro segmentos,
tal y como se muestra en la figura 1.5.



La herramienta de pétalo pule en una misma sesion las diferentes partes de la superficie, en diferentes
intervalos de tiempo, de duracién proporcional al tamafio angular correspondiente, de tal forma que
puede dejarse trabajando un tiempo razonable sobre el vidrio, sabiendo que se obtendran desgastes
proporcionales a los deseados; después se retira el vidrio, se hacen pruebas interferométricas para
evaluar el desgaste obtenido y si es necesario se inicia una siguiente etapa de pulido.

1.3  Problemas presentados en el pulido de superficies opticas

Debido a que la mayorfa de los talleres en México realizan el pulido de superficies de manera
artesanal, los técnicos por medio de su experiencia determinan los tiempos en que la herramienta
(solida) tallara en diferentes zonas del vidrio para generar la superficie deseada. Dicho proceso artesanal
consiste en:

1.- Montar una herramienta sélida, practicamente del tamafio del vidrio, en el brazo de la maquina
pulidora y montar el vidrio a pulir en el contenedor de la maquina.

2.-  Poner a trabajar la maquina pulidora hasta generar la esfera que se asemeje mas a la superficie
deseada, llamada esfera de referencia.

3.-  Después se hace trabajar otra herramienta solida (de tamafio de 1/5 del tamafio del vidrio a
pulir) sobre cada zona de la superficie, (ver figura 1.6), el tiempo que el técnico considere
necesario.

4.-  Durante el proceso de pulido el técnico desmonta la pieza de vidrio en varias ocasiones para

evaluar por medio de pruebas dpticas interferométricas si se tiene (o si se esta generando) el
perfil deseado. De no ser asi, se continia con el pulido hasta obtener el perfil deseado.

Herramienta

\ Vidrio

Figura 1.6. -Proceso de pulido.

Cuando las herramientas de pétalo son empleadas los dos primeros pasos se hacen de la misma
manera, pero el tercero se realiza montando en la maquina pulidora la herramienta de pétalo, la cual es
un poco menor en tamafio a la superficie del vidrio a pulir. El cuarto paso se lleva a cabo, pero con un
numero menor de repeticiones.

Debido a la forma en que se realiza el proceso artesanal, los problemas que surgen son los siguientes:

Se generan pérdidas de tiempo y dinero, ya que al montar y desmontar en varias ocasiones para
verificar si se tiene el perfil deseado, se consume tiempo al tener que alinear nuevamente la pieza de
vidrio, y si se llega a desgastar mas de lo requerido la pieza tiene que ser desechada generando costos
extras al adquirir una nueva pieza e invertir mas tiempo de trabajo en ésta.

Otro problema, es cuando dos técnicos trabajan para generar el mismo desgaste sobre diferentes
superficies, puede suceder que 1) uno tarde mds tiempo que el otro o quizas 2) obtengan diferentes



desgastes; por ello es importante que los técnicos lleven un mismo procedimiento para obtener
resultados similares.

Por lo antes mencionado es importante minimizar las pérdidas de tiempo y dinero que se generan en
el pulido de superficies Opticas en México, asi como generalizar un procedimiento para generar una
superficie, para que de esta manera no se dependa tanto de la experiencia del técnico.

1.4 Aplicacion de Ia Ecuacion de Preston en el pulido de superficies

En 1927, F. W. Preston describe el primer modelo matematico formal para el calculo del desgaste
producido por una herramienta sobre el vidrio. Considerando una superficie éptica y una herramienta
de pulido en contacto, (ver figura 1.7), con una presiéon p y moviéndose con una velocidad relativa 2.
Preston afirmé que la cantidad de pulido 4 realizado en un intervalo de tiempo [O,fﬂ] esta dado por:

b= ACpr-dr (1-1)
0

donde

A: constante que depende de factores tecnolégicos, como tipo de vidrio, composicion del abrasivo,
temperatura, humedad, etc.

C: vale 1 si existe contacto entre el vidrio y la herramienta; y O si no existe.

v: velocidad relativa entre la herramienta (H) y el vidrio (V).

s

Herramienta

Vidrio

Figura 1.7. -Puntos en contacto entre el vidrio, V, y la herramienta, H.

Aplicar la ecuacién (1-1) no es tan facil, ya que:

e Un punto del vidrio no siempre esta en contacto con la herramienta.

e [a velocidad relativa, para un mismo instante de tiempo, es diferente para los diferentes
puntos del vidrio.

e La presion varfa de un punto a otro de la superficie cuando la herramienta sale parcialmente
del vidrio.

Se ha discretizado el problema de la evaluacion de la integral por computadora de la siguiente
manera:

El intervalo de tiempo (0, 7) es dividido en N subintervalos de tiempo con duracién:



N (1-2)
El instante de tiempo en el que inicia cada subintervalo esta dado por
t,=1i-At (1-3)
donde 7 = 0,1,2,3,...,N-1.

En cada instante t; se evalian C, p y » asumiendo que se mantienen constantes durante todo el
subintervalo. La integral se calcula mediante la aproximacion:

N-1

[ AGp - dr = ANty Cpo, (1-4)
0 i=0

donde el subindice indica el valor de la variable respectiva en el intervalo i-ésimo.

Desde la postulacion del modelo de Preston se han realizado diversos tipos de analisis para obtener
de manera automatica o parcialmente automatica las superficies Opticas deseadas. La ecuacion de
Preston se utiliza en diferentes trabajos para obtener valores llamados funciones bases, las cuales
representan la cantidad de pulido que se obtiene por unidad de tiempo en diferentes puntos de la
superficie, cuando actua sobre ella una herramienta anular, bajo ciertas especificaciones técnicas como la
presion, la velocidad de la maquina, etc. Estas funciones base pueden usarse para determinar los
tiempos de estancia optimos de las diferentes herramientas anulares, y disefiar mediante ellos una

herramienta de pétalo que produzca el desgaste deseado (12,13

15 Propuesta de tesis

Se desea generar un nuevo tipo de herramienta de pulido que genere perfiles de desgaste deseado
usando el pulido clasico de superficies. La condicion que rige el disefio de esta nueva herramienta de
pulido es que debe generar el mismo desgaste que genera una herramienta de pétalo dada, o uno muy
similar.

. circunferencia

Figura 1.8. -Herramienta porosa.



La nueva herramienta sera de tipo poroso como puede observarse en la figura 1.8. Estara integrada
por dos partes unidas entre sf; la parte central sera un disco sobre el cual se practicaran perforaciones
circulares de diferentes radios, la parte exterior, de forma anular, estara compuesto por un determinado
numero de cilindros circulares (postes) levantados sobre la superficie de este anillo plano. Tanto los
centros de las perforaciones como los centros de las bases de los postes estaran ubicados sobre
circunferencias de montaje colocadas de manera imaginaria sobre el disco. Al ensamblar las dos partes
de la herramienta la superficie no perforada de la primera debe quedar a la misma altura que el extremo
superior de los postes de la segunda. De este modo el contacto entre la herramienta y la superficie a
pulir se da precisamente en la regiéon no perforada de la primera parte y los circulos que limitan por
arriba los postes de la segunda. En el capitulo 4 se explicara porque se consideré en el disefio la
presencia de estos postes y no unicamente de las perforaciones, como se hacfa en la idea original.

Para obtener el nimero de circunferencias de perforacion y de postes (de cada uno de los diametros
considerados) que deberan ir en cada circunferencia de montaje se recurrira a programacion lineal,
utilizando la funcién linprog de matlab.

El disefio de esta herramienta supone un reto adecuado para aplicar creativamente algunos
conocimientos adquiridos en la licenciatura, pero ademas la idea de hacer esta herramienta surge al tratar
de idear un equivalente a la herramienta de pétalo, pero de mas facil construccion; en el taller de dptica
de la Benemérita Universidad Autéonoma de Puebla, dependencia con la que el cuerpo académico de
optica aplicada de la Universidad Tecnolégica de la Mixteca ha tenido una estrecha colaboracion, se han
construido las herramientas de pétalo en forma artesanal. Por eso es que surge la idea de sustituirla por
una herramienta porosa realizada mediante perforaciones de brocas comerciales con diametros estandar.
Ademas de que se desea que el desgaste que genere la herramienta porosa sea mas uniforme en
comparacion con el desgaste que genera la herramienta de pétalo. Se mantiene la idea de las
perforaciones para la parte central de la herramienta, mientras que para realizar la parte externa podria
construirse un molde mediante perforaciones para el vaciado de los postes, para herramientas que
obtienen un desgaste concavo, (para el caso convexo es a la inversa), aunque no sabemos si esta idea sea
factible llevarla a la practica, por eso debe considerarse la posibilidad de utilizar la maquina de control
numérico con la que cuenta la Universidad Tecnoldgica de la Mixteca en su taller de metales. En
cualquier caso es principalmente el aspecto matematico de la modelacion y la solucién del problema el
que le da sustento a la presente tesis.
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CAPITULO 2

APROXIMACION DE FUNCIONES

(Chebyshev se distinguia por la tendencia a relacionar los problemas tedricos de la matematica con los
roblemas de la técnica y de la naturaleza. Segun el propio Chebyshev “La mayor parte de los problemas

p y 8 prop ¥y )
prcticos se reducen a problemas de mdximo y minimo que son nuevos para la ciencia y sélo su solucion puede satisfacer a
la prdctica, que siempre busca lo mejor y mds ventajoso”.)

2.1 Aproximacion en un espacio métrico

Los espacios métricos proveen el contexto para realizar una aproximacion, ya que una de las
L, . L. . L, . . ., . . M4
caracteristicas basicas de un espacio métrico es que tienen una funcién de distancia''*..

Definicion 2.-1  Sea A un subconjunto no vacio de un espacio métrico Xy f € X; definimos y
denotamos la mejor aproximacion de fsobre el conjunto A por E( f, A) = inf {d (f,9):4c¢€ A}.

Debe observarse que pata cualquier A # Dy f € X, el conjunto {d(f, g g€ A} esta acotado
inferiormente y por lo tanto el nimero E( f,.A) existe.

Ejemplo 2.-2 Sea (X,d) donde X =R, el conjunto de los nimeros reales, y ¢ la métrica
usual, A = (a,b), f & A, (ver figura 2.1). E(f,A)= f—b. Obsérvese que no existe g€ .4 tal que

k- fI=E(/,A).

-
g
=

Figura 2.1. -Intervalo abierto.
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Ejemplo 2.-3 Sea X =R, d,lamétricausualy A = [4b], f € Ry f & A, (ver figura 2.2).
Existe ¢ € A talque E(f, A) = ‘f—z‘ donde g =4 e A.

| i ﬁ
JE.:' 5

Figura 2.2. -Intervalo cerrado.

Y o

Definicion 2.-4  Elemento de la mejor aproximacion. Sean X un espacio métrico, 4 < Xy A # .

* . . ., .
Un elemento 2 € A se llama un elemento de la mejor aproximaciéon de f sobre el conjunto

Asi B(f, A)=d(f,q").

Es importante saber si el elemento de la mejor aproximacién existe 0 no en un conjunto, ya que no
siempre se puede asegurar que exista.

Problemas de Teoria de Aproximacion

a) Determinar si existe un elemento de la mejor aproximaciéon de f sobre A paracada f € X. En
el caso de que para cada f € X exista un elemento de la mejor aproximacion de f sobre A,
el conjunto A se llama “conjunto de existencia de la mejor aproximacion”.

b) Determinar si el elemento de la mejor aproximacién (en caso de que exista) es unico. Cuando
para cada f € X existe un unico elemento de la mejor aproximacién de f sobre A, se dice que

A es conjunto de existencia y unicidad de la mejor aproximacion.

c) Caracterizar de alguna manera los elementos de la mejor aproximacion.

2
> (x/ -, )2 sy A el discounitario .

i=1

Ejemplo 2.-5 Sea X = R*, d la métrica nsual, d(x, y) =

A es conjunto de existencia y unicidad de la mejor aproximacion.

xz‘} = 2}, (ver
figura 2.3), /' =(11). Los puntos 4, = (1,2) y a, = (2,1) son elementos de la mejor aproximacién de

Ejemplo 2.-6 X =WR? sea d la métricawsnal y A= {(xl,xz) : max{‘xl

5

f en A. A es conjunto de existencia de la mejor aproximacion pero no de unicidad.

(1,1)

-1

=

Figura 2.3. -Conjunto A
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Teorema 2.-7 Si X es normado, A es convexo y feX  entonces

A(f) = {g € A | gesel elemento de la mejor aproximacién a f sobre A} es convexo.
Dem. Si A(f) = ¢ no hay nada que probat.

En otro caso sean g,,g, € A(f) y a e [0,1]

Hf [g10£ + ( )gz]H =
o fa - fa = ga = (1-a)g| < |fa - ga|+ [(1-a)f - (1-a)g)|
=lals - &+~ alf - &l
= |[alE(f, A) +[1 - o E(f, A)
= E(f, Ala +1-a}
= E(f,A)
Luego g,a + (1 - a)g2 € A(f) por lo tanto A( f) es convexo. m

Teorema 2.-8 (de existencia). Si A es conjunto compacto no vacfo en un espacio métrico X,
entonces A es conjunto de existencia de la mejor aproximacion.

Dem. Sea pe X y 6 =inf {d (x, p) IXE A}. Por definicién de infimo, existe una sucesion {xﬂ }:;1

a,=1

. 1 . . %
en A con la propiedad d(p,x,) < 0 + —. Por ser A compacto, existe una subsucesion {Xa;;} de
n

{xﬂ }:; que converge a un punto x* e A.
Ahora hay que mostrar que x * es un elemento de la mejor aproximacion de f sobre A.
Por la desigualdad del tridngulo se tiene que

d(p,x*) < d(p,x, )+d(>c , x%) < 5+i+d(xa , x%),
, a

ahora tomando limite a ambos lados de la desigualdad se tiene que

hm d( p, x*) < hm(5 + —) + hm d(xa , x%)

ﬂ

d(p,x)<d+0+0=0
de donde d(p,x*) < 6.

Por otro lado como x* € A, se sabe que d(p, x*) =2 O por lo tanto d(p,x*)=0.m

Ejemplo 2.-9 Sea X=R’y A= {x : HXH < l} utilizando la métrica usual. Obsérvese que A

no es compacto. Sea f =(2,0) € R*. No existe p € A tal que E(f, A) =1=d(f, p). Por lo tanto,
A no es conjunto de existencia (ver figura 2.4).
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Figura 2.4. -Representacion grafica del conjunto A

Antes de enunciar nuestro segundo teorema de existencia de la mejor aproximacién se recordarin
otros teoremas.

Teorema 2.-10  Un subconjunto cerrado de un conjunto compacto en un espacio métrico es
compacto.

Dem. Sea FFun subconjunto cerrado de un conjunto compacto M . St x,,x,,... es alguna sucesion
en F, podemos encontrar una subsucesion {x}%} la cual converge a un punto x*e M, por la

compacidad de M. Ya que F es cerrado, x * pertenece a F. m

Teorema 2.-11 Un mapeo continuo de un espacio métrico en otro lleva conjuntos compactos

en con]untos Compactos.

Dem. Sea ¢ tal mapeo y M un conjunto compacto en el dominio de @. Si y,, y,,... es alguna

sucesion en el conjunto imagen @(M), entonces se puede encontrar x, € M tal que ¢(x,)=y, Por
ser M compacto, se puede encontrar una subsucesion de {xﬂ}f:l tal que x, > xeM. Por la

continuidad de ¢, entonces se sigue que y, —> @¢(x). W

Teorema 2.-12  (Bolzano-Weierstrass). Un intervalo cerrado [a,b] es compacto.

Dem. Se probaré primero para [0,1]. Considere una sucesion arbitraria
A=1{1,4,..}
en [O,l]. Si algun numero real € se encuentra un nimero infinito de veces en A, entonces, trivialmente,
A tiene una subsucesion que convege a & € [0,1]. En otro caso cada miembro de A se escribira en

forma decimal,
A=0a,a,a,...

Si agrupamos los elementos de A en diez subconjuntos segun el primer digito de sus expansiones
decimales, entonces al menos uno de estos diez subconjuntos, debe contener un numero infinito de
elementos, tomemos uno de ellos y denotémoslo por S, . El conjunto S, definido asi contiene infinitos
puntos de A\, y éstos tienen el mismo primer digito. Ahora seran agrupados los elementos de S, en
clases segin su segundo digito decimal. Una de estas clases, §,, debe contener un nimero infinito de
elementos. El conjunto 5, asi definido contiene un numero infinito de puntos de A, y estos tienen los

mismos primeros dos digitos decimales. Si se continda de esta manera, tenemos una sucesiéon de
conjuntos

5,8

19590500

14



tal que para cada £, S, contiene un nimero infinito de puntos de A, todos con los mismos primeros £

digitos decimales. Con un reajuste apropiado podemos construir una sucesion 5,',5,',...5," a partir de

RS N} y ademas

S.,5,,... deintervalos cerrados y acotados que satisfacen la propiedad 0 = inf ﬁS ﬂ
[O,l] oS'o8'>c..085,/ 25"

por la propiedad de los intervalos anidados, existe un unico & € S,, para toda 4 € N. Ahora

seleccibnese un indice 4, tal que 4, €5, un indice &, >4, tal que 4, €J5,, etc. Luego para
. . . 1
cualquier 0 < &, existe un ; tal que 0 < o < ¢ ycon el cual

‘g _/1/@‘ <107/ < & paratoda i > j,
de aqui {/1,@1 } es una subsucesién que converge a & . Por lo tanto, es obvio que & € [O,l]. Asf que [O,l]

Cs compacto.

Ahora bien, cualquier intervalo cerrado [a,b] es la imagen del intervalo [0,1] bajo el mapeo continuo
P(x) = bx + (l — x)g,

y por el teorema 2.-11 se tiene que [a,/ﬂ] es compacto.

Lema 2.-13 En el espacio de n-uplas A = [/11,. . .,lﬂ] con norma |4 = max‘/@

, cada conjunto

cerrado y acotado es compacto.

Dem. Se mostrara primero por induccion sobre # que los conjuntos
M, ={1:|a <1}

son compactos. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass se tiene que M, = [— 1,1], es compacto. Ahora
pondremos que M, es compacto, para probar que M ., es compacto. Sea AV AP ... una sucesion de

vectores en M . Cada uno de estos vectores es de la forma

AP =20, A

n+11*

Como las componentes de estos vectores estan en [-1,1] se puede asumir, pasando a una subsucesion

. . % ., .
si es necesario que, A es convergente. Por la hipétesis de que M, es compacto, se puede pasar una

subsucesion de esta ultima tal que la sucesion de los vectores formados por las primeras #» componentes

de A converge a un vector 4 € M,y asi A converge a A, € M . Por lo tanto M, es

n+1 n+1

compacto. Ahora denotaremos por I un conjunto cerrado y acotado arbitrario en el # —espacio.
Entonces para algin ¢ > 0 F esta contenido en ¢M,. Ya que el mapeo 4 — ¢4 es continuo, éM, es
compacto, por teorema Z2.-11. Y como F es un subconjunto cerrado de un conjunto compacto, F
también es compacto, por teorema 2.-10. m

Teorema 2.-14 Si X es un conjunto cerrado y acotado en un espacio normado de dimension finita
entonces X es compacto.

15



Dem. Sea X tal conjunto, entonces existe un conjunto linealmente independiente { Diseees g”} con la

propiedad de que cada elemento f € X se expresa tnicamente en la forma

/= 2 A& -
i=1

ﬂ’i

b

Denotemos por T al mapeo T : R” — X dado por 4 = /. Si R” es normado con H/IH = max

T es continua, por que

HT;L - T,UH = HZ Ag — Z H&i

<Y - mle] <2 -uY

De hecho por ser todas las normas equivalentes en R” ") la aplicacién T es continua bajo cualquier
norma que se considere.

= HZ (ﬂﬁ' —H )gi

& &i

<

El conjunto X es la imagen, bajo el mapeo T del conjunto
M={A:The X}.

Por el teorema 2.-11, la compacidad de X se seguiria de la compacidad de M. Por el lema anterior

sera suficiente probar que M es cerrado y acotado. Si A e M y 1) — A, entonces
T4 = T(lim 4%) = lim T(1%).

Ya que X es cetrado, TA € X, de donde 4 € M. Esto muestra que M es cerrado. Ahora falta probar
que M es acotado. Como el conjunto {/1 : H/%H = 1} es compacto y T es continuo, el infimo, «a, de “TZ“

esta en el conjunto. Ya que { Disees gﬂ} es independiente, & > 0. Por lo tanto para algin A # 0,

T = 4]z ald].

A
T
z

Ya que HT/1H esta acotado sobre M, /1H esta acotado sobre M. m

Teorema 2.-15 (de existencia). Todo subespacio de dimension finita de un espacio normado es
conjunto de existencia de la mejor aproximacion.

Dem. Sea A un subespacio de dimension finita de un espacio normado X'y ge X. Sea f, un

punto arbitrario de 4. Entonces el punto que se busca esta en el conjunto

/=<l -4

rifea,

Por el teorema 2.-14, éste conjunto es compacto. Asi pues, por el teorema 2.-8, A es conjunto de
existencia de la mejor aproximacién. m

16



Corolario 2.-16  Sea X un espacio normado y sean v,v,,..,r, € X, entonces el conjunto

& . . . . . .,
C = {Z ov, o, € Roa, 2 0} es un conjunto de existencia de la mejor aproximacion.
=

Dem. Sean g € X y f, un punto arbitrario de C. El punto que se busca esta en el conjunto

S-d<s- 4}

ci={r:rec,

Resta ver que C7 es compacto, pero dado que el subespacio generado por los vectores
Viy0yy...,0, € X es topolégicamente isomorfo a R tenemos que C es cerrado en X, de aqui que

C7 es la interseccion de dos cerrados, uno de ellos acotado, por lo tanto C7 es compacto. &

Observe que en el teorema 2.-75, 1a finitud de la dimensién del subespacio es una condicién
suficiente para que tal subespacio sea conjunto de existencia de la mejor aproximacion.

¢Qué pasa si la dimension de tal subespacio no es finita?. Consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.-17 Sea X =C [O,%] con la suma usual de funciones y el producto de un real por

una funcién, norma del supremo (norma uniforme) y en calidad de A el subespacio de todos los
polinomios en la variable x. Se tiene que A no es de dimension finita y no es un conjunto de existencia;
pues para la funcién

1

1—-x

)= ——eclod]
no existe g€ .4 tal que E(f,A)=d(f,g).
En efecto suponga que existe

g(x)=a,+ax+,...ta,x",

a4

tal que g es elemento de mejor aproximacion de f sobre A, luego

E(f,A)=|f -4 <|f -4

para cada b € A.
Para cada natural » consideremos el polinomio

n

h,(x) =14+ x+x°,.. 45",

tenemos que 4, — f cuando # — 00, luego para cada 7 numero natural, existe N , tal que

n>
Hf - an

1
<-—.
n

Pero lo anterior indica que H Vi gH =0y f =g lo cual no puede ser, por tanto A no es un conjunto

de existencia.
Ahora mostremos algunas condiciones para asegurar la unicidad del elemento de la mejor
aproximacion.
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Definicion 2.-18 Convexidad uniforme. Un espacio normado es uniformemente convexo, si para
& >0, existe § >0, tal que Hf - gH < & siempre que

>1-90.

1
A=ld=1y Lr+o
Ejemplo 2.-19 Sea X =R’. Si utilizamos la norma euclidiana para X, tenemos que X es

uniformemente convexo.

Ejemplo 2.-20 Sea X =R’ Si se utiliza la norma del supremo para X, entonces X no es
uniformemente convexo. Sea un &=1 vy f=(-11), g=(11)e X tales que

=l =15 o

lo cual X no es uniformemente convexo.

>1-0 Vo >0 pero como H(f—g)Hoo=H(—2,0X‘:2>€=1,por

Teorema 2.-21 Un conjunto convexo y cerrado en un espacio de Banach uniformemente
convexo es un conjunto de existencia y unicidad para la mejor aproximacion.

Dem. Sea .4 un conjunto cerrado y convexo en un espacio uniformemente convexo X y f e X.

Sea
s=E(f,A)=inf{f - g: g€ A}

Si s =0, existe una sucesion g = f, — f, con f € A tal que,

:_;:O

lim|g,

esto indica que f, convergea [, pero A es cerrado, entonces [ € A.

Supongamos ahora que 5 # 0, entonces

ge Af=E( f,4%,

1=Yine{ - gl ge Ab=infft -1
Ky

donde A* = {% gig€ A}. Tenemos que A4 * es convexo y cerrado. Sea { 7, }::1 una sucesion en A, tal

L /=2 /,—1 cuando #» — oo. Definase
(gﬂ =%f_%]fn’ n = 1,2,....

Dado ¢>0, sea 6>0, tal que H/ﬂ - gH < & siempre que

que

>1-90.

1
H=ld =15 |30+ 0

—1

b

S

Para este 8, existe N numero natural de tal manera que H <gnH —1< 6 paratoda # =2 N. Sea 4, =

entonces para 7,7 = IN
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ademis
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ﬂ&+£ﬂ 2 A |-
por ser A convexo f f e A y por lo tanto 1f—1f”—;f’” e A*, asi 1f—1f”—|2—f”’ >
s s $ $

Asi que

1 1 1
1 L T Y T
Sle el el -n-2dgl -1
s1-ts_ls_q_s.

270

Por convexidad uniforme, H/iﬂ g, -1, (ng < &, luego la sucesion A g, es de Cauchy. Por la completitud

del espacio, se tiene 4, g, — g*.
Ademas,

g, — 2% <]e, —As |+ g, — g g Ja-2)+ A, — 27

esto indica que g, = g*. El conjunto
*% 1 1
A :{f—g:ge/l}
s s
. 1 1 ,
es convexo y cerrado, por lo tanto g* € A4 luego g¢* = - f — — g, paraalgin g, € A4 y como

HiﬂgﬂH =1, entonces Hg *H =1, pero esto implica que

=17 - alb

Luego A es de existencia.
Para demostrar la unicidad supongamos que f', /''e A son elementos de la mejor aproximacion

de f I=kr=-2r
Her=rm+Cr=tr)<slCr-tm+sCr=tr)=1

ok ok
pero,como L f =1 f' L f—1f"e 4 ycomo A esconvexo entonces

=1 luego por desigualdad del tridngulo,

Q:(}f_}f)-;(ff_ff”)e/l** y entonces HQHleorque E(}f,A*)zL

Por lo tanto |[Q>1-5,V8 >0 luego entonces H(%f — %f')— (%f — %f"]

entonces f'= f''.m

<&eVvVe>0, y
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En general, el punto cuya existencia se garantiza por el teorema 2.-8 no es unico.

Ejemplo 2.-22  Sea R® con norma HfH = maxﬂcfl, cfz‘ }, donde f = [51, cfz] Sea M el
subespacio de puntos de la forma [§1 ,O]. Sea g el punto [O,l]. Entonces la distancia de ga M es 1 y se

alcanza tomando [£,0] con & < 1 (ver figura 2.5).

| I

A

Figura 2.5. - Conjunto M

Este ejemplo sugiere que la curvatura de la esfera unitaria tenga que referirse a la unicidad. De hecho
la unicidad del elemento de la mejor aproximacion puede ser probada para un espacio estrictamente
convexo.

Definicion 2.-23 Un espacio normado es estrictamente convexo si HxH = H yH = H% (x+ y)H =1

implica x = y.
Ejemplo 2.-24 R* con la norma usual, es estrictamente convexo.

Ejemplo 2.-25 R con la norma infinito, no es estrictamente convexo. En efecto, x = (— 1,1)

y y=(1,1)se tiene que HXHOO = H)/HOO = H%(x +y1‘w =1 sin embargo x # .
Proposcion 2.-26 'Todo espacio uniformemente convexo es estrictamente coOnvexo.

Dem. Sea A4 un espacio uniformemente convexo. Supdngase que HxH = H )/H = H% (x+ ])H =1. Luego

por la definicién de uniformemente convexo se tiene que Hx - yH <& para cada &, y en consecuencia

x=y. o

Proposcion 2.-27 'Todo espacio estrictamente convexo de dimension finita es uniformemente
convexo.

Dem. Sea A un espacio estrictamente convexo de dimension finita. Sea & >0, y considérese el

conjunto § de pares (x,y) tales que x, y € A, XH = H}H =1y Hx —)/H > ¢. Este es un conjunto cerrado

y acotado y por lo tanto compacto por el teorema 2.-14. Sobre este conjunto la funcién 1— %Hx + )/H es
continua y positiva por ser A estrictamente convexo, as{ que tiene un infimo positivo, el cual se denota
por 0. Entonces para el par (x,y) con HXH = HyH =1 se tiene que

|x — y| = e entonces 1-L|x + |26

o de otra forma,
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s+ 5| >1- S entonces|x-y| < & .m

Teorema 2.-28  (de existencia y unicidad). Todo subespacio de dimensién finita de un
espacio estrictamente convexo es conjunto de existencia y unicidad de la mejor aproximacion.

Dem. La existencia ha sido ya probada en teorema 2.-75.

Suponga que /'y / son dos puntos del subespacio A tal que d(f,g) = E(g,A) = d(f',g). Entonces

BF+ Y -g <t/ - g+3 -4 = ElgA.

Como A es un subespacio lineal, 1(f+ /') € A, y consecuentemente el miembro izquierdo de esta
desigualdad es mayor que E(g, A). Ahora si E(g,A)=0, es claro que f= f'=g. Si E(g,A)#0,

(f-g) (-9
E(g, ) E(eA) Y SU P

entonces los vectores unto medio son todos de norma 1, y por la convexidad

estricta, /= /. m
2.2 Splines
2.2.1 Introduccion

La familia de polinomios es muy util para resolver problemas de aproximacién y esto se debe a la
siguiente propiedad fundamental:

Dados 7+1 puntos distintos (XZ-, J/Z.) en R’ existe un dnico polinomio P(x) de grado menor o
igual que 7 tal que:
P(x)=1y, i=12,.,n

St X, #x, para 2 # J.

Ejemplo 2.-29  Con cuatro puntos distintos sélo se puede construir un polinomio de grado
menor o igual a 3 que los interpole.

Figura 2.6. - Diferentes polinomios para cuatro puntos distintos.

21



Aun cuando los polinomios tienen esta buena propiedad, en ocasiones para ciertas distribuciones
de puntos, el polinomio que pasa por los mismos tiene un comportamiento poco deseable, debido a las
oscilaciones que exhibe su grafica, (ver figura 2.7).

Figura 2.7. - Polinomio de grado 10 que interpola 11 puntos dados y que presenta oscilaciones.

Para evitar esto, se recurre a los splines o funciones a trozos, los cuales se construyen uniendo cada
par de puntos por medio de un polinomio de grado n, de tal forma que se obtenga la curva deseada,
como podemos observar en la figura 2.8, evitando as{ oscilaciones exageradas.

Figura 2.8. - 10 polinomios de diferente grado que interpolan 11 puntos dados en cada par de puntos

2.2.2 Funcion Spline

Sean un segmento [a,[o] y la particion P:

a=x,<x;<-<x, ,<x, =b

m=1 m

donde x, y x, sonllamados nodos finales y x,,...,x, _, nodos internos.

Una funcién S(x) definida sobre el segmento [a,4] es llamada funcién spline de grado p, p > 2si:
1. S(x) esun polinomio de grado £ < p encada A, = [xz.,xm], 1=0,...,m—1,
p .
S()=8,(x)=Y) a(x=x,), i=0,..om=1. (2-1)
=0

2. S(x) e C"'[a,b]. 2-2)

Para definir por completo el spline (2-1) necesitamos conocer los valores de los coeficientes 4\, por
lo que se tienen ( p+ 1)777 incognitas. Ademas como la funciéon spline debe cumplir (2-2), es decir, que si
SO ) =8, P(x.), con k=0]1,....p=1 y i=1,...m—1, entonces se tienen p(mw —1)

condiciones.
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Por lo tanto, para definir completamente el spline se necesitan ( p+ 1)777 — p(w - 1) =m+ p nimeros
de condiciones.

Sea f una funcién de la cual conocemos los valores en los puntos o =x, <x, <---<x,  <x, =b

m=1 >

es decir,

J(x0) = 2o, f(x)) =y, f(x,0) = 0,0, f(x,) =,

Una funcién S(x) definida sobre la particioén anterior se llamada una funcién spline cubica de
interpolacion si:

1. Es un polinomio cubico en cada subintervalo P, A, = [x[.,xl. +l], 1=0,...,m—1,

2. Esde clase Cz[a,b], y
3. Satisface las condiciones

S(x)=0;, i=0,c,m (2-3)

Para la construccion del spline de interpolacion se requieren de las siguientes condiciones finales!"¥:

1.Condicioén final de primer tipo:
S'(a)=f'(a), 5'(6)=1'(D).
2.Condicion final de segundo tipo:
$H(a)=f"(a), S (B)= /" ().
3.Condicion final de tercer tipo:
S'(a)=35"(b), S"(a)=S"(b).
4.Condicién final de cuarto tipo:

5”'(J/>X1 _O) = S"'(J/’Xl +O>> S”'(J/’X _O> = S'”(J/9Xm—l + O)

m=1
2.2.3 Construccion de la funcién spline ciubica de intetpolacion

Considérese el siguiente polinomio (para ver el desarrollo de (2-4) ver referencia [19]):

S(x) =y, (x =) [ZA(X3_ x,)+ Ax] ‘o (x —x, ) [2(;61.+13 — x)+ Ax,]
) A (2-4)
" ”[ (XH] zl(x : XI) o ﬁ2+l (X - Xj)AiiiH X) 5 X;' S X S X/H

. Si(X1)= Ji S(Xz+1)= Ji+ _
que satisface Ax, = x,
'/ (Xz) = ”1‘

5'( ) 3 ; gt x, coni=1.,m—1.
Xiv1) = M
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Utilizaremos la ecuacion (2-4) teniendo en cuenta que 7, son desconocidas, esto para la construccion

de nuestro spline cabico.

Si derivamos dos veces la ecuacion (2-4) obtenemos:

S () = 6}[417_3%(&41 +x; _2X)_2 ﬂiz (2X1'+1 + X, _3X)
Ax; Ax;

’ 2-5)

7.
+1
-2 5 (xm + 2x, —3x), para x;, < x < x,,,

i

Como se quiere que S'' (x;)=S8"",_ (x,),para 7 = 2,...,m —1 utilizando la ecuacién (2-5) se

tiene:
6 Jin _ZJ/I' 4 n; 2 i1 _ -6 Ji _2]:'—1 ) = 14 n;
Ax; Ax, Ax, Ax; | Ax, | Ax,
) i 4 n; 4 n; 2 i1 _ -6 Ji _2%'—1 6 Jin _2J/i
Ax, Ax, Ax, Ax, Ax;, Ax;

1 1 1 1 =, =,
”1'_1 4+ 2 + ”,- + ﬂlqu — 3 J/z 2J/z—l + )}Hl ZJ/I
Ax, Ax,,  Ax, Ax, Ax;, Ax;

7

e Ax Ax,

i—1 i

Ax. Ax.
Axcn,_y + 2(AX1' + AXH)”;‘ +Ax, iy, = 3[ - Ji = Diat i Jin1 — J/zj

Si dividimos todo por Ax,_, + Ax, se obtiene que los #, deben satisfacer las ecuaciones:

an, +dl.ﬂl.+(l—ai)ﬂ[,+1=b. i=2,...,m—1 (2-6)

i"7i-1 i

donde
d =2
a. = Ax. [(Ax._, + Ax)) 2-7)

b =3 Ax;, ;= D n Axi i = i
' Ax, | Ax, | +Ax;  Ax, Ax,_, + Ax;
Si se supone que #,yn, se eligen de alguna forma, entonces (2-6) es un sistema de m — 2

ecuaciones lineales para calcular las incégnitas #, con 7 = 2,...,7-1.

Regresando al sistema (2-6), este es tridiagonal, ver definicién en glosario de términos, y de (2-7) es
claro que el sistema es diagonalmente dominante, ver glosario, ya que

d=2>a+01-a)=1

Luego por el teorema A.4. el sistema es no singular, por lo cual el sistema (2-6) tiene solucién tnica.
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Los parametros #, y #, dependen de las condiciones que se tengan en la frontera'', algunas de ellas
son:

) Si se conoce el valor de §' en x, y x, , es decit, §'(x,) = y,",58"(x,) = y,' entonces se
toma #, = y', y n, =)' . Este spline se conoce como spline citbico completo. Entonces las
ny,...n, del spline se calculan al solucionar el sistema:

1 0 0 , b,
a, d, 1-a, 7, b,
0 =

2,1 dm—l 1- 2,1 ”771—1 bw—l
0 0 1 n, b,

ii)

donde b, = y'| y b, = ', yelresto esta dado por (2-7).

Otra condicion de frontera es la de exigir que la segunda derivada del spline en los extremos
sea 0, es decir

S e) =8, (x,) =0 (2-8)

Utilizando esta condicion en (2-5), se tiene que:

(2-9)
+2n, = —32n = Jmm1
Ax
Este spline se conoce como spline cibico natural y no es muy recomendable ya que la
imposicion arbitraria (2-8) puede ocasionar que los extremos x, y x, el error aumente.

De (2.2-4) y (2.2-7) se tiene que las 7#,,...n

n

m=1

m=1

se calculan al solucionar el sistema:

m

2

1

0

1-a,

1i1)

d,

L m m

donde 4, = 3u vy b = _3M

. y el resto se calcula como en (2-7).
X, Ax

m=1
Si no se sabe nada de las derivadas en los extremos, se tratara de elegir #, y 7, de tal manera

que los puntos x, y x,_, no sean puntos de ruptura de la funciéon .

m=1

Como S, es un spline cibico se cumple que:
S0 = 5,700 S, ) =8, (x,0) =012

Pero ademas S, y S, se puede escribir como:
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(x
m

S (x) = 8, (x,) + 51'<x2)(x —x,) + 51”<X2)(X_2XZ)2 + Sl”'(xz)w
Sy(x) = 5500, + Sz'(xz)(x —x,) + Szn(Xz)(X_ZXZ)Z + 52'”(942)

En esta condicién de frontera se exige que S''' sea continua en x, e igualmente en x

decir

S () = 851 (o) (2-10)

Derivando nuevamente (2-5) obtenemos

S”'[ (X) — _12 _)/z'+l :.)/1 + 6

Ax; ( Axl.z

n,+n

Utilizando la condicion (2-10) en (2-11) e igualando se obtiene:

_12)2_]1 +

3

Xg

2
Xy

6(”1 + ”ZJ - 12 Js — )2

recuérdese que de (2-6) se tiene que:

7, + 1y

3
X5

+ 6
[Ax

2
2

6

(x — X2)3

MJ, para x, < x < x,,, (2-11)

j (2-12)

ny =

3 Ax2< )+Ax1( ) J
Ja =™ U5 7 )| T @iy —ayn
by —ayn —dn, A, + Ax, | Ax, 2 1 Ax, 3 2 27 27
1-a, 1-a,

Luego sustituyendo 7, en la ecuacion (2-12) y simplificando términos se obtiene:

(J/z - JH)(AXl + Z(Xs - Xl))AXZ

+ (J/3 — ]Z)Axlz (2_13)

Axc,n, + (X3 - X1)”2 =

Axl(XS - Xl)

Ax,

(X3 _X1)

Aplicando el mismo procedimiento para el extremo final, se obtiene:

Asi que las 7,,...

d,
a,

0

- X/?/—Z)”/?/—1 + AXW—Z”W

n

_ (]m—1 - )’w—z)AXi—l i

a4

(J/m — .)}m—l )(AX/)1—1 + Z(Xw

— X/)/—Z ))AX”/—Z

AX///*Z (Xm - XM72)

Axmfl (Xw - mez)

se obtiene al solucionar el sistema de ecuaciones lineales:

a

dZ

0

1-a,
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donde d, =Ax, a =x,—-x, y a,=x,—x a,=Ax, , y b y b, sonellado derecho de

m=2

(2-13) y (2-14) respectivamente y los demas estan dados por (2-7).

Una manera mas conveniente de escribir el spline cubico § (X) es definir cada polinomio S, (x) en el

intervalo [x,.,xl. +1] por medio del polinomio de Taylor alrededor de x;, utilizando la condicion iii)

queda:
jz(x) = Si(x,)+ S, (Xz)(x _Xi)+ S (Xi)(x_xi)2/2+5"'i (Xz)(x _Xz')3/6 (2-15)
= A + Bl.(x - X,-)"' CZ-(X - x,.)z/Z + Dl.(x - xl.)’% /6
donde
A =,
B, = n,
Co=—2lonn, —32m= X (2-16)
! AX[ ! ak AXI.
p =6 [ﬂ o _ij
Ax; AX;‘

Teorema 2.-30  Una funcién spline cubica de interpolacién (2-15) que satisface el sistema de
ecuaciones (2-6) y (2-7) existe y es unica.

Dem. Por construccion la funcién existe. Y por ser el sistema lineal de los 7;, en ecuacion (2-6)

diagonalmente dominante, por un teorema de algebra el sistema es no singular, y por lo tanto el sistema
tiene solucién dnica. m

2.2.4 Spline ciibico paramétrico

En ocasiones los datos que uno desea aproximar a una funcién, tienen para una misma abcisa mas de
un valor, y debido a que en una funcién esto no es posible, es necesario ver los puntos (X,', )/1.) como

dos funciones:
x = B(2)
y=P(¢) donde a <t<5bh

de manera que para valores

t,<t,<--<t (2-17)

del parametro 7 se tiene que
B(#) = x;
P(t,)y=1y, i=1.,m

Una vez elegidos los valores de #, del parametro # que cumplan (2-17) se construye el spline cibico

P que interpola las x; de la curva original y el P, que interpolalas y,, es decir:
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x = D)
y=D0)

pasa por los puntos (xl.,)/i ), 7=1,...,m. Esta curva se conoce como spline csibico paramétrico.

La eleccion de la parametrizaciéon adecuada es fundamental para evitar que el interpolante tenga
oscilaciones bruscas. La experiencia demuestra que en cualquier aproximacion, parametrizar respecto a
la longitud de arco es conveniente. En este caso se tomaran como parametros:

t, =0

2-18
t,, =t +d, i =1 218

yeeey

donde d; es una aproximaciéon de la longitud de arco que va de (X;, )’;) a (x/ 1> Jis1), la manera de

calcular 4, puede ser:

) d =AM+ Ny
i) d =Ax"+40
i) d, = |Ax,|+|Ay,|
iv) d, = max(Ax,

(2-19)

)

donde Ax, = x,,, —x, Yy Ay, = 3., — ;-

Ay,

b

Una vez que se ha elegido la forma de los puntos #, entonces de (2-6) se tiene que las pendientes del

spline P(#) que interpola a x; se calcula como solucién del sistema:

an,_ +dn + (1 4 )”

i"i-1

=b  i=2...m—1 (2-20)

i+1 i
donde
d =2
a, = At, /(At,_ + Ar)) conAt, =1, -1 (2-21)

b =3 At Ax, N Az, Ax,
Z' At At + A Ar Af + A

La primera y dltima ecuacién del sistema (2-20) depende de la condicién de frontera seleccionada.
De forma similar, las #, del spline P,(#) que interpola a y;, se obtienen como solucién del sistema

(2-20), donde lo unico que cambia es:

b,‘ =3 Afz’ Ajz'fl + Ati*l A)/[ ;=2
At At + A, At A+ Az,

seeey

m—1 (2-22)

Quedando el spline ctbico parametrico de la siguiente manera:
B(2) = A + Bi(f - fz)"' C/(f - lz')z /2+ D/(f - lz')g /

® 223
Pt =a, +b(t—t)+e(t—2)/2+d(r—1) /6
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CAPITULO 3

LLA PROGRAMACION LINEAL Y SU APLICACION A PROBLEMAS DE
APROXIMACION

Dantzing, padre de la programacion lineal afirmo “la diferencia entre los investigadores de operaciones y los
politicos, es que unos intentan resolver el problema honestamente y el otro estd pretendiendo resolver el problema”

George B. Dantzing

3.1 Introduccion

La programacion lineal ha sido una de las técnicas mas innovadoras que ha contribuido al desarrollo

econémico, social y bélico, entre otros. El avance tecnolégico, especificamente en el area de computo,
ha puesto la programacioén lineal al alcance de todos.

El objetivo de la programacién lineal es resolver un problema de maximizacién o minimizaciéon de
una funcion lineal con restricciones lineales que pueden ser de desigualdad, igualdad o una combinacion

de ambas. Un problema formulado de esta manera recibe el nombre de programa lineal. Una forma
tipica de un programa lineal®” es:

maximizar ex, e, x, ot x,
sujeto a ayx, +apx, o tax, 2

hl
51211%1 + aZZ.XZ + et a.zﬂxﬂ 2 b, (341)
(PL) : : : :

a,x, ‘+a ,x,+t+a x 2b

mn n a4

Xy Xgyeouyx, 20

n
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En el programa 3-1 llamaremos a ¢x, +¢,x, +...+¢,x, funciéon objetivo, que debe minimizarse o

maximizarse y la denotaremos por z. Los coeficientes ¢,¢,,...,¢, son los coeficientes de costo, los

0,
cuales son conocidos y x,x,,...,x, son las variables que deben determinarse. Los coeficientes

a,, i=1,...,m, j=1,...,n son llamados coeficientes tecnologicos. Los &, representan los

;'/,
requerimientos minimos que deben satisfacerse. Las restricciones x,x,,...,x, 20 son llamadas

restricciones de no negatividad.

En cuanto a los métodos de solucion, durante décadas, el método simplex inventado por George B.
Dantzing dominé la solucion de este tipo de problemas, dada su facil implementacion y el tiempo de
resolucién en problemas a pequefia, mediana y gran escala®’. Posteriormente otros matematicos, entre
ellos Narendra K. Karmarkar, desarrollaron los métodos de Punto Interior®” los cuales han probado
ser de complejidad polinomial, a diferencia del simplex que no muestra esta caracteristica para cualquier
problema. Sin embargo, para la mayorfa de los problemas practicos el método simplex resulta altamente
eficiente y por esa razéon sigue siendo de amplio uso. En el resto de este capitulo presentaremos un
breve estudio de los programas lineales y de su solucién por el método simplex. Para mayores detalles
sobre la programacion lineal se pueden consultar un gran numero de textos, entre ellos la referencia

[20].

El método simplex se basa fundamentalmente en que la solucién 6ptima de un programa lineal esta
asociada con un punto extremo y que los puntos extremos estan completamente definidos por las
soluciones basicas de la forma estandar del modelo de programacién lineal.

3.2 Geometria de Ia programacion lineal

La programaciéon lineal (PL) puede ser estudiada algebraica y geométricamente. Ambas
aproximaciones son equivalentes, pero una de ellas puede ser mas conveniente que la otra para dar
respuesta a preguntas particulares acerca de programacion lineal.

La region factible puede describirse desde el punto de vista geométrico, y usar conceptos tales como
el de convexidad para analizar el programa lineal. Usando geometria muchos de los conceptos en
programacion lineal son faciles de entender, por que ellos pueden ser descritos en términos de nociones
intuitivas tales como “moverse a lo largo del borde de la region factible”.

Ejemplo 3.-1 Consideremos el siguiente problema:

minimizar g = —x; — 2x,
sujeto a —x, +2x,<3
2x, — x, <1
X <1
xp,x, 20

La regién factible se grafica en la figura 3.1
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a
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—x,+2xzsy'.‘ o

Figura 3.1. - Region factible

La figura incluye lineas rectas punteadas correspondientes a varios valores de la funcién objetivo.
Como se ilustra, el valor de g decrece segin estas lineas son movidas hacia arriba y a la derecha. El
objetivo g no puede ser decrementado indefinidamente. Eventualmente la recta g = & deja de

intersectar la region factible, indicando que no hay puntos factibles correspondientes a ese valor
. , . T . 10:
particular de z El minimo ocurre cuando z = =5, en el punto (1,2)", es decir, en el dltimo punto

donde una /inea objetivo (curva de nivel de la funcién objetivo) intercepta la region factible. Esto ocurre
en una esquina de la region factible, lo cual no constituye algo excepcional.

3.3 Forma estandar

De manera algebraica el programa lineal se puede escribir de una manera particular, llamada "forma
estandar”". Entonces los coeficientes de la matriz de restricciones del programa lineal pueden ser
analizados y manipulados como un sistema de ecuaciones, usando herramientas de algebra lineal. Si

)= (yl,...,yﬂ) e R talque y, 20,7 =1,...,7 escribimos y = 0.
En notacién matricial, un programa lineal en forma estandar sera escrito:

maximizar z = ax’
sujeto a Ax = b (3-2)
x 20

donde 4=0. x y ¢ son vectores de tamafio #, b es vector de tamafio 7,y .4 es una matriz 7 X #
llamada matriz de restricciones. Esta forma particular de un programa lineal se usa dentro del método
simplex.

Todos los programas pueden ser convertidos a su forma estandar. Las reglas para hacer esto son
simples:

a. Si el problema original es un problema de minimizar, entonces la funcién objetivo se puede

multiplicar por -1 para obtener un problema de maximizaciéon: max g = —g. Después que el
*

problema ha sido resuelto, el valor objetivo éptimo debe multiplicarse por -1, asi que g = —z.
Los valores 6ptimos de las variables son los mismos para ambas funciones objetivos.

31



b.

Si alguna de las componentes de & es negativa, entonces estas restricciones deberan ser

multiplicadas por -1. Esto ocasionara que la restriccion de la forma =< se convierta a una
restriccion de la forma =,y viceversa.

c. Siuna variable tiene una cota inferior diferente de cero, por ejemplo
x, 25
entonces la variable puede ser reemplazada en el problema por
x' =x =5

Una cota superior en una variable puede ser tratada como una restriccion.

Una variable que no esta acotada ni inferior ni superiormente serd llamada variable "libre" o "sin
restricciones", y puede ser reemplazada por un par de variables no negativas. Por ejemplo, si x;,
es una variable libre, en el programa sera reemplazada por:

o " ' "
x, =x',—x",, con x',,x",20.
d. Sila restriccion es de la forma <, por ejemplo:
25, +7x,—3,<10,

se convertira en una igualdad sumdndole en el miembro izquierdo una variable de

"holgura" s, :
2x; + Tx, —3x; + 5, =10

y agregando la restricciéon de no negatividad s, =2 0. Similarmente, una restriccion de la forma =,
por ejemplo:

Ox, —2x, +4x; 215
se convierte en una igualdad restandole en el miembro izquierdo una variable de "exceso" e, :
Ox; — 2x, +4x, —e¢, =15

y agregando la restriccion e, > 0.
Ejemplo 3.-2 Consideremos el siguiente problema:

minimizar g = —5x, — 3x, + 7x,
2, +4x, +06x; =7
sujeto a 3x;, = 5x, +3x; <5
—4x; —9x, +4x, < —4
x; 2,-2,0 < x, < 4, x, libre

después de aplicarle las reglas anteriormente mencionadas el programa queda:
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maximizar '= 5x',+3x, — Tx',+7x"",

sujeto a 2x" o, + 6x',—6x"", =11
3x', =5x, + 3x',-3x"" 4y, =11

4" 49x, —4x'H4x""y, —e, =12

X, +s5, =4

1 ' "
XXy, X, X, 8,,e,5, 20

En forma matricial sera representado por:

- T
maximizar g = ox

sujeto a Ax =5
x 20
con
2 4 6 -6 0 0
: 3 -5 3 -3 1 0
c=(3 -7 7 00 0,b6=01 11 12 4y A= :
4 9 —4 4 0 -1 0
0 1 0 0 0 1
El vector de variables es x = (X'l x, x'5ox"y s, e §4) con ¢y x vectores renglon de

dimensién 7.
3.4 Solucion bdsica y puntos extremos

Consideremos el problema de programacién lineal en su forma estandar (3-2), con » < n.

Supéngase que la matriz 4 es de rango completo, es decir, que los renglones de A son linealmente
independientes.

La razoén por la que se hace esta suposicion es por que si A4 no fuera de rango completo se tendria
que las restricciones son inconsistentes o habria restricciones redundantes, dependiendo del vector 4. St
las restricciones son inconsistentes la region factible es vacia y el problema no tiene solucién. Si hay
restricciones redundantes pueden ser removidas del problema sin cambiar la region factible, ni la
solucion.

Si m = n entonces la soluciéon de Ax = b es Gnica y sélo hay un punto en la region factible.

En el caso general 7 < #,si x es una soluciéon de Ax = b, y si es posible separar las componentes
de x en dos vectores, uno x,, de 7 — m variables las cuales son iguales a cero, y otro x,, de »
variables cuyos coeficientes en las restricciones determinan una matriz invertible B de » x 2, decimos
entonces que x es una solucién basica del programa lineal. En casos donde mas de 7 —
componentes de x son cero habra mas de una manera de elegir x, y x.

Las s variables asociadas a x, se llaman variables basicas y las # — » restantes variables se
conocen como variables no basicas.
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X es una solucion basica factible si ademis de ser solucidén basica, satisface la restriccién de no
negatividad x 2> 0. Si adicionalmente es 6ptima para el programa lineal, entonces es una solucién basica
factible 6ptima.

Sea x una solucién basica factible. Una vez que un conjunto de variables basicas ha sido seleccionado
es posible reordenar las variables, asi que podemos escribir:

Xp
X =
Xy
LLa matriz de restriccion puede ser escrita como:
A= (B,N)

donde B es la matriz de coeficientes para x, y IN es la matriz de coeficientes para x,. Para una
solucién basica tendremos que x, =0, asi que el sistema de restricciones Ax = & se simplifica a
Bx,=b:

Xp
Ax = (B,N = Bx, + Nxy = Bx, = b
X

Por lo tanto x,, esta determinado por By 4.

Ejemplo 3.-3 Consideremos las siguientes dos ecuaciones con 5 incognitas.
xp+ ox, +9x, +3x, +2x, =9
S5x, +3x, +3 x; + x, +0x, =3
Una solucién basica sélo puede incluir dos (7 = 2) variables basicas, por lo que se tendran tres

(n — m = 3) variables no basicas iguales a cero. Analicemos algunos de los posibles casos que pueden
presentarse dependiendo de las combinaciones que se propongan de variables basicas y no basicas.

Caso 1. Solucion basica factible
Variables no basicas: (xz, Xy, xs) = (0,0,0)

Ecuaciones:
x; +9x, =9

S5x,+3x; =3
Solucioén: unica con x; = 0,x; = 1.

Solucion baisica factible debido a que x|, x; = 0.

Caso 2. Solucion basica no factible

Variables no basicas: (XS, Xy, xs) = (0,0,0)

Ecuaciones:
x, + x, =9
5x,+3x, =3
Solucioén: tnica con x; = =12, x, = 21.
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Solucion basica no factible debido a que la variable x, < 0.
Caso 3. Solucion inexistente

Variables no basicas: (xl, X5, x4) = (0,0,0)

Ecuaciones:

x, +2x, =9

3x, + 6x

La solucién es inexistente porque el sistema es znconsistentes, por lo tanto no hay
solucién basica.

Caso 4. Infinidad de soluciones
Variables no basicas: (xl, Xy, xs) =(0,0,0)
Ecuaciones:
Ox, +3x, =9
3x,+ x, =3

Hay una infinidad de soluciones, ninguna es basica pues las columnas de la matriz de
coeficientes son dependientes, por lo tanto no hay soluciéon basica.

3.5 Elmétodo simplex

El método simplex inicia con una solucioén basica factible para después encontrar otra solucion
basica factible que mejore el valor de la funcién objetivo. Esto se logra si un aumento en el valor de una
variable no basica actual conduce a un mejor valor objetivo. Pero para lograr esto es necesario hacer no
basica una de las variables basicas actuales para garantizar que la nueva solucién tenga exactamente 7
variables basicas. A la variable (no basica) seleccionada se le llamara variable de entrada y a la variable
basica eliminada de la base se le llamara variable de salida.

Para realizar la elecciéon de la variable de entrada y salida se requiere seguir las condiciones de
optimalidad y de factibilidad.

Para explicar como se aplican estos criterios consideremos el siguiente programa lineal,

maximizar ¢x; +¢, X, ...+ ¢, X,
sujetoa  a;x; ta,x, +or+a,x, < b

b2

IN

anXy tayx, +-+a,x,

a,x,ta,x,+t+a, x <b

A
Xy Xoyyeenyx, 20

Que en forma estindar es:
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maximizar ¢x; +¢, x, + ...+ ¢, x,

sujetoa . x; + ap,x, oo+ a,x, + 5, = b
Ay Xyt dypX, +00+oa, x, + 5, =0,
ﬂ/}/lxl + dw2X2 t+-+ alﬂﬂxﬂ + ‘;77/ = bw

Xy Xoyeooy X, S0

El programa lineal anterior se coloca en una tabla, debido a que los céalculos del método simplex son
iterativos, ya que se aplican condiciones y calculos fijos los cuales son mas faciles de realizar si el
programa lineal se acomoda en una tabla simplex actual, para producir la siguiente, hasta encontrar los
valores de la solucion basica, ver tabla 3.1.

Tabla 3.1 Tabla simplex inicial.

Sol. basica 4 X1 X o, 51 52 . Sw Solucion

factible
z 1 -cy -C2 oo | -Ca 0 0 vee 0 0 Renglén-z
57 0 ap ap ees ain 1 0 0 0 b] Rengl()n-x/
52 0 azy az ces azg 0 1 0 0 bz Rengl()n-yg
Sp 0 ami1 aAm2 vee | @mn 0 0 0 1 bm Renglon-s,,

En nuestra tabla 3.1 se tiene una solucién biasica, en donde las wvariables basicas son:
$, =b,s5, =b,,...,5,, = b, ylas variables no basicas son: x, = 0,x, =0,...,x, =0.
., . . 21
Reglas para la seleccién de las variables de entrada y salida 'l

% Condicion de optimalidad. 1.a variable de entrada en un problema de maximizacién
(minimizacién) es la variable 7o bisica que tiene el coeficiente mas negativo (positivo), — ¢, , en

el renglén z, por lo tanto la variable de entrada es x,. Los empates se rompen de forma

arbitraria. El 6ptimo se obtiene en la iteracion donde todos los coeficientes de las variables no
basicas en el renglon g son no negativos (no positivos).

% Condicion de factibilidad. 1.a variable de salida es la vatiable basica asociada con la razén
no negativa mas pequefia (denominador estrictamente positivo), tanto para maximizacion

bi
ai

como minimizacién. Las razones se obtienen de dividir / =1,...,m.El empate se rompe

arbitrariamente.
Pasos del método simplex:

Paso 0. Determinar una solucidén basica factible inicial.

Paso 1. Seleccionar una variable de entrada empleando la condicién de optimalidad.
Detenerse si no hay una variable de entrada.

Paso 2. Seleccionar una variable de salida usando la condicion de factibilidad.
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Paso 3. Determinar las nuevas soluciones basicas empleando los calculos apropiados de
Gauss-Jordan. Ir al paso 1.

Ejemplo 3.-4 Consideremos el siguiente programa lineal
maximizar g = 5x; + 3x,

8x; +2x, <9

sujeto a 3x; +4x, <5
—2x, +5x, <5

1

Xy < 2

Xy, x, 20

Al aplicar las reglas de la secciéon 3.3 al programa lineal anterior para llevarlo a su forma estandar se
obtiene lo siguiente:
maximizar g = 5x; + 3x, + 0s; + Os, + Os; + Oy,

sujeto a 8x, + 2x, + 5, <9
3x, + 4x, + 5, <5

— 2x, + 5x, + 55 <5

X, + 5, <1

Xy Xy 58y 83,8, 2 0

El programa lineal en su forma estandar se acomoda en la siguiente tabla simplex:

Tabla 3.2 Tabla simplex inicial.

Sol. basica 2 X7 X2 51 ) 53 54 Solucion
factible

z 1 -5 -3 0 0 0 0 0

51 0 8 2 1 0 0 0 9

5 0 3 4 0 1 0 0 5

53 0 -2 5 0 0 1 0 5

4 0 0 1 0 0 1} 1 1

En la tabla 3.2 cada uno de los cuatro renglones inferiores representa una ecuaciéon de restriccion
cuyo lado derecho se da en la columna de “solucién”.
El renglén —z se obtiene de

g —5x, —3x, =0.
Iteracion 0.

Tabla 3.3 Tabla simplex con solucidn basica en las variables de holgura.

Sol. basica g X7 X2 51 52 53 54 Solucion
factible

z 1 -5 -3 0 0 0 0 0

57 0 8 2 1 0 0 0 9

52 0 3 4 0 1 0 0 5

53 0 -2 5 0 0 1 0 5

54 0 0 1 0 0 0 1 1
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Las variables de holgura s,s,,s5,y 5, proporcionan una solucion bdsica factible inicial, teniendo
como variables no basicas cero a x yx, y la columna “soluciéon” proporciona automaticamente los

valores de las holguras, variables basicas, 5, = 9,5, = 5,5, =5y s, =1, ver tabla 3.3, esto por la

manera en que se asocian las holguras con las columnas. En esta primera iteracion el valor de g es cero.
Iteracion 1.

Elegimos a la variable no basica x, como variable de entrada ya que tiene el coeficiente mds negativo
en el renglon g . La variable de entrada x; ahora debe incrementarse arriba del nivel cero. La figura 3.2
muestra que empezando en el origen A, el valor mas grande que se le puede asignar a x,, sin caer fuera

del espacio factible, es el punto B.

maximizar 7 = bx + 3o,

sujetoa By + 2w, 9 @

-2 +58, =5 (3)

Figura 3.2. - Representacion de una iteracion del método simplex.

De la figura 3.2 determinaremos B considerando las intersecciones de las restricciones con el eje x, .
Estas intersecciones estan dadas por las razones del lado derecho de la ecuacién, columna solucion, con
los coeficientes correspondientes de la restriccion bajo x;, como se observa en la tabla 3.4.

Tabla 3.4 Seleccidn de las variables de entrada y salida.

Sol. basica 4 X7 X2 51 ) 53 54 Solucion Razén
factible (o interseccion)
z 1 -5 -3 0 0 0 0 0
51 0 8 2 1 0 0 0 9 9/8=1.125 (min)
) 0 3 4 0 1 0 0 5 5/3=1.666
3 0 -2 5 0 0 1 0 5 5/-2=-2.5 (No considerar)
54 0 0 1 0 0 0 1 1 1/0=00 (No considerar)

Nos interesan razones o negativas (intersecciones) debido a que representan la direccién del
incremento en x;. Por ello se descartan las razones de los renglones de las restricciones 3 y 4 cuyos
coeficientes son negativo y cero, ver tabla 3.4.

Como la razén no negativa minima proporciona el valor de la variable de entrada x, en la nueva

. . 9
solucién se tiene que x, = .

Por lo tanto, la variable basica s, sera la variable de salida, la cual tomara el valor cero.

Los calculos de la nueva solucién basica se basan en las operaciones de renglones Gauss-Jordan.
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Tabla 3.5 Ubicando el renglén pivote, la columna pivote y el elemento pivote.

Sol. basica ¢ X7 X 51 52 53 54 Solucion
factible
z 1 -5 -3 0 0 0 0 0
S 0 8 2 1 0 0 0 9 <4—Renglén
Ky 0 3 4 0 1 0 0 5 pivote
S5 0 -2 5 0 0 1 0 5
Sy 0 0 1 0 0 0 1 1
* Columna
pivote

La interseccién de la columna pivote y el renglon pivote definen el elemento pivote, ver tabla 3.5.

Los calculos de Gauss-Jordan necesarios para producir la nueva soluciéon basica son:

1. Renglon pivote

Nuevo renglon pivote=renglon pivote actual + elemento pivote

2. Todos los demas renglones, incluyendo z.

Nuevo renglén=renglén actual menos el producto de su coeficiente en la columna
pivote por el nuevo renglén pivote.

Realizando el primer calculo se obtiene la tabla 3.6.

Tabla 3.6 Calculo del nuevo renglén pivote.

Sol. basica ¢ X7 X2 51 52 53 54 Solucion
factible
. Nuevo
x1 0 | 1 [2/8[1/8 [0 0] 0 9/8 | renglon
pivote
2
53
4

Posteriormente, al aplicar los calculos del tipo 2 se obtiene la nueva tabla 3.7 simplex, con la nueva

2,5, =25, =2y s, =1 con valor objetivo 3=45/8.

solucion basica x; = ¢, 5,

Tabla 3.7 Tabla simplex final, después de realizar los calculos de G-J.

Sol. basica 4 X7 X2 51 52 | 53 54 Solucion
factible
z 1 0 -7/4 5/8 0 0 0 45/8
X7 0 1 1/4 1/8 0 0 0 9/8
5 0 0 13/4 | -3/8 | 1 0 0 13/8
53 0 0 11/2 1/4 0 1 0 29/4
54 0 0 1 0 0 0 1 1/2

Iteracion 2.

La tabla 3.7 simplex no es optima pues la variable 7o bdsica x, tiene coeficiente negativo en el
renglén g, luego por la condicién de optimalidad la variable de entrada es x, y nuestra variable de salida

es §,, ver tabla 3.8.
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Tabla 3.8

Ubicando las variables de entrada y salida en la iteracion 2.

Sol. basica z X7 X2 51 52 53 54 Solucion Razén

factible (o interseccion)
z 1 0 | -7/4 | 5/8 0 0 0 45/8
X7 0 1 1/4 | 1/8 0 0 0 9/8 9/8/(1/4)=9/2
) 0 0 | 13/4 | -3/8 1 0 0 13/8 13/8/(13/4)=1/2
53 0 0 | 11/2 | 1/4 0 1 0 29/4 29/4/(11/2)=29/22
4 0 0 1 0 0 0 1 1/2 1/2/1=1/2

Se realizan nuevamente los calculos necesarios como en la iteracion 1, tabla 3.9, obteniendo la tabla

3.10 con solucién basica x; = 1, x,

Tabla 3.9 Calculo del nuevo renglén pivote.

= 1,5, =5 vy 5, =0 ycon valor objetivo 3=13/2.

Sol. basica g X X 51 5 53| 54 Solucio
factible n
z 1 0 -7/4 5/8 0 0 0 45/8
X7 0 1 1/4 1/8 0 0 0 9/8
X2 0 0 1 -3/26 | 4/13 | 0 0 1/2
53 0 0 11/2 1/4 0 1 0 29/4
54 0 0 1 0 0 0 1 1/2
Tabla 3.10 Tabla simplex dptima.
Sol. basica 4 X7 X0 51 52 53 54 Solucion
factible
z 1 0 0 11/26 7/13 0 0 13/2
X7 0 1 0 2/13 -1/13 0 0 1
X2 0 0 1 -3/26 4/13 0 0 1/2
53 0 0 0 23/26 | -22/13 1 0 9/2
54 0 0 0 3/26 -4/13 0 1 0

Como se puede ver en la tabla 3.10 la solucién es Optima pues ninguno de los coeficientes del
renglén g asociados con las variables no basicas s, y 5, es negativo.
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CAPITULO 4

MODELACION DEL PROBLEMA

(El término modelo se refiere a la generalizacién conceptual que se abstrae de un grupo de experiencias
con el proposito de categorizar y sistematizar nuevas experiencias).
» ) . . - . .y . .
a través de las funciones podemos modelar matemadticamente un fenomeno de la vida real, describir y analizar relaciones
de hechos sin necesidad de hacer a cada momento una descripeion verbal o un cilenlo complicado de cada uno de los sucesos

que estamos describiendo”, Hitt (2000).)

Recordemos cual es el objetivo principal que nos planteamos en la propuesta de tesis: encontrar el
numero y la ubicacién de las perforaciones y de los postes necesarios para generar una herramienta
porosa a partir de una herramienta de pétalo para el pulido de superficies 6pticas. Para realizar tal
trabajo se requiere en primer lugar encontrar una funcién que describa el perfil de la herramienta de
pétalo para posteriormente determinar el disefio de la herramienta porosa que emule su desempefio. En
la secciéon 4.1 se planteara la obtencion del perfil de la herramienta de pétalo por medio de splines
ctbicos y en la seccion 4.2 se modelara por medio de programacion lineal el problema de obtener el
esquema de perforaciones y postes de la herramienta porosa.
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o
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X axis (cm)

Figura 4.1. -Herramienta de pétalo para el pulido de superficies concavas.

4.1 Determinacion de Ia funcion de contorno de Ia herramienta de pétalo

Se desea ajustar un conjunto de puntos en el plano que describen el contorno de uno de los 4 pétalos
que forman la herramienta de pétalo. La forma de la herramienta de pétalo que se utiliza es la que genera
un desgaste deseado. Se describira en esta seccion el ajuste que se hace para obtener la funcién de
contorno de la herramienta de pétalo por medio de un spline cibico paramétrico.

El spline debe pasar por los puntos (xl., J/[.), i=1,...,m que describen el contorno de la

herramienta de pétalo (ver figura 4.2), pero al observar que pueden existir configuraciones de puntos en
los cuales se presenten diferentes ordenadas para una misma abscisa, se decidié hacer el ajuste con
splines cubicos paramétricos.

{00

\

0 1 2 5 4 5 B 7 g

Figura 4.2. - Contorno de la herramienta de pétalo formado por m anillos segmentados.

Por ello debemos encontrar polinomios P, (#) y P,(¢#) que satisfagan las condiciones de la seccion
2.2.4, donde

P(#;) =
P(t)=1y i=1l...m

|
X

Para calcular los valores del parametro # se considero la condiciéon de distancia i), de las condiciones
(2-19), por ser la mas conveniente. Una vez que se tienen los valores de 7#,, se procede a resolver el
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sistema lineal (2-20) y (2-21) para obtener el spline cubico P,(#,) = x,, y se resuelve el sistema lineal (2-
20) y (2-22) para obtener el spline P(#)= y,,7=1,...,7; en ambos splines se utilizaron las

condiciones de frontera iii) vistas en la seccion 2.2.3. Asi, P, y P, quedan de la siguiente manera:

7

Py = A+ B —s)rc Ut p Emt)
2

2 5 (4-1)

h#) =4 +bf(t_fi)+fz(t_2fi)+d-(f_6tj)

7

donde A.,B,,C,,D;,a,;,b,,c yd, son constantes, y quedan definidas como en la seccion 2.2, en (2-
23).

Los splines (4-1) existen y son unicos por el teorema 2.-35 de la seccion 2.2.3.

Por medio de un programa realizado en matlab utilizando la funcién “spline” del toolbox, se pueden
encontrar los valores de los coeficientes A, B,,C,, D,,a,,b,,¢,yd, .

277

En la siguiente seccién se describira el uso que se le da a este spline.
4.2 Modelacion del esquema de Ia herramienta porosa con programacion lineal y Ia solucion

Como se menciond en la seccion 1.5, 1a idea original era la de construir la herramienta porosa usando
exclusivamente perforaciones, pero en el desarrollo de esta idea se encontraron dificultades que llevaron
a un cambio en el diseflo, concibiendo ahora la herramienta en dos partes, una con perforaciones y otra
con postes. En este capitulo la presentacion se hara en forma retrospectiva, desarrollando la idea del
disefio de la herramienta construida a base de perforaciones unicamente, hasta llegar al problema que
derivé en la introduccion de los postes y aclarando en su momento los ajustes necesarios en los calculos
correspondientes, los cuales son minimos.

Se desea conocer el numero y la colocacion de las perforaciones (o poros) que se necesitan para el
disefio de la herramienta porosa, partiendo de la herramienta de pétalo. La solucién al problema se
realizara considerando uno solo de los pétalos, situandolo en el primer cuadrante del plano, debido a
que los tres restantes son iguales y se sitdan en los demads cuadrantes.

circunferencia
de

evaluacion

circunferencia

de
rnontaje
perfil
de la
A herrarmienta

Figura 4.3. - Gréfica del perfil de la herramienta de pétalo, de las circunferencias de montaje y evaluacion.
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Para realizar el planteamiento del problema definimos dos conjuntos de circunferencias situadas
sobre la herramienta: circunferencias de montaje y circunferencias de evaluacion (ver figura 4.3), las

primeras seran utilizadas para colocar en ellas los centros de las perforaciones circulares, y las ultimas
para evaluar que tanto se ve afectado su perimetro por las perforaciones.

En este contexto, denotemos:

m=numero de circunferencias de montaje,
¢e=numero de circunferencias de evaluacion,
r,=radio de la herramienta de pétalo,

r, =radio del vidrio que se va a pulir,
x, = radiodela ; - ésima circunferencia de evaluacion y

y, = radiodela 7 - ésima circunferencia de montaje

r, =radio de la perforaciéon,con 0 < r, <...<r, <r
? P P2 21

En el modelo final se consideraran diversos radios para las perforaciones, recordemos que se
utilizaran los radios estandar de brocas comerciales para el programa final, lo mismo que en los

ejemplos, pero para simplificar la exposicién consideraremos por ahora uno solo de ellos, denotado por
7,

“ . __ circunferencia
- de mantaje

L .

. eircunferancia
- de

3 s

- - perforacion

Figura 4.4. - Determinacion de la afectacion del perimetro de una circunferencia de evaluacion por una perforacion.

Determinemos, usando la ley de los césenos, el valor del angulo @ representado en la figura 4.4

2 _ 2 2
r, = ;X ZJJZ-X/.COSH

despejando € nos queda:

2 2 2
0 = cos™' TN T X T
2,)/['%_/
Hagamos
2 2 2
A )
0, =| 250 4-2).
2y.x
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La afectacion que sufre el petimetro de la circunferencia de evaluacién de radio x, por una

petforacion de radio 7, que la intercepta es igual a

S = 2x, cos_l(az[.)/).

r—
—_— .
1 wj [ 1
e ~m - oo 1 . .
.- ‘eirounferepia " - __ sircunferencia
-7 de ! v - de montaje

1
awaluacion ' Lo

J.'circunferencia
e
4 perforacion
;

- ——— -

Figura4.5.- Casoenelcual y, > x + 7,

a; | <1. Veamos por ejemplo que si a,, >1,

Observemos que la intercepcion se da si y sélo si |a; /.‘

entonces  y, > x, +r,, y la perforacién no alcanza a afectar a la circunferencia de evaluacion. En

y_z + xi - rpz
efecto, supongamos que — : > 1, luego, (ver figura 4.5)

2yx,

J

2 2 2
Ji xS = > ZJJZ.xj

2 2 2
Y, —2)/Z.x/.+xj >,

2

(J/i _X‘/)z > rP
Ji =X, > r,
Jp > Xt

Cuando una herramienta de pétalo se pone a trabajar, sélo los pétalos entran en contacto con la pieza
de vidrio, por ello, 1a idea es la siguiente:

El disefio de la herramienta porosa debe ser tal que si trazamos una circunferencia imaginaria sobre
la herramienta de pétalo, del mismo radio que una circunferencia de evaluaciéon dada y situada en la

herramienta porosa, se observe lo siguiente:

La parte del contorno de Ia primera de estas circunferencias que queda situada sobre los
Ppétalos, y Ia parte del contorno de Ia segunda que no queda superpuesta sobre ninguno de los
poros, es decir, Ia parte que tendrd contacto con el vidrio, tienen medidas aproximadamente

Iguales.
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Dado que la herramienta porosa que estamos disefiando se va a construir mediante perforaciones
realizadas en un disco, las variables del problema son:

m,;: nimero de perforaciones (de radio r,) realizadas, con centro en la i-ésima circunferencia de

montaje, 7 = 1,..., 7.

Bajo el supuesto de que las perforaciones no se superponen unas con otras, la afectaciéon p(j) que

hacen en conjunto todas las perforaciones (de radio r,) sobre el perimetro de la circunferencia de

evaluacion de radio x; es igual a

i

)= 2mx la ), j=lme  (@3)
=1
donde

cos (x) si x| <1
P T e D S

0 si |x| > 1

(Jt"‘_, “;v‘) punto de interseccidn entre a
circunferencia de evaluacidny
el perfil de la herramienta

circunferencia de
evaluacion

_circunferencia de
maontaje

Figura 4.6. - Calculando la longitud de arco entre la circunferencia de montaje j y el perfil de la herramienta.

Ahora bien, si x = P(¢), y = P(#),a < # < b, definen el spline 5(#) que ajusta los puntos situados

sobre el pétalo (ver seccion 4.1), y si (x*, y*) es el punto de intercepciéon de este spline con la

circunferencia de evaluacién de radio x , entonces (ver figura 4.6)

*

1J

*

X

Xj tan

es nuestra estimaciéon de longitud del arco de la j-ésima circunferencia de evaluaciéon que queda
superpuesta sobre uno sélo de los pétalos de la herramienta (parte que tiene contacto con el vidrio) y
por lo tanto, (ver figura 4.7):

*

._7Z- -1 )
f(/)—Exj—x/tan N (4-5)
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Figura 4.7. - Grafica de las circunferencias de montaje, evaluacion y perforacion.

es la fracciéon del contorno de la misma circunferencia que debe de quedar superpuesta con las
perforaciones de la herramienta porosa (parte que no tiene contacto con el vidrio). Si consideramos (4-
2), esto nos lleva a plantear el sistema f( /) = p(j), j =1,...,¢, esto es:

f(]) = i‘, Zmixj¢(ﬂz,‘/)’ (4-6)

.

b

J=1L..,ei=1...

En el caso general este sistema puede ser inconsistente, sin embargo siempre podemos buscar una
solucién aproximada.

Observemos que estamos planteando una discretizacion del siguiente problema de aproximacion:
Dada la funcion

b3 -
f(x)="=x—xtan” J* ,
2 x
donde (x* , )/*) es el punto de intercepcion del spline x(t) con la circunferencia de radio x, se plantea
encontrar la mejor aproximacion a esta funciéon sobre el espacio generado por las funciones

2 2 2
X + oy = .
v, = 2x X rgp Z =12, ...,m,
22,
en el sentido de alguna norma definida en el espacio de funciones adecuado. Estamos dejando de lado el
hecho de que los coeficientes de la funciones ¥, los requerimos enteros. Si toman valores no enteros,

habrfa que contemplar fracciones de perforacion, pero sin atender de momento esta objecion, fijemos
nuestra atenciéon en que en un planteamiento asi, el elemento de la mejor aproximacion representa un
esquema de perforaciones donde todas las circunferencias situadas sobre la herramienta son
circunferencias de evaluacién, y no solamente algunas de ellas. Para este problema existe una solucion,
de acuerdo al corolario del teorema 2.-19.
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Mencionamos lo anterior para establecer la relacion de nuestro problema con la teorfa de
aproximacion y la garantia que nos da la teorfa presentada en el capitulo II de esta tesis sobre la
existencia de una solucién al problema planteado en el parrafo precedente. Sin embargo hay que
reconocer que en ese mismo capitulo no se presenta método alguno para encontrar el mejor
aproximante. Sin embargo, recurriremos para tal propésito a la formulacién de nuestro problema como
un programa lineal, utilizando los conceptos y los métodos de solucién planteados en el capitulo tres.

Si deseamos que las diferencias &, = f(/) — p(7), 7 =1,...,¢ sean positivas y tan pequefias como
sea posible. Podemos manejar los & ;, como variables e introducir otra vatiable & que los acote

superiormente, con lo cual podemos formular el siguiente programa lineal.

minimizar =0
syetoa  f(/) = p(J) = &,
o2¢, @7
£,020, j=1,..,e
sustituyendo (4-3) en la ecuacién (4-7) queda:
minimizar =0
m )/2 + Xz -7 2
sujetoa ), 2mpx cos | Tt |+ g, = /()
i=1 2%, (4-8)
&-620
£,0,m 20,j=1..,e
Y su forma estandar es:
minimizar =0
m J/Z + Xz - r ?
sujeto a > 2m;x, cos”| F—~L— L |+ €, = f()
i=1 ‘ 27,%,
&, —-0-mn, = 4-9)

Obsérvese que no estamos restringiendo las variables 7, a tomar valores enteros, esto lo hacemos

para evitar la mayor complicacion de los métodos de solucion de la programacion entera respecto a los
de la no entera, y considerando también que de acuerdo al esquema que se presenta a continuacion
podemos obviar esa restricciéon. Resolveremos el problema en etapas, determinando primero el nimero
y la ubicaciéon de las perforaciones de mayor radio, redondeando después este nimero, y pasando la
factura de lo que falta por aproximar a las perforaciones del radio consecutivamente menor, y asi
sucesivamente.
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Algoritmo 4.-1  Algoritmo para determinar el esquema de perforaciones.

Dados los numeros », >r, > ...>r, > 0:
21 P2 P/

1) Se hace £=1,donde £ =1,...,/

2) Sehace r, = r, y se soluciona (4-9),

3) Los valores obtenidos para los #,, i = 1,2,...,m se redondean hacia abajo hasta el entero mas

proximo |7, |, i =1.2,...,m

4) Se evalia p(j), j=12,...,e, sustituyendo m, por szj en (4-3) y se actualiza
S =5 =20), 7 =1....e

5 Si k </ sehace £ =4+ 1 sevaal paso 2). Si £ =/ se termina, el error final de aproximacion
en la j-ésima circunferencia de evaluacion esta dado por f ( j).

Se implant6 en matlab este algoritmo, en cada iteracién resuelve un programa de la forma (4-9) con
la ayuda de la funcién linprog, el codigo del programa se puede consular en el apéndice.

Una vez que se obtienen los 7, es necesario distribuir las perforaciones en cada circunferencia de

montaje para obtener la herramienta porosa que se desea, tal y como se muestra en la figura 4.8.

Figura 4.8. - Herramienta porosa incorrecta.

Al momento de realizar la distribuciéon de las circunferencias de perforacién se observaron
superposiciones entre ellas, en la parte mas externa de la herramienta, debido a que en esta zona de la
herramienta de pétalo practicamente no hay material (ver figura 4.1), esta situacion afecta los resultados
obtenidos, pues una herramienta asi no estarfa generando el desgaste deseado. Como se observa en la
figura 4.8 las superposiciones se dan en la parte mas externas de la herramienta porosa, como resultado
de un mayor nimero de circunferencias de perforacion en esa region, por lo cual se opt6 por dividir la
herramienta porosa en dos secciones bajo las siguientes especificaciones:

1) La seccién interna se realizara practicando perforaciones en un disco plano.
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2) La seccion externa estara formada por postes cilindricos, situados sobre una superficie plana de
contorno anular. Los radios de las bases circulares de los postes seran iguales a los radios de las
perforaciones de la seccion interna de la herramienta.

3) La superficie de la seccién interna estara nivelada con la parte mas alta de los postes de la seccion
externa.

Los circulos que coronan los postes representan la parte de la seccion externa de la herramienta que
tendra contacto con la superficie a pulir. Como el area de esta parte es menor que la que no debe entrar
en contacto (formada antes por perforaciones), el nimero de postes que se requiere es menor que el
nimero de perforaciones que se requeria en el esquema anterior (cuando se contemplaba el uso de
perforaciones unicamente), asi que esto debe aliviar el problema que se mencioné anteriormente, de la
superposicion al momento de la distribucion (ver figura 4.8).

Figura 4.9. - Herramienta porosa, con postes y perforaciones.

Para la obtencién de los numeros de postes que deben de colocarse en cada circunferencia de
montaje se utiliza el mismo programa lineal dado en (4-9) salvo por una modificacién en la ecuacion (4-
5), quedando ahora como:

T

Figura 4.10. -Division de la herramienta porosa.

El criterio para dividir la herramienta de pétalo en sus dos secciones, interna y externa, serd el
siguiente: se determina el punto de intercepcion (s, s) de la grafica de la funcién identidad con la grafica
del spline que describe el perfil de la herramienta de pétalo (ver figura 4.9). Si » < s es el radio de
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circunferencia de montaje, entonces se realizan perforaciones sobre esa circunferencia y si 7 > s, se
montan postes (ver figura 4.10).

Explicaremos brevemente algunas ideas geométricas que guiaron la distribucion de los poros
(perforaciones o postes) en la herramienta, una vez que el numero de estos ha sido calculado por el
programa para cada una de las circunferencias de montaje. Recordemos que estamos ilustrando el
proceso del disefio de la herramienta en el primer cuadrante unicamente; desde luego que puede hacerse
para circunferencias completas, pero por ahora, al decir “circunferencia de montaje” nos referimos
unicamente a una cuarta parte de esta.

Se siguié un método heuristico que se describira a continuacioén para realizar la distribucion de las
perforaciones o postes, utilizando algunas ideas geométricas. Cabe mencionar que el problema de la
distribucién es complicado y en esta tesis no se ha resuelto de una manera completa, es decir, no se ha
llegado a un método general del cual podamos asegurar que realice la distribucién de los postes y
perforaciones de cualquier esquema obtenido. Asi, el método de distribuciéon que se sigue aqui, no
pretende ser el 6ptimo.

Sean como antes r, >r, >...>r, >0 los radios de las perforaciones que se practicaran para
11 P2 ?

hacer la herramienta porosa. Al aplicar el algoritmo 4.-1 se obtiene una matriz M de la forma:

T T S P

m m oo 7%
21 2 2

M= . . .
My Myt My,

donde 7, ; es el nimero de perforaciones de radio 7p, colocadas sobre la circunferencia de montaje j,

i=1,...,/,7=1,...,n7, esto tomando en cuenta que se han renumerado las circunferencias de
montaje desde la 1 que es la de menor radio hasta la 77 que es la mayor, considerando soélo aquellas para

las cuales se determiné un nimero positivo de perforaciones; es decir, en la matriz M no hay ninguna
columna compuesta exclusivamente de ceros.

De acuerdo a lo anterior se define:
Y=[y g, = g)ym= [rm Ty T rp,J

donde y, es el radio de la circunferencia de montaje 7 (circunferencia que si tiene al menos una

perforacion) y y, < y, <-++ < y,.
También asignamos un simbolo al nimero total de perforaciones en la circunferencia de montaje £:
me=mtetom, k=10

El acomodo de las perforaciones se hard de la siguiente manera: las 7, petforaciones de la

circunferencia de montaje 77 (la mas grande) se colocaran iniciando en la proximidad del eje x con las de
mayor radio y desplazandose contra reloj hacia el eje y, al tiempo que disminuyen los radios de las
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restantes. Las 7, , perforaciones de la siguiente circunferencia de montaje se colocaran a la inversa,

iniciando con las mas pequefias a partir del eje x, para acercarse al eje y mientras se colocan las de radio
progresivamente mayor, para la siguiente circunferencia de montaje invertimos de nuevo el orden de los
tamafios al hacer la colocacién y asi sucesivamente. Todo esto para ayudar a que las perforaciones
situadas en una circunferencia de montaje “esquiven” a las de la siguiente.

En concordia con esto, definimos una matriz P, cuya entrada p

g i

7= 1,...,71].,]' =1,...,m es el

radio de la 7~ésima perforacién que se colocara en la circunferencia de montaje /, contra reloj y partiendo
del eje x.

Asi, en la circunferencia de montaje de radio y, se distribuyen de manera uniforme los centros de
las n, perforaciones determinadas por el algoritmo para esa circunferencia, iniciando con las de radio

mayor desde el eje x y desplazandose en sentido positivo (contra reloj), colocando cada vez una
perforaciéon de radio menor o igual que la anterior. Para realizar esto se calculan los angulos
0,/ =1,...,n,, (ver figura 4.11).

L L B R W

Figura 4.11. - Circunferencias de perforacion (o poste) distribuidas uniformemente.

Para colocar las perforaciones de la siguiente circunferencia de montaje, de radio y, , debemos

determinar con precision las posiciones factibles para sus centros (ver figura 4.11).

En consecuencia, se determinan, usando la ley de los c6senos, los valores de los angulos 8, , v 6, ,

con £ =1,...,n, , representados en la figura 4.12:

(p/fw + p/e:,n—l)z = )’2—1 + J/; - 2)’;;—1)’17 cos 0/6,1)
(p/g+1,q + sz,ﬂ—l)z = ]5_1 + ],? - 2)/,7_1)/” cos 9/5,1
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Figura 4.12. - Circunferencias de perforacion (o postes) que se interceptan.

S || ] U 1 U
Y1 e e @ LI I N R g Y1 e e @ LI I N R g
Figura 4.13. - Determinacion de la region donde dos circunferencias de perforacion no se interceptan.

despejando 6, |, y 8, , nos queda:

0., = cos‘l(ﬂ/sl + )’; * (pk,n + pé,fﬂ)zJ
kD T

2)y)
e @.10)

n-1

2 2

+ 92+ +

HM = cos”! Tyt T Ty (Pk”’” pk’”_l)z conk=1,....n
2.)/7]—1_)/77

Utilizando los valores de (4.11) se calculan los valores de los angulos &, , y @, ,, representados en la
figura 4.13:
ap, =0, +0,,

4.12)
a, = ®2 - ‘91,1
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. . , aI k + aD 3
Finalmente, se obtienen los angulos O, = f para &£=1,...,n,,, los cuales nos

garantizan que las circunferencias de perforacién colocadas anteriormente no se interceptan con las
nuevas (ver figura 4.14).

* & 35

Figura 4.15. - Distribucién de las circunferencias de perforacion sobre la circunferencia de montaje yp.1.

Siguiendo esta idea, se continua con la distribucion de las demas circunferencias de perforaciéon (o
postes), quedando finalmente la herramienta como se observa en la figura 4.15.



Figura 4.16. - Distribucidn final de las circunferencias de perforacion (o postes).

Para comprender mejor la manera en que se realiza la distribuciéon de las circunferencias de

perforacion (o postes) veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.-1
[0 0 1 4]
00 10
010 0
M:oooo
1110
00 0 1
00 0 0
0010
_rp 3

Por lo tanto, al distribuir sobre la circunferencia de montaje de radio 4.19 de manera uniforme las 5
circunferencias de petrforacion, obtenemos ® = [2.15 ° 18.67° 37.66° 56.64° 75.63 °].

[0.21 029
0 021
0 0
0 0
0 0
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0.11
0.21
0.31
0.33
0

|
* 00N,

Supoéngase que se tienen los siguientes datos:

Y =[209 279 349 419, N=[1 2 4 5],

=[033 031 020 027 021 015 013 0.11]y

0.33]
0.33
0.33
0.33
0.15




04 1 1.4 2 248 3 34 4 4.8
Figura 4.17. - Distribucién uniforme de las 5 circunferencias de perforacion.

Empleando (4.11) y (4.12), obtenemos los angulos sobre los cuales colocaremos las circunferencias
de perforacion sobre la circunferencia de montaje 3.49, 2.79 y 2.09, ver tabla 4.1 de angulos.

Tabla 4.1 Tabla de los angulos donde se colocaron las perforaciones.

Angulos ®
Circunferencia
de montaje
3.49cm 10.41° 28.17° 47.15° 66.14°
279m 19.29° 37.66°
2.09cm 28.47°

Quedando la distribuciéon finalmente como en la figura 4.18.

45
4
34

3

1 1
0.5 1 14 2 25 5 35 4 4.5

] 1 1 1 1

Figura 4.18. - Distribucion final de las circunferencias de perforacion.
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CAPITULO 5

EJEMPLOS Y RESULTADOS

(“Las proposiciones matematicas, en cuanto tienen gue ver con la realidad, no son ciertas; y en cuanto que son ciertas, no
tienen nada que ver con la realidad ”, Albert Einstein.

“En lo tocante a ciencia, la autoridad de un millar no es superior al humilde razonamiento de un hombre. Hablar
oscuramente lo sabe hacer cualguiera, con claridad lo hacen mny pocos”, Galileo Galilei)

En este capitulo se muestran ejemplos en los cuales se obtienen herramientas porosas que aproximan
el desgate que se obtiene con una herramienta de pétalo dada. El primer grupo de ejemplo se hace para
una herramienta que genera un desgaste concavo, el segundo para una que genera un desgaste convexo.

Para cada uno de estos ejemplos de las secciones 5.1 y 5.2 se construyeron diferentes herramientas
correspondientes a diferentes valores asignados al nimero de circunferencias de montaje y de
evaluacion y utilizando los valores de los radios de perforacion de 16 brocas comerciales estandar. En
cada uno de los ejemplos se muestra que tanto se esta aproximando la herramienta porosa a la de pétalo
obteniendo el rms de la afectacién de los perimetros. El rms?! es la rafz cuadrada de la media aritmética
de los cuadrados de las diferencias entre el valor deseado y el valor aproximado, es decir:

rms =

donde
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f,=parte del perimetro de la circunferencia de evaluacién 7 que queda superpuesto con la

herramienta de pétalo, o fuera de ella, segin sea el caso, ver figura 5.1.

f *,=parte del perimetro de la circunferencia de evaluacién 7 que queda superpuesta sobre las

perforaciones — o postes- de la nueva herramienta, ver figura 5.1.

circunferencia
de montaje

circunferancia
de
perforacion

circunferencia

de poste
_\ R N
1‘ S=d* 1 - II \ | |

) 4 5 B 7 g
ey

3 ¥

.

w
[¥%)

Figura5.1. - Perimetro de la herramienta de pétalo sobre la circunferencia i.

En las tablas de cada ejemplo se muestran: parte del perimetro de la circunferencia de evaluacién que
queda fuera del pétalo —o parte del perimetro que queda dentro del pétalo-y parte del perimetro sobre
la circunferencia de evaluacion eliminado por las perforaciones —o parte del perimetro comprendido
dentro de los postes- y la diferencia entre estos dos valores. Ademas de que en cada tabla se resalta la
mayor diferencia, y también se presenta el promedio de las diferencias.

Hay que resalta que de acuerdo a lo que se nos ha informado respecto al funcionamiento de la
maquina de control numérico del taller de metales de esta universidad, el diametro mas pequefio que
puede ser manipulado con efectividad es de 1/64 de pulgada, el cual corresponde a la broca nimero 14
de las 16 utilizadas en los ejemplos, de modo que las brocas nimero 15 y 16 son aun mas pequefias. Sin
embargo, nuestro modelo tiene aun aplicacion en la practica para construir herramientas que hagan una
primera aproximacion al desgaste deseado, pero también puede servir como base para posteriores
modelos que puedan salvar estas dificultades.

En la seccion 5.3 se han considerado herramientas disefladas con 101 circunferencias de evaluacion y
101 circunferencias de montaje de tres clases diferentes: a) herramientas construidas con las primeras 14
brocas de las empleadas en los ejemplos de las secciones 5.1 y 5.2, b) herramientas generadas en las
secciones 5.1 y 5.2, construidas con brocas de 16 radios diferentes, c) herramientas generadas con 18
brocas de radios diferentes, las dos menores de brocas no existentes en el mercado.

Esto se ha hecho asi para analizar los alcances del modelo tedrico. Se grafican en estos ejemplos las

herramientas obtenidas, asi como el desgaste generado por ellas, para efectos de comparacion. Al
principio de la seccion 5.3 se describe la forma en que se obtuvieron estas evaluaciones.
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5.1 Caso concavo

En la figura 5.2 se muestra la herramienta de pétalo que genera una superficie concava, de ésta se
obtendra la funcién que describe su perfil. Debido a que los cuatro pétalos son idénticos se trabajara
con uno solo de ellos (ver figura 5.3). En la figura 5.4 se observa el desgaste a generar por una
herramienta de pétalo, dicho desgate se quiere generar con una herramienta porosa.

5_ -~
B | ]
o
S B
>-. - -
_5_ -~

S R R S
- 0
X (em)

Figura 5.2. - Herramienta de pétalo para el pulido de superficies concavas.
41 I F i e B B i
e T s —

Rt e N E E
Z e S S T e
1 | | | | i i e x
0 1 2 3 4 5 B 7

Figura 5.3.- Segmento del perfil de la herramienta de pétalo para el pulido de superficies concavas con 101 puntos.

-02 — 3y !

Desgaste deseado normalizado

[N TN YO Y N YT YT TN T N TN SO S AVANVENY T |

S SR T S S
-5 0 5

Radio de la superficie (cm)

Figura 5.4. - Desgaste a generar con las herramientas de pétalo, para el pulido de superficies concavas.
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Para encontrar las constantes de la ecuacion (4-1) se utiliza el programa perfil implementado en

matlab, ver apéndice. Obteniendo como resultado 100 polinomios para la funcién fl(z‘) y 100

polinomios parala f,(¢), (ver figura 5.5).
Ay
— pertl deseado 3_ o Sl .

I Wi
perfil aproximado

25 §

0ar

12
Figura 5.5. - Ajuste del perfil de la herramienta de pétalo utilizada para el pulido de superficies concavas.
Se desea encontrar una herramienta porosa, con radio de la herramienta de 7cm

Ejemplo 5.-1

y un radio del vidrio a pulir de 7.5cm, considerando 40 circunferencia de evaluacion y 38 de montaje; al
correr el programa se obtuvieron los siguientes resultados:

La herramienta debe separarse en la circunferencia de montaje 22, en donde se deben realizar
perforaciones, a partir de la circunferencia de montaje 23 sera necesario colocar postes. La herramienta

porosa obtenida se muestra en la figura 5.6.

Herramienta porosa formada con 38 circunferencias de montaje y 40 circunferencias de evaluacion.

Figura 5.6. -
spline hallado), se encuentra que la mayor diferencia entre estos valores es de 0.1365cm para la parte

Si se compara la afectacion que tiene esta herramienta en los perimetros de las circunferencias de
interna y de 0.1451cm para la parte externa. Mientras que el rms es de 0.0655cm para la parte interna y

evaluacion, con la afectacién que tiene sobre los mismos la herramienta de pétalo (modelada por el

de 0.0701cm para la parte externa, ver tabla 5.1.
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Tabla 5.1 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al colocar perforaciones o postes, medida sobre las
circunferencias de evaluacion.

) dio de ?a 1'=,Parte del i*=P.arFe del perimetro Diferencia= ‘ f _ f *‘
circunférencia de petimetro que eliminado con las
evaluacio queda fuera del petforaciones
pétalo
1- 0.1750 0.0009 0 0.0009
2.- 0.3500 0.0047 0 0.0047
3.- 0.5249 0.0114 0 0.0114
4.- 0.6999 0.0210 0 0.0210
5.- 0.8749 0.0407 0 0.0407
6.- 1.0499 0.0707 0 0.0707
7.- 1.2248 0.1081 0 0.1081
8.- 1.3998 0.1525 0.1296 0.0229
9.- 1.5748 0.2182 0.1063 0.1119
10.-  1.7498 0.3008 0.2230 0.0778
11.-  1.9247 0.3952 0.2967 0.0985
2.- 2.0997 0.5009 0.4126 0.0882
13- 22747 0.6327 0.5610 0.0717
14.- 24497 0.7836 0.7326 0.0509
15.-  2.6246 0.9491 0.9172 0.0319
16.-  2.7996 1.1287 1.0894 0.0393
17.- 29746 1.3429 1.3073 0.0356
18-  3.1496 1.5796 1.5266 0.0530
19.-  3.3245 1.8339 1.8266 0.0073
20.-  3.4995 2.1050 2.1019 0.0031
21.-  3.6745 2.4196 2.4070 0.0126
22.- 3.8495 2.7598 2.6848 0.0750
23.-  4.0244 3.1205 2.9840 0.1365
f=Parte del f¥=Parte del perimetro . . _ *
perimetro que comprendido dentro de Diferencia= ‘f f ‘
queda dentro del | los postes
pétalo
24.- 41994 3.0943 3.0461 0.0481
25.-  4.3744 2.9835 2.9211 0.0624
26.- 4.5494 2.8559 2.7541 0.1019
27.- 47244 2.7094 2.6529 0.0565
28.-  4.8993 2.5439 2.5256 0.0183
29.- 5.0743 2.3594 2.2628 0.0966
30.- 5.2493 2.1559 2.0744 0.0814
31.-  5.4243 1.9333 1.7882 0.1451
32.-  5.5992 1.6904 1.6628 0.0276
33.-  5.7742 1.4755 1.4024 0.0731
34.-  5.9492 1.2471 1.1852 0.0619
35.- 61242 1.0022 0.9564 0.0458
36.-  6.2991 0.7385 0.6975 0.0411
37.- 64741 0.5942 0.5547 0.0395
38.-  6.6491 0.4439 0.3664 0.0775
39.- 6.8241 0.2847 0.2726 0.0120
40.-  6.9990 0.1167 0.1162 0.0005
RMS de perforaciones = 0.0641 cm
RMS de postes = 0.0680 cm
PROMEDIO DE 0.0541cm
DIFERENCIAS =
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Ejemplo 5.-2 Se tienen las mismas condiciones del ejemplo anterior solo que ahora
consideramos 100 circunferencias de evaluaciéon y 38 de montaje; al realizar los calculos se obtuvieron
los siguientes resultados:

La herramienta se divide en dos a partir de la circunferencia de montaje 22, hasta ésta circunferencia
se elaboraran perforaciones, de la circunferencia 23 en adelante se pondran postes.

Obteniendo en comparacion con la herramienta de pétalo en las circunferencias de evaluacion que la
mayor diferencia entre estos valores es de 0.4213cm para la parte interna y de 0.2883cm para la parte
externa, y observamos que se tiene un rms de 0.2073cm para la parte interna y para la parte externa el
rms es de 0.1435cm, ver tabla 5.2. La figura 5.7 muestra la forma que tendrfa la herramienta porosa, con
los datos anteriores.

Figura5.7. - Herramienta porosa formada con 38 circunferencias de montaje y 100 circunferencias de evaluacion.
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Tabla 5.2 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al realizar perforaciones, medida sobre las
circunferencias de evaluacion.

Radio de la f=Parte del perimetro F=Parte del . . _ *
circuiferencia de | que queda dentro del perimetro Diferencia= ‘f f ‘
evaluacid pétalo eliminado por las
petforaciones
1- 0.0700 0.0000 0 0.0000
2.- 0.1400 0.0005 0 0.0005
3.- 0.2100 0.0014 0 0.0014
4.- 0.2800 0.0028 0 0.0028
5.- 0.3500 0.0047 0 0.0047
6.- 0.4199 0.0070 0 0.0070
7.- 0.4899 0.0098 0 0.0098
8.- 0.5599 0.0131 0 0.0131
9.- 0.6299 0.0169 0 0.0169
10.-  0.6999 0.0210 0 0.0210
11.-  0.7699 0.0260 0 0.0260
12.-  0.8399 0.0356 0 0.0356
13- 0.9099 0.0461 0.0295 0.0166
4.- 09799 0.0578 0 0.0578
15.-  1.0499 0.0707 0 0.0707
16.- 11198 0.0848 0.0662 0.0186
17.-  1.1898 0.1000 0 0.1000
18.-  1.2598 0.1164 0 0.1164
19.-  1.3298 0.1340 0 0.1340
20.- 13998 0.1525 0 0.1525
21.- 14698 0.1736 0.1528 0.0208
22.- 15398 0.2031 0 0.2031
23.-  1.6098 0.2337 0 0.2337
24.-  1.6798 0.2663 0 0.2663
25.- 17498 0.3008 0 0.3008
26.- 1.8198 0.3372 0.1516 0.1856
27.-  1.8897 0.3754 0.1282 0.2471
28.- 19597 0.4154 0.1452 0.2702
29.-  2.0297 0.4575 0.4295 0.0280
30.-  2.0997 0.5009 0.1353 0.3656
31.- 21697 0.5485 0.3147 0.2337
32.- 22397 0.6044 0.3391 0.2652
33.-  2.3097 0.6616 0.2657 0.3959
34.- 2.3797 0.7215 0.6773 0.0441
35.-  2.4497 0.7836 0.4809 0.3027
36.-  2.5197 0.8480 0.5583 0.2897
37.-  2.5896 0.9148 0.8968 0.0180
38.-  2.6596 0.9839 0.7056 0.2783
39.- 27296 1.0556 0.6815 0.3741
40.-  2.7996 1.1287 0.8798 0.2488
41-  2.8696 1.2083 0.9913 0.2171
42.-  2.9396 1.2979 1.2800 0.0179
43.-  3.0096 1.3888 1.2312 0.1576
44.-  3.0796 1.4828 1.2119 0.2709
45.-  3.1496 1.5796 1.4119 0.1677
46.-  3.2196 1.6792 1.3988 0.2805
47.-  3.2896 1.7817 1.5606 0.2211
48.-  3.3595 1.8868 1.5580 0.3289
49.-  3.4295 1.9951 1.6931 0.3021
50.-  3.4995 2.1050 2.0755 0.0295
51.-  3.5695 2.2243 1.9317 0.2925
52.-  3.6395 2.3543 2.1412 0.2131
53.-  3.7095 2.4860 2.2976 0.1883
54.-  3.7795 2.6213 2.4474 0.1739
55.-  3.8495 2.7598 2.6383 0.1215
56.-  3.9195 2.9016 2.5282 0.3735
57.-  3.9895 3.0467 2.6254 0.4213
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Tabla 5.3 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al colocar postes, medida sobre las circunferencias de

evaluacion.
) dio de ?a f=P,arte del 1*=,Parte del Diferencia= ‘ f _ f *‘
circunferencia de perimetro que perimetro
evaluacio queda dentro del comprendido dentro
pétalo de los postes
58.-  4.05%4 3.1815 3.1762 0.0052
59.- 41294 3.1400 3.1020 0.0380
60.- 41994 3.0943 29112 0.1830
61.-  4.2694 3.0505 2.8822 0.1682
62.- 4.3394 3.0068 2.8939 0.1129
63.-  4.4094 2.9595 2.9492 0.0103
64.-  4.4794 2.9093 2.8176 0.0917
65.-  4.5494 2.8559 2.7147 0.1412
66.- 4.6194 2.7996 2.7718 0.0278
67.-  4.6894 2.7402 2.7113 0.0289
68.- 4.7593 2.6778 2.5226 0.1552
69.- 4.8293 2.6124 2.3503 0.2620
70.-  4.8993 2.5439 2.5019 0.0420
71-  4.9693 2.4724 2.4389 0.0334
72.-  5.0393 2.3978 2.3660 0.0317
73.-  5.1093 2.3202 2.1593 0.1609
74.-  5.1793 2.2395 1.9512 0.2883
75.-  5.2493 2.1559 2.0189 0.1370
76.-  5.3193 2.0691 1.8474 0.2217
77.-  5.3893 1.9794 1.8285 0.1509
78.-  5.4593 1.8865 1.7495 0.1370
79.-  5.5292 1.7912 1.7886 0.0026
80.-  5.5992 1.6904 1.5555 0.1348
81-  5.6692 1.6044 1.3564 0.2480
82.-  5.7392 1.5195 1.3918 0.1277
83.-  5.8092 1.4311 1.2932 0.1379
84.-  5.8792 1.3404 1.3123 0.0282
85.-  5.9492 1.2471 1.0920 0.1551
86.-  6.0192 1.1512 0.9535 0.1977
87.-  6.0892 1.0528 1.0446 0.0083
88.-  6.1592 0.9514 0.7984 0.1530
89.-  6.2291 0.8493 0.7391 0.1102
90.-  6.2991 0.7385 0.6356 0.1029
91.-  6.3691 0.6800 0.5897 0.0903
92.-  6.4391 0.6236 0.6192 0.0044
93.-  6.5091 0.5650 0.4039 0.1611
94.-  6.5791 0.5052 0.2973 0.2078
95.-  6.6491 0.4439 0.3188 0.1252
9%.-  6.7191 0.3813 0.1605 0.2207
97.-  6.7891 0.3172 0.1499 0.1674
98.-  6.8591 0.2518 0.1323 0.1195
99.-  6.9291 0.1849 0 0.1849
100.-  6.9990 0.1167 0.1132 0.0035
RMS de perforaciones = 0.2055
RMS de postes = 0.1418
PROMEDIO DE 0.1427
DIFERENCIAS =
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Ejemplo 5.-3 Considérese la misma herramienta anterior con radio de la herramienta de 7cm
y radio del vidrio a pulir de 7.5cm, por lo que se sigue utilizando la misma funcién de perfil del ejemplo
anterior. Ahora se tendran 101 circunferencias de evaluaciéon y 101 circunferencias de montaje, al
realizar los calculos se obtuvieron los siguientes resultados:

Al igual que la herramienta anterior la particién de esta herramienta se hace en la circunferencia de
montaje 58, realizando hasta esta circunferencia perforaciones, obteniendo en comparacion con la
herramienta de pétalo en las afectaciones a las circunferencias de evaluaciéon que la mayor diferencia
entre estos valores correspondientes es de 0.0333cm y el rms es 0.0166cm. De la circunferencia 59 en
adelante se colocaran postes, teniendo en comparacion con la herramienta de pétalo en las afectaciones
sobre las circunferencias de evaluacion que la mayor diferencia entre estos valores es de 0.0335cm y el
rms de 0.0201cm, ver tablas 5.4 y 5.5. La figura 5.8 muestra la forma de la herramienta porosa, con los
datos obtenidos.

Como podemos observar este ultimo ejemplo en comparacién con los dos anteriores el rms es
menor, lo que nos indica que tenemos una herramienta mas aproximada a la de pétalo que las anteriores,
debido a esto se tiene un mayor niamero de circunferencias de montaje.

Figura 5.8. - Herramienta porosa formada con 101 circunferencias de montaje y 101 circunferencias de evaluacion.
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Tabla 5.4 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al realizar perforaciones, medida sobre las
circunferencias de evaluacion

adio de la f=Parte del perimetro f*=Parte del Diferencia= ‘ f _ f *‘
circun cia de | que queda dentro del perimetro eliminado

evaluacio pétalo por las perforaciones

1- 0.0693 0 0 0
2.- 0.1386 0.0005 0 0.0005
3.- 0.2079 0.0014 0 0.0014
4.- 0.2772 0.0027 0 0.0027
5.-  0.3465 0.0046 0 0.0046
6.- 0.4158 0.0069 0 0.0069
7.- 0.4851 0.0096 0 0.0096
8- 0.5544 0.0128 0 0.0128
9.- 0.6237 0.0165 0 0.0165
10.- 0.6930 0.0206 0 0.0206
11.- 0.7623 0.0252 0 0.0252
12.- 0.8316 0.0344 0.0340 0.0004
13.- 0.9009 0.0447 0.0396 0.0051
14.- 0.9702 0.0561 0.0396 0.0165
15.- 1.0395 0.0687 0.0396 0.0291
16.- 1.1088 0.0825 0.0792 0.0033
17.- 1.1780 0.0974 0.0792 0.0182
18.- 1.2473 0.1134 0.1132 0.0002
19.- 1.3166 0.1306 0.1188 0.0118
20.- 1.3859 0.1489 0.1188 0.0301
21.- 1.4552 0.1684 0.1584 0.0100
22.- 1.5245 0.1966 0.1954 0.0012
23.- 1.5938 0.2266 0.1980 0.0286
24.- 1.6631 0.2584 0.2376 0.0208
25.- 1.7324 0.2921 0.2772 0.0149
26.- 1.8017 0.3276 0.3168 0.0108
27.- 1.8710 0.3650 0.3564 0.0086
28.- 1.9403 0.4041 0.3938 0.0113
29.- 2.0096 0.4451 0.4339 0.0123
30.- 2.0789 0.4880 0.4720 0.0159
31.- 2.1482 0.5327 0.5116 0.0210
32.- 2.2175 0.5865 0.5852 0.0012
33.- 2.2868 0.6426 0.6304 0.0122
34.- 2.3561 0.7010 0.7003 0.0011
35.- 2.4254 0.7618 0.7497 0.0120
36.- 2.4947 0.8248 0.8312 0.0008
37.- 2.5640 0.8901 0.8685 0.0219
38.- 2.6333 0.9577 0.9617 0.0052
39.- 2.7026 1.0275 1.0273 0.0002
40.- 2.7719 1.0997 1.0498 0.0316
41.- 2.8412 1.1741 1.1597 0.0142
42.- 2.9105 1.2605 1.2419 0.0016
43.- 2.9798 1.3496 1.3256 0.0240
44.- 3.0491 1.4415 1.4175 0.0228
45.- 31184 1.5361 1.5043 0.0319
46.- 3.1877 1.6335 1.6022 0.0299
47.- 3.2570 1.7336 1.7293 0.0160
48.- 3.3263 1.8365 1.8357 0.0003
49.- 3.3956 1.9421 1.9257 0.0167
50.- 3.4649 2.0505 2.0254 0.0265
51.- 3.5341 2.1616 2.1434 0.0000
52.- 3.6034 2.2873 2.2848 0.0042
53.- 3.6727 24163 2.3944 0.0333
54.- 3.7420 2.5485 2.5587 0.0019
55.- 3.8113 2.6839 2.6553 0.0281
56.- 3.8806 2.8225 2.8198 0.0011
57.- 3.9499 2.9644 2.9406 0.0074
58.- 4.0192 3.1094 3.0624 0.0299
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Tabla 5.5 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al colocar postes, medida sobre las circunferencias de

evaluacion.
adio de la f=Parte del f¥=Parte del Diferencia=
circunferencia de | perimetro que perimetro ‘ f _ f *‘
evaluasion queda dentro comprendido
del pétalo dentro de los
postes
59.- 4.0885 3.1646 3.1598 0.0065
60.- 4.1578 3.1220 3.0891 0.0302
61.- 4.2271 3.0762 3.0890 0.0134
62.- 4.2964 3.0342 2.9621 0.0332
63.- 4.3657 2.9893 2.9758 0.0293
64.- 4.4350 2.9415 2.8997 0.0222
65.- 4.5043 2.8906 2.8148 0.0183
66.- 4.5736 2.8368 2.8337 0.0008
67.- 4.6429 2.7800 2.7541 0.0311
68.- 4.7122 2.7202 2.7038 0.0026
69.- 4.7815 2.6574 2.6078 0.0090
70.- 4.8508 2.5917 2.5786 0.0297
71.- 4.9201 2.5230 2.4798 0.0018
72.- 4.9894 2.4513 2.4368 0.0130
73.- 5.0587 2.3766 2.3558 0.0242
74.- 5.1280 2.2990 2.2462 0.0335
75.- 51973 2.2183 2.1986 0.0195
76.- 5.2666 2.1347 2.1146 0.0159
77.- 5.3359 2.0481 2.0473 0.0018
78.- 5.4052 1.9586 1.9310 0.0247
79.- 5.4745 1.8660 1.8566 0.0023
80.- 5.5438 1.7705 1.7654 0.0027
81.- 5.6131 1.6719 1.6486 0.0240
82.- 5.6824 1.5890 1.5624 0.0207
83.- 5.7517 1.5039 1.4896 0.0140
84.- 5.8210 1.4161 1.3909 0.0313
85.- 5.8902 1.3259 1.3283 0.0090
86.- 5.9595 1.2331 1.2117 0.0189
87.- 6.0288 1.1378 1.1053 0.0291
88.- 6.0981 1.0400 1.0090 0.0305
89.- 6.1674 0.9396 0.8903 0.0300
90.- 6.2367 0.8369 0.8285 0.0025
91.- 6.3060 0.7309 0.7045 0.0263
92.- 6.3753 0.6754 0.6536 0.0222
93.- 6.4446 0.6189 0.6140 0.0053
94.- 6.5139 0.5609 0.5590 0.0018
95.- 6.5832 0.5016 0.4976 0.0020
96.- 6.6525 0.4409 0.4190 0.0231
97.- 6.7218 0.3788 0.3565 0.0221
98.- 6.7911 0.3154 0.3089 0.0025
99.- 6.8604 0.2505 0.2373 0.0129
100.- 6.9297 0.1843 0.1582 0.0259
101.- 6.9990 0.1167 0.1161 0.0005
RMS de perforaciones = 0.0166
RMS de postes = 0.0201
PROMEDIO DE 0.0145
DIFERENCIAS =
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5.2 Caso convexo

La herramienta de pétalo para generar la superficie convexa se muestra en la figura 5.9. Al igual que
en el caso concavo, se trabajara con un solo pétalo de la herramienta, (ver figura 5.10). El desgaste que

se quiere generar con una herramienta de pétalo se observa en la figura 5.11, este mismo desgaste se
quiere generar con la nueva herramienta porosa.
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Figura 5.9. - Herramienta de pétalo para el pulido de superficies convexas.
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Figura 5.11. - Desgaste a generar con las herramientas de pétalo para el pulido de superficies convexas.
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De igual manera que en el primer ejemplo 5.1-1 se calcula la funcién f,(#) para 100 polinomios y
otros 100 polinomios para f,(#) que describan el perfil de la herramienta de pétalo para el pulido de
superficies convexas, (ver figura 5.12).

'y 47

—pertd deseado
25+ /

perfil aprozimado
2561

o0&t

Figura 5.12. - Ajuste del perfil de la herramienta de pétalo utilizada para el pulido de superficies convexas.

Ejemplo 5.-4 Sea la herramienta de pétalo con radio de 2.75centimetros y un radio del vidrio a
pulir de 3centimetros, teniendo 30 circunferencias de evaluacion y 28 circunferencias de montaje, al
realizar los calculos necesarios se obtuvieron los siguientes resultados:

Hasta la circunferencia de montaje 13 se colocaran postes, si se compara la afectacion que produce
esta herramienta en los perimetros de las circunferencias de evaluacién, con la afectacién que producen
sobre los mismos la herramienta de pétalo, se encuentra que la mayor diferencia entre estos valores es
de 0.1692cm con un rms de 0.0925cm para la parte interna, ver tabla 5.6.

De la circunferencia de montaje 14 en adelante se realizan perforaciones, teniendo en esta parte
externa de la herramienta un rms de 0.1037cm y teniendo que la mayor afectacion en las circunferencias
de evaluacion es de 0.1988cm, ver tabla 5.7. La figura 5.13 muestra la forma de la herramienta porosa.

Tabla 5.6 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al colocar postes, medida sobre las circunferencias de

evaluacion.
adio de la f=Parte del ¥=Parte del Diferencia=
circunferencia | perimetro que perimetro ‘ f _ f *‘
de evaluacion | queda dentro del comprendido
pétalo dentro de los
postes

1. 0.0901 0.0010 0 0.0010
2. 0.1802 0.0048 0 0.0048
3. 0.2703 0.0114 0 0.0114
4. 0.3604 0.0411 0 0.0411
5. 0.4505 0.0963 0 0.0963
6. 0.5405 0.1692 0 0.1692
7. 0.6306 0.2361 0.1263 0.1098
8. 0.7207 0.2989 0.2518 0.0471
9. 0.8108 0.3692 0.2979 0.0713
10.0.9009 0.4554 0.3372 0.1182
11. 0.9910 0.5564 0.4253 0.1311
12.1.0811 0.6677 0.5268 0.1408
13.1.1712 0.7986 0.7727 0.0259
14.1.2613 0.9479 0.9260 0.0219
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Tabla 5.7 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al realizar perforaciones, medida sobre las
circunferencias de evaluacion.

adio de la f=Parte del f¥=Parte del
circiferencia | perimetro que perimetro eliminado Diferencia=
de evaltragion | queda dentro por las perforaciones ‘ f _ f *‘

del pétalo

15.1.3514 1.0129 1.0050 0.0079
16.1.4415 0.9732 0.9572 0.0160
17.1.5315 0.9149 0.9022 0.0126
18.1.6216 0.8426 0.7274 0.1152
19.1.7117 0.7652 0.6413 0.1239
20.1.8018 0.6822 0.5190 0.1631
21.1.8919 0.5871 0.4921 0.0950
22.1.9820 0.5032 0.3044 0.1988
23.2.0721 0.4306 0.2682 0.1624
24.2.1622 0.3509 0.2471 0.1038
25.2.2523 0.3330 0.2951 0.0379
26.2.3424 0.3824 0.2635 0.1189
27.2.4324 0.4348 0.3780 0.0567
28.2.5225 0.4703 0.4512 0.0190
29.2.6126 0.4864 0.4772 0.0093
30.2.7027 0.5023 0.4762 0.0261
RMS de postes = 0.0891cm
RMS de perforaciones = 0.1004cm
PROMEDIO DE
DIFERENCIAS = 0.0752cm

Figura 5.13. - Herramienta porosa formada con 28 circunferencias de montaje y 30 circunferencias de evaluacion.

Ejemplo 5.-5 Sea la misma herramienta de pétalo con radio de la herramienta de 2.75
centimetros y un radio del vidrio a pulir de 3 centimetros, por lo tanto utilizaremos la misma funcién de
perfil, consideremos ahora 90 circunferencias de evaluacion y 28 circunferencias de montaje, al realizar
los calculos necesarios se obtuvieron los siguientes resultados:

Para este caso se pondran postes de la circunferencia de montaje 1 hasta la 13, observando que se

tiene un rms de 0.1442cm y si comparamos la afectacion que produce esta herramienta en los
perimetros de las circunferencias de evaluacién con la afectacion que producen sobre los mismos la
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herramienta de pétalo, se encuentra que la mayor diferencia entre estos valores es de 0.3215cm para la
parte interna de la herramienta, ver tabla 5.8.

De la circunferencia de montaje 14 en adelante se realizan perforaciones, teniendo en esta parte de
externa de herramienta un rms de 0.1300cm y se tiene que la mayor diferencia entre las afectaciones que
produce esta herramienta y la de pétalo en las circunferencias de evaluacion es de 0.2621cm, ver tabla
5.9. La figura 5.14 muestra la forma de la herramienta porosa.

Tabla 5.8 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al colocar postes, medida sobre las circunferencias de

evaluacion.
Radio de la f=Parte del f¥=Parte del petimetro . . _ *
circunferencia | perimetro que comprendido dentro de Diferencia= ‘f f ‘
de evaluacion | queda dentro del | los postes
pétalo
1- 0.0300 0.0000 0 0.0000
2.- 0.0601 0.0003 0 0.0003
3.- 0.0901 0.0010 0 0.0010
4.- 0.1201 0.0019 0 0.0019
5.- 0.1502 0.0032 0 0.0032
6.- 0.1802 0.0048 0 0.0048
7.- 0.2102 0.0067 0 0.0067
.- 0.2402 0.0088 0 0.0088
9.- 0.2703 0.0114 0 0.0114
10.-  0.3003 0.0143 0 0.0143
11.-  0.3303 0.0269 0 0.0269
12.-  0.3604 0.0411 0 0.0411
13- 0.3904 0.0576 0.0389 0.0187
14.-  0.4204 0.0759 0 0.0759
15.-  0.4505 0.0963 0 0.0963
16.-  0.4805 0.1187 0.1122 0.0065
17.-  0.5105 0.1431 0 0.1431
18.-  0.5405 0.1692 0 0.1692
19.-  0.5706 0.1980 0.1742 0.0238
20.-  0.6006 0.2167 0 0.2167
21.-  0.6306 0.2361 0 0.2361
22.-  0.6607 0.2562 0.2274 0.0288
23.-  0.6907 0.2772 0.2325 0.0446
24.-  0.7207 0.2989 0 0.2989
25.-  0.7508 0.3215 0 0.3215
26.-  0.7808 0.3449 0.3325 0.0124
27.-  0.8108 0.3692 0.1557 0.2135
28.-  0.8408 0.3939 0.1875 0.2065
29.-  0.8709 0.4240 0.3958 0.0281
30.-  0.9009 0.4554 0.1912 0.2641
31.-  0.9309 0.4880 0.2474 0.2405
32.-  0.9610 0.5216 0.4876 0.0341
33.- 09910 0.5564 0.3654 0.1910
34.- 10210 0.5924 0.4381 0.1543
35.- 10511 0.6294 0.6015 0.0279
36.- 1.0811 0.6677 0.5009 0.1668
37- 1111 0.7066 0.4764 0.2302
38.- 11411 0.7515 0.6956 0.0559
39.- 11712 0.7986 0.7746 0.0240
40.- 12012 0.8469 0.5831 0.2639
41- 12312 0.8967 0.6686 0.2281
42.-  1.2613 0.9479 0.9434 0.0045
43.-  1.2913 1.0005 0.8542 0.1463
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Tabla 5.9 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al reazlizar perforaciones, medida sobre las
circunferencias de evaluacion

dio de la f=Parte del f*=Parte del Diferencia= ‘f _ f *‘
circunférencia de | perimetro que perimetro eliminado
evaluaci queda dentro por las perforaciones
del pétalo
44.- 13213 1.0211 0.7876 0.2335
45.-  1.3514 1.0129 0.9814 0.0315
46.- 1.3814 1.0036 0.7983 0.2053
47.- 14114 0.9896 0.7379 0.2517
48.- 14415 0.9732 0.9538 0.0193
49.- 14715 0.9553 0.7642 0.1911
50.-  1.5015 0.9359 0.6737 0.2621
51- 15315 0.9149 0.8914 0.0234
52.-  1.5616 0.8923 0.8372 0.0551
53.-  1.5916 0.8682 0.6626 0.2056
54.-  1.6216 0.8426 0.6847 0.1580
55.-  1.6517 0.8149 0.8041 0.0108
56.- 1.6817 0.7900 0.5636 0.2264
57.- 11117 0.7652 0.5152 0.2500
58.- 17418 0.7389 0.7352 0.0037
59.- 17718 0.7112 0.5684 0.1428
60.- 1.8018 0.6822 0.4781 0.2041
61.- 1.8318 0.6517 0.6165 0.0353
62.-  1.8619 0.6199 0.5523 0.0675
63.- 1.8919 0.5871 0.4344 0.1528
64.-  1.9219 0.5507 0.5409 0.0098
65.-  1.9520 0.5250 0.3960 0.1290
66.-  1.9820 0.5032 0.3924 0.1108
67.-  2.0120 0.4798 0.4241 0.0557
68.-  2.0421 0.4557 0.4453 0.0103
69.-  2.0721 0.4306 0.3464 0.0842
70.- 21021 0.4046 0.3249 0.0797
71- 21321 0.3773 0.3706 0.0068
72.- 21622 0.3509 0.1845 0.1665
73.- 21922 0.3153 0.1456 0.1697
74.- 22222 0.3152 0.3119 0.0033
75.- 22523 0.3330 0.1489 0.1841
76.-  2.2823 0.3489 0.1848 0.1641
77.- 23123 0.3655 0.3526 0.0130
78.-  2.3424 0.3824 0.3297 0.0527
79.- 23724 0.3996 0.3455 0.0541
80.-  2.4024 0.4172 0.3948 0.0223
81.- 24324 0.4348 0.3358 0.0990
82.- 24625 0.4541 0.3468 0.1073
83.- 24925 0.4659 0.4382 0.0277
84.-  2.5225 0.4703 0.4510 0.0193
85.-  2.5526 0.4758 0.3909 0.0849
86.-  2.5826 0.4811 0.3688 0.1122
87.-  2.6126 0.4804 0.4698 0.0166
88.-  2.6427 0.4917 0.3845 0.1073
89.-  2.6727 0.4970 0.3881 0.1089
90.-  2.7027 0.5023 0.4962 0.0061
RMS de postes = 0.1425cm
RMS de peforaciones = 0.1286cm
PROMEDIO DE
DIFERENCIAS = 0.1003cm
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Figura 5.14. - Herramienta porosa formada con 28 circunferencias de montaje y 90 circunferencias de evaluacion.

Ejemplo 5.-6 Sea la misma herramienta de pétalo con radio de la herramienta de 2.75cm y un
radio del vidrio a pulir de 3cm, consideremos ahora 90 circunferencias de evaluacion y 90
circunferencias de montaje, al realizar los calculos necesarios se obtuvieron los siguientes resultados:

Para este caso se pondran postes de la circunferencia de montaje 1 hasta la 43, observando que se
tiene un rms de 0.0159cm y si comparamos la afectacion que produce esta herramienta en los
perimetros de las circunferencias de evaluacién con la afectacion que producen sobre los mismos la
herramienta de pétalo, se encuentra que la mayor diferencia entre estos valores es de 0.0335cm para la
parte interna, ver tabla 5.10.

De la circunferencia de montaje 44 en adelante se realizan perforaciones, teniendo en esta parte de
herramienta un rms de 0.0178cm y la mayor afectaciéon que produce por las circunferencias de
evaluacion es de 0.0308cm, ver tabla 5.11. La figura 5.15 muestra la forma de la herramienta porosa.

Figura 5.15. - Herramienta porosa formada con 90 circunferencias de montaje y 90 circunferencias de evaluacion.
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Tabla 5.10 Afectacion que se produce sobre la herramienta de pétalo al colocar postes, medida sobre las circunferencias de

evaluacion.
3 adio de la. f=1""arte del f*=?arte del Diferencia= ‘ f _ f *‘

circinferencia | perimetro que perimetro

de evaluagion | queda dentro comprendido dentro

del pétalo de los postes

1- 0.0300 0.0000 0 0.0000
2.- 0.0601 0.0003 0 0.0003
3.- 0.0901 0.0010 0 0.0010
4.- 0.1201 0.0019 0 0.0019
5.- 0.1502 0.0032 0 0.0032
6.- 0.1802 0.0048 0 0.0048
7.- 0.2102 0.0067 0 0.0067
.- 0.2402 0.0088 0 0.0088
9.- 0.2703 0.0114 0 0.0114
10.-  0.3003 0.0143 0 0.0143
17.-  0.3303 0.0269 0 0.0269
12.-  0.3604 0.0411 0.0396 0.0015
13- 0.3904 0.0576 0.0396 0.0180
4.-  0.4204 0.0759 0.0736 0.0023
15.-  0.4505 0.0963 0.0792 0.0171
16.-  0.4805 0.1187 0.1162 0.0025
17.-  0.5105 0.1431 0.1188 0.0243
18.-  0.5405 0.1692 0.1584 0.0108
19.-  0.5706 0.1980 0.1954 0.0026
20.-  0.6006 0.2167 0.1980 0.0187
21.-  0.6306 0.2361 0.2350 0.0011
22.-  0.6607 0.2562 0.2376 0.0186
23.-  0.6907 0.2772 0.2746 0.0026
24.-  0.7207 0.2989 0.2772 0.0217
25.-  0.7508 0.3215 0.3168 0.0047
26.-  0.7808 0.3449 0.3168 0.0281
27.-  0.8108 0.3692 0.3564 0.0128
28.-  0.8408 0.3939 0.3934 0.0005
29.-  0.8709 0.4240 0.3960 0.0280
30.-  0.9009 0.4554 0.4302 0.0252
31.-  0.9309 0.4880 0.4634 0.0245
32.-  0.9610 0.5216 0.5153 0.0063
33.- 09910 0.5564 0.5485 0.0079
34.-  1.0210 0.5924 0.5589 0.0335
35.-  1.0511 0.6294 0.6268 0.0026
J6.- 1.0811 0.6677 0.6365 0.0312
37.- 1111 0.7066 0.6982 0.0084
38.- 11411 0.7515 0.7241 0.0274
39.- 11712 0.7986 0.7752 0.0234
40.-  1.2012 0.8469 0.8386 0.0084
41.-  1.2312 0.8967 0.8944 0.0023
42.-  1.2613 0.9479 0.9328 0.0151
43.-  1.2913 1.0005 0.9988 0.0017
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Tabla 5.11 Afectacién que se produce sobre la herramienta de pétalo al realizar perforaciones, medida sobre las
circunferencias de evaluacion.

) dio de ‘la f=P,arte del 1‘*='Parte del‘ . Diferencia= ‘ f _ f *‘

circunférencia de | perimetro que perimetro eliminado

evaluaci queda dentro por las perforaciones
del pétalo

44.-  1.3213 1.0211 0.9957 0.0254
45.-  1.3514 1.0129 1.0107 0.0021
46.- 1.3814 1.0036 0.9769 0.0266
47.- 14114 0.9896 0.9786 0.0110
48.-  1.4415 0.9732 0.9646 0.0085
49.- 14715 0.9553 0.9232 0.0321
50.-  1.5015 0.9359 0.9349 0.0009
51- 15315 0.9149 0.8943 0.0205
52.-  1.5616 0.8923 0.8766 0.0157
53.-  1.5916 0.8682 0.8522 0.0160
54.-  1.6216 0.8426 0.8223 0.0204
55.- 16517 0.8149 0.8113 0.0035
56.-  1.6817 0.7900 0.7693 0.0207
57.- 1117 0.7652 0.7549 0.0103
58.- 17418 0.7389 0.7365 0.0024
59.- 17718 0.7112 0.6797 0.0315
60.- 1.8018 0.6822 0.6630 0.0192
61.- 1.8318 0.6517 0.6433 0.0085
62.- 1.8619 0.6199 0.6043 0.0155
63.- 18919 0.5871 0.5818 0.0054
64.- 19219 0.5507 0.5445 0.0062
65.-  1.9520 0.5250 0.4911 0.0338
66.-  1.9820 0.5032 0.4849 0.0183
67.-  2.0120 0.4798 0.4627 0.0172
68.-  2.0421 0.4557 0.4360 0.0197
69.-  2.0721 0.4306 0.4252 0.0053
70.- 21021 0.4046 0.3825 0.0221
71- 21321 0.3773 0.3564 0.0209
72.- 21622 0.3509 0.3508 0.0001
73.- 21922 0.3153 0.3142 0.0011
74.-  2.2222 0.3152 0.3142 0.0010
75.-  2.2523 0.3330 0.3191 0.0139
76.-  2.2823 0.3489 0.3483 0.0006
77.-  2.3123 0.3655 0.3463 0.0192
78.-  2.3424 0.3824 0.3569 0.0256
79.-  2.3724 0.3996 0.3884 0.0113
80.-  2.4024 0.4172 0.3976 0.0196
81.- 24324 0.4348 0.4040 0.0308
82.-  2.4625 0.4541 0.4333 0.0208
83.- 24925 0.4659 0.4652 0.0006
84.-  2.5225 0.4703 0.4701 0.0002
85.-  2.5526 0.4758 0.4675 0.0083
86.-  2.5826 0.4811 0.4766 0.0045
87.-  2.6126 0.4804 0.4832 0.0033
88.-  2.6427 0.4917 0.4730 0.0187
89.-  2.6727 0.4970 0.4653 0.0318
90.-  2.7027 0.5023 0.4756 0.0267

RMS de postes = 0.0157cm

RMS de perforaciones = 0.0176cm

PROMEDIO DE

DIFERENCIAS = 0.0132cm

75



Sobre los ejemplos anteriores, hay que mencionar que tanto para el caso de superficies concavas
como convexas, €s importante tomar un buen numero de circunferencias de evaluaciéon para poder
cuantificar de forma confiable la aproximacién al desgaste producido por la herramienta de pétalo, asi
como también es importante tomar un numero adecuado de circunferencias de montaje para que el
programa tengo suficientes opciones para posicionar las perforaciones en la herramienta.

5.3 Ejemplos con brocas adicionales

En los ejemplos que se presentan a continuacién se consideraron ademas de los 16 radios
considerados en las secciones anteriores, otras radios menores de brocas no existentes en el mercado
para obtener una mejor aproximacion en cuanto al desgaste deseado y lograr asi una mayor cercania
entre los desgastes producidos por la herramienta de pétalo y la nueva herramienta, evidenciando asf el
buen desempefio teérico del método desarrollado en este trabajo, y que son en todo caso las
limitaciones practicas las que pudieran dificultar el alcance de los objetivos planteados. Estos ejemplos
se realizaron para 101 circunferencias de montaje y 101 circunferencias de evaluacion.

El procedimiento que se ha seguido para evaluar las herramientas porosas consiste en construir a
partir de ellas una herramienta de pétalo de la manera siguiente: Tomando en cuenta los valores de la
ultima actualizaciéon de f ( j) en el algoritmo 4-1, puede evaluarse la afectacién que hacen las
perforaciones y los postes sobre los perimetros de las diferentes circunferencias de evaluacion. St S es la
parte del perimetro de una circunferencia de evaluaciéon de radio re que no ha sido afectada por las

. S , . .
perforaciones, entonces §=— es el angulo central que subtiende el arco de longitud S, y es por lo
re

tanto el tamafio angular que le corresponderia a una herramienta anular incompleta de ese mismo radio.
Algo similar ocurre para las circunferencias de evaluacion afectadas por postes. Una vez que se tienen
los tamafios angulares, se ingresan a un programa 'l que grafica a partir de ellos la herramienta de pétalo
y calcula el desgaste producido por la misma. Este programa evalia también el rms del desgaste
generado respecto al desgaste generado por la herramienta. Finalmente podemos comparar esta
herramienta y este desgaste con la herramienta de pétalo que originé la herramienta porosa y el desgaste
que produce esta, cerrandose de este modo el circulo.

Nos referiremos a veces al desgaste generado por la herramienta de pétalo reconstruida a partir de la
porosa simplemente como desgaste obtenido con la herramienta porosa.

Para el caso céncavo, la figura 5.16 b) muestra el desgate que se obtiene con la herramienta de
pétalo. La figura 5.16 d) nos muestra el desgaste obtenido con una herramienta porosa construida
utilizando 14 brocas comerciales, como se observa en la grafica, utilizando esta herramienta no se
obtendria un buen desgaste se tendrfa un rms de 0.0171142cm, el cual en comparacion con el rms que
genera la herramienta de pétalo original que es de 0.0023752cm es bastante grande ademas, se aprecia
que es la parte central de la herramienta porosa la que no esta generando el desgaste deseado. Sin
embargo, al recuperar de la herramienta porosa los angulos necesarios para crear la herramienta de
pétalo se observa en las imagenes que casi se obtiene la herramienta de pétalo original.

En la figura 5.16 f), se crea una herramienta porosa utilizando las 14 brocas comerciales y
aumentando otras 2 de radios mas pequefios que si son comerciales pero que en la Maquina de Control
Numérico no se utilizan, se observa que el desgaste simulado mejora en comparacién al anterior
teniendo un rms de 0.0147142cm.
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Finalmente en la figura 5.16 h), se crea una herramienta porosa utilizando las 16 brocas anteriores y
agregando 2 brocas de radio menor, éstas ultimas inexistentes en el mercado, pero que si existieran
generarfan una mejor aproximacion en cuanto al desgaste simulado ya que este caso se obtendria un rms
de 0.0061127cm, el cual ya es mejor que los anteriores, en el sentido de que es mas cercano al de la
herramienta original. Esto nos indica que existe una limitante fisica para realizar la herramienta porosa
con una buena aproximacion al desgaste deseado, a partir de nuestro modelo.

Para el caso convexo, la figura 5.17 b) muestra el desgate que se desea obtener con la herramienta
de pétalo. La figura 5.17 d) muestra el desgaste simulado con la herramienta porosa construida
utilizando 14 brocas comerciales, como se observa en la grafica utilizando esta herramienta no se
obtiene una aproximacion al desgaste que se quiere en la parte interna de la herramienta, se tiene un rms
de 0.0370362cm, en cambio el desgaste que genera la herramienta de pétalo es de 0.0326613cm aunque
visualmente no muy notoria la diferencia. Si se recuperan de la herramienta porosa los angulos
necesarios para crear la herramienta de pétalo se observa en las imagenes que casi se obtiene la
herramienta de pétalo original.

En la figura 5.17 f), se crea una herramienta porosa utilizando las 16 brocas, de igual manera que en
el caso concavo, se observa que el desgaste simulado es parecido al anterior teniendo un rms de
0.0363490cm. En la figura 5.17 h), Se consideran 18 brocas como en el caso anterior, dicha herramienta
construida de esta manera generarfan una desgaste simulado con un rms de 0.0334230cm. Debido a los
resultados obtenidos observamos que hay una limitante fisica para realizar la herramienta porosa con
una buena aproximacién al desgaste deseado.

Tabla 5.12 Rms obtenido para diferentes herramientas porosas considerando 14,16 y 18 radios de brocas y utilizando 101
circunferencias de montaje y 101 circunferencias de evaluacion.

Caso Conc RMS
Herramienta de pétalo 0.0023752
Herramienta porosa construida con 14 0.0171142
tamafios de broca distinta

Herramienta porosa construida con 16 0.0147142
tamaifios de broca distinta

Herramienta porosa construida con 18 0.0061127

tamafios de broca distinta

Caso Convexo

Herramienta de pétalo original 0.0326613
Herramienta porosa construida con 14 0.0370362
tamafos de broca distinta
Herramienta porosa utilizando 16 0.0363490
tamafios de broca distinta
Herramienta porosa utilizando 18 0.0334230

tamafios de broca distinta
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Figura 5.16. - Herramienta de pétalo para el caso concavo, b) Desgaste generado con la herramienta de pétalo, c) Herramienta de
pétalo reconstruida con la herramienta porosa de 14 brocas, d) Desgaste generado con la herramienta porosa 14 brocas, €)
Herramienta de pétalo reconstruida con la herramienta porosa de 16 brocas, f) Desgaste generado con la herramienta porosa de 16
brocas, g) Herramienta de pétalo reconstruida con la herramienta porosa de 18 brocas y h) Desgaste generado con la herramienta
porosa de 18 brocas.
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Figura 5.17. - Herramienta de pétalo para el caso convexo, b) Desgaste generado con la herramienta de pétalo, ¢) Herramienta de
pétalo reconstruida con la herramienta porosa de 14 brocas, d) Desgaste generado con la herramienta porosa 14 brocas, €)
Herramienta de pétalo reconstruida con la herramienta porosa de 16 brocas, f) Desgaste generado con la herramienta porosa 16
brocas, g) Herramienta de pétalo reconstruida con la herramienta porosa de 18 brocas y h) Desgaste generado con la herramienta

porosa de 18 brocas.
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CONCLUSIONES

(“Los problemas del mundo real son todos sucios, esto es correcto. Ningtin modelo de estos es una aproximacion a la
realidady esto no es realidad”.
George B. Dantzing)

En este trabajo de tesis se ha realizado una modelacién matematica para desarrollar un nuevo tipo de
herramienta de pulido aplicable al pulido clasico de superficies.

Como se estudié en el primer capitulo de este trabajo el pulido de las superficies pticas es
fundamental para la obtencién de una buena imagen y por ello el interés de disefiar una nueva
herramienta como una opcién mas para este proceso. En este mismo capitulo se han delineado las ideas
rectoras en el disefio de la nueva herramienta.

En el segundo capitulo se abordé el estudio de las bases de la Teorfa de Aproximacion, pues como se
vio mas adelante nuestro problema puede considerarse como un problema particular de aproximacion.
Ademas, como se pudo observar en este trabajo, los splines, particularmente los splines cubicos
paramétricos de interpolacion, son una buena herramienta para encontrar una funcién que aproxime a
una curva dada, en nuestro caso para encontrar la funcién que describe el perfil de la herramienta de
pétalo. Antes de considerar splines para realizar tal aproximacion se pretendia hacerla por medio de un
solo polinomio, el cual se determinaria con un programa lineal, pero debido a que no se lograba un buen
ajuste se opto6 por los splines.

En la segunda parte del trabajo, se estudio la parte correspondiente a la programacién lineal, la cual
ha contribuido en el desarrollo de diversas areas del quehacer humano. El método simplex es hasta
nuestros dfas, uno de los métodos de soluciéon mas socorridos para resolver programas lineales, y es con
éste método con el cual le damos solucion al programa lineal que planteamos.

En el capitulo cuarto se han integrado los elementos presentados en los capitulos anteriores para

realizar el modelado del problema y resolverlo. Sin embargo, la motivacién practica no ha sido la tnica
en este trabajo, como ha podido observarse, en esta tesis se ha modelado el problema del disefio de la
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herramienta porosa haciendo un planteamiento inicial sobre la colocacion de los poros y la evaluacion
del efecto de los mismo sobre el pulido. A partir de esto se ha creado un método iterativo para el
proceso de disefio, donde en cada iteracion se resuelve un programa lineal. La realizacion de este trabajo
ha supuesto por lo tanto el manejo de herramientas tedricas, pero sobre todo adentrarse en el problema
fisico para modelarlo adecuadamente desde el punto de vista matematico.

Como se observa en los ejemplos, se logran diferentes herramientas porosas que tedricamente
aproximan el desempefio de una misma herramienta de pétalo, es importante tener en cuenta que
dependiendo del numero de circunferencias de montaje y evaluacion, asi como también de los radios de
los poros que se den al momento de ejecutar el programa que calcula el nimero requerido de
circunferencias de perforaciéon (o postes) , cambiara el error de aproximaciéon que se tendra entre la
herramienta de pétalo y la nueva herramienta porosa; se ofrecen asf diferentes opciones para los talleres,
para que escojan un diseflo que satisfaga sus requerimientos de pulido y cuya construccioén sea viable.
Para poder hacer una comparacién mas fiable y completa, resta hacer las pruebas practicas en un taller
de pulido, lo cual sin ser parte de este trabajo de tesis, esperamos poder ver pronto realizado gracias al
trabajo conjunto que se ha desarrollado con el Taller de Optica de la Benemérita Universidad
Auténoma de Puebla.
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APENDICE A

Teorema A.1.Siaybestinen R y si a < b, entonces a < %(ﬂ +b)<b.

Dem. Como a < b sesigue que 2a < a + b y también que 2 + b < 2b. Por lo tanto se tiene
2a <a+b<2b

ﬂ<;(&l+b)<b..

1
Corolario A.2Si b € R y b > 0, entonces 0 < Eb <b.

Dem. Se hace ¢ = 0 en teorema A.1. m

Teorema A.3Si @ € R es tal que 0 < g < & para todo nimero positivo €, entonces a = 0.

1
Dem. Supdngase por el contrario que « > 0. Entonces del corolario A.2. se deduce 0 < 5 a<a.

Ahora bien, si se hace &, := 1 a, entonces se tiene que 0 < g, < a. Por lo tanto, es falso que < &

para toda & > 0. Se concluye que «=0. m

Propiedad de los intervalos anidados. Si I, = [aﬂ, bﬂ], n € N, es una sucesion anidada de intervalos
acotados y cerrados con la propiedad de que {bn —a,:n€ N} = 0, entonces existe un sinico niimero & € R tal gue

Eel, paratoda n € N."”

n

Dem. Como los intervalos estin anidados, se tiene I, < I, para toda » € N, por lo que a, < b,

para toda # € N. Por lo tanto, el conjunto no vacié {a tn € N} esta acotado por arriba y sea £ su

n

supremo. Evidentemente, 2, < & paratoda » € NX.

Se afirma asimismo que & < b para toda 7. Esto se establece demostrando que para cualquier 7

particular, el nimero 4, es una cota superior del conjunto {a LRk E N} Se consideran dos casos.

1) St n < £, entonces, como I, D I,,setiene a, < b, < b, .

n

1i) Si &< n, entonces, como I, D1, , se tiene a, < a, < b, (ver figura 1). Por tanto, se
concluye que «, < b, para toda £, por lo que b, es una cota superior del conjunto
{a, : £ € N}. En consecuencia, & < b, para cada 7 € N. Puesto que 4, < & < b, para toda

n,se tiene & € I, paratoda 7 € X.
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Figural.- Si &<z, entonces [, < I, .
Falta por demostrar que & es unico.

Sea 7 = inf {Zon tn € N}, utilizando un razonamiento similar al anterior podemos probar que @, < 77
para toda # y, por consiguiente, que & <77. Como se tiene que inf {bﬂ —a,:n€ N} = 0, entonces
para cualquier & > 0 existeuna 7 € N talque 0<np-&<bh —a, < ¢.Como esto se cumple para
toda & > 0, por el teorema A.3. se deduce que 7—& =0, luego & =17 es el dnico punto que
pertenece a I, paratoda » € N.m

Teorema A.4. Toda matriz A diagonalmente dominante es no singular.

Dem. Consideremos el sistema lineal Ax = 0 y supongamos que este tiene una solucion

, claramente ‘x ,e‘ > 0.

X = (xp... , X ) diferente de cero. Sea £ tal que ‘xé‘ = max

1<i<n

n
Dado que Ax = 0 entonces Z%.x/. =0, 7=1,...,nen particular para 7 = £
J=1

ApeXy = Z AEX ;s
/¢/<
de aqui que
4% < ”/e/‘
J=1
J#k
luego

ol 3 <

[l =
/#é J#k
Lo cual contradice el hecho de que A4 es una matriz diagonalmente dominante, por lo que la Gnica
solucion al sistema Ax = 0 es la solucion trivial, y esta es una condicién necesario ay suficiente para la
no singularidad de A.m

ﬂ/?/‘ :
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APENDICE B

CODIGO DE LOS PROGRAMAS EN MATLAB

clear all
deh=input(De el radio externo de la herramienta deh=");
dvi=input('De el radio del vidrio dvi=");
cnc=input('El perfil a obtener es 1) concavo o 2) convexo cnc=");
archivo=input('De la direccion del archivo donde se encuentran los angulos: ');
mx=load(archivo);
c=linspace(1,size(mx,1),size(mx,1))*deh/size(mx,1);
puntos=[c'*cos(mx*pi/180) ¢'*sin(mx*pi/180)];
[radeva,radmon,rm re,rp,f,C,C1,t]=final(puntos,cnc);
I=identidad(C,C1,t);
RI=sqrt(2)*1;
cortar=cortes(rm,radmon,RI);
cortareva=cortes(re,radeva,RI);
[numper,sol,epsilon]=tepeticion(rp(1),pi/2*radeva-abs(f),radmon,radeva,rm,re);
[numperl,soll,epsilonl]=repeticion(rp(1),abs(f),radmon,radeva,rm,re);
A(1,:)=tloor(numper);
Al(1,))=floor(numperl);
tamcp=size(rp,2);
for i=2:tamcp
KK=calaux(radeva,radmon,rp(i-1),re,rm,floor(numper));
KK1=calaux(radeva,radmon,rp(i-1),re,rm,floor(numperl));
sol=sol(1,1:re)-sum(KK,2)";
soll=sol1(1,1:re)-sum(KK1,2)";
[numper,sol,epsilon]=repeticion(rp(i),sol,radmon,radeva,rm,re);
[numperl,soll,epsilonl]=repeticion(rp(i),soll,radmon,radeva,rmre);
A(l,;)=floor(numper);
Al(i,))=floor(numperl);
end
for k=1:re
posN=calculando(radeva(k),radmon,rp,rm,A);
posN1=calculando(radeva(k),radmon,rp,rm,A1);
N(k,:)=posN;
N1(k,))=posNT1;
end
sss=pi/2*radeva-abs(f)-sum(N,2)';
sss1=abs(f)-sum(N1,2)';
if cnc==1
maxidif=max(sss(1:cortareva))
maxidif] =max(sss1(cortareva+1:end))
else
maxidif=max(sss1(1l:cortareva))
maxidif] =max(sss(cortareva+1:end))
end
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function [radeva,radmon,rm,re,rp,f,C,C1,t]=final(puntos,cnc)
if cnc==1

rv=puntos(end,1);
else

rv=puntos(end,2);
end
re=input('Cuantos radios de evaluacion: ');
rm=input('Cuantos radios de montaje: ");
tp=[0.33734 0.3175 0.29766 0.27781 0.25797 0.21828 0.19844 0.17859 0.15875 0.13891 0.11906
0.099219 0.079375];
radeva=linspace(l,re,re)*rv/re;
radmon=linspace(1,rm,rm)*rv/rm;
[C C1 t]=perfil(puntos(;,1),puntos(:,2));
P(,1)=C(,1)."2+C1(;,1).72;
P(:,2)=2*%(C(;,1).*C(:,2)+C1(;,1).*C1(:,2));
P(:,3)=2*C(;,1).*C(;,3) +C(;,2)."2+2*C1(;,1).*C1(:,3) + C1(;,2)."2;
P(:,4)=2*%(C(;,4).*C(;,1)+C(;,3).*C(;,2) +C1(:,4) *C1(;,1)+C1(;,3) *C1(;,2));
P(:,5)=2*C(;,4).*C(;,2)+C(;,3)."2+2*C1(:,4) . *C1(;,2) +C1(:,3)."2;
P(:,6)=2*%(C(;,4).*C(:,3)+C1(:;,4).*C1(;,3));
P(,7)=C(:,4).”2+C1(:,4).72;
angulos=interparametricageneral(P,radeva,re,t,C,C1);
f=radeva.*angulos;

function [C C1 bl]=perfil(x,y)
m=size(x,1);
d(1)=2;
for i=1:m-1

d()=sqre((<i+1)-x(). "2+ (y(+ 1)-y(0)."2);
end
t(1)=0;
for i=1:m-1

t(i+1)=t@)+d@);
end
ppl=spline(t,x);
pp2=spline(t,y);
[bl,c1,11,k1,d1] = unmkpp(ppl);
[b2,c2,12,k2,d2] = unmkpp(pp2);
cl(m,:)=cl(1,);
c2(m,:)=c2(1,y);
C=[c1(,1) (c1(;,2)-3*c1(,1).%t) 3*cl(:,1). 5t 2-2*c1(;,2). ¥t +¢c1(:,3) -c1(;,1). ¥t "3+c1(:,2) 5t 2-
cl1(,3). Xt +cl(:4)];
C1=[c2(;,1) (c2(:,2)-3*c2(;,1).5t") 3*c2(;,1). 5t 2-2%c2(:,2) ¥t'+c2(;,3) -c2(;,1). 5. 3+c2(;,2). %t 2-
c2(:,3). Xt +c2(:,4)];

function angulos=interparametricageneral(P,radeva,re,t,C,C1)
clear xxx yyy

s=[];
fil={];
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radcir=|[;
fori=1:re
Pl=mezcla(P,radeva(l));
clear guar
for j=1:size(P,1)-1
raiz=roots(P1(},:));
[guar ll|=quitando(raiz);
for k=1:11
if t(j)<= guar(k) & guar(k)<=t(j+1)
s=[guar(k) s|;
fil=j fi;
radcir=|i radcir];
break
end
end
end
end
s=invertir(s);
fil=invertir(fil);
radcir=invertir(radcir);
angulos=atan(yyy./xxx);

function P=mezcla(P,rad)
PG, 7)=P(,7)-rad.”2;

function P=invertir(P)
P=P(size(P,2):-1:1);

function [guar s|=quitando(raiz)
guar=0;
s=1;
for k=1:size(raiz,1)
if isreal(raiz(k))==1 & raiz(k)>0
guar(s)=raiz(k);
s=s+1;
end
end
s=s-1;

function IDE=identidad(C,C1,t)
for j=1:size(C,1)-1
raiz=roots(|C(j,1)-C1(j,1) C(j,2)-C1(},2) C(j,3)-C1(,3) C(j,4)-C1(,4)]);
guar=raizcorrecta(raiz,t()),t(j+1));
if guar~=0
IDE=polyval(C(j,:),guar);
break
end
end
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function guar=raizcorrecta(raiz,ti,tf)
guar=0;
for k=1:size(raiz,1)
if isreal(raiz(k))==1
it ti<=raiz(k) & raiz(k)<=tf
guar=raiz(k);
end
end
end

function cortar=cortes(rm,radmon, RADIDEN)
for i=1:rm-1
it radmon(i)<=RADIDEN & RADIDEN<=radmon(i+1)
cortar=i;
break
end
end

function [numper,sol,epsilon]=repeticion(rp,sol,radmon,radeva,rm,re)
clear xxx UB
for k=1:re
posN=calculos(radeva(k),radmon,rp,rm);
N(k,:)=posN;
end
[fil,col]=size(N);
z=[zeros(1,rm) zeros(1,re) 1];
UB=ones(1,size(z,2))*inf;
options=optimset('LargeScale', 'off', 'Simplex', 'on");
xxx=linprog(z,|zeros(fil,col) eye(re) -ones(re,1)],zeros(1,re),[N eye(re)
zeros(re,1)],sol,zeros(1,size(z,2)),UB);
numper=xxx(1l:rm)";
epsilon=xxx(rm+1:end)’;

function N=calculos(radeva,radmon,rp,rm)
for i=1:rm
c=auxiliar(radeva,radmon(i),rp);
N(i)=2*radeva*c;
end

function c=auxiliar(radeva,radmon,rp)
c=0;
ff=(radeva.”2+(radmon).”2-rp."2) / (2*(radeva*radmon));
if abs(ff)<=1
c=acos(ff);
end
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function letreros(re,rm,numper,epsilon,rp,cortar,op)
s=1;
for j=1:size(rp,2)
for i=1:rm
if i<=cortar
if op==
fprintf("\n %d petforaciones para el circulo y%d de radio %f ' floor( numper(s))*4,i,rp(j));
else
fprintf("\n %d postes para el circulo y%d de radio %f ',floot( numper(s))*4,i,tp(j));
end
else
if op==
fprintf("\n %d postes para el circulo y%d de radio %f ',floot( numper(s))*4,i,tp(j));
else
fprintf("\n %d petforaciones para el circulo y%d de radio %f ' floor( numper(s))*4,i,rp(j));
end
end
s=s+1;
end
end

function N=calaux(radeva,radmon,rp,re,rm,numper)
clear N
for j=1:re
for i=1:rm
c=auxiliar(radeva(j),radmon(i),rp);
posN()=2*numper(i)*radeva(j)*c;
end
N(,-)=posN;
end

function N=calculando(radeva,radmon,rp,rm,A)

s=1;
for j=1:size(rp,2)
for i=1:rm

c=auxiliar(radeva,radmon(i),rp(j));
N(s)=2*A(j,))*radeva*c;
s=s+1;
end
end
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GLOSARIO DE TERMINOS

Definicién. Un métrico en un conjunto § es una funcién & : § x § — R que satisface las siguientes

propiedades:

a. d(x, )/) > 0 paratoda x, y € 5;

o O

J/) siysolosi x = y;
c. d(x,)/) = a’(}/,x) paratoda x, y € 5;
)/) < d(x,z)+ d(g, )/) paratoda x, y,z € 5.

Definiciéon. Un espacio métrico (S, d ) es un conjunto S junto con un métrico 4 en S.

Definicion. Sea S un subconjunto de R.

a. Se dice que un numero » € R es una cota inferior de S'si w < s paratoda s € §.
b. Si § esta acotado por abajo, entonces se dice que una cota inferior » es un infimo (o una maxima
cota inferior) de ' si ningin nimero mayor que » es cota inferior de S.

Definicion. Un conjunto S es convexo siempre que x, y € S y 0 € [O,l], se tenga que
Oc+(1-6)yes.

Definicion. Una sucesion de intervalos I, # € N,donde N es el conjunto de nimero naturales, esta
anidada si cample la siguiente cadena de inclusiones

oL oL o2l oI, 2

n n+1

Definicion. Una matriz A se llama tridiagonal si @, = 0 para toda 7, ; tal que ‘z’ - /‘ > 1. Esto es,

todas las entradas de A son cero excepto posiblemente en las diagonales inferiores, superiores y
principal, es decir:

b, e, O ]
a, b, ¢,
A= a; [7% ‘s
0 0
a,, b_, ¢,
0 - 0 0 a, b, |

Definicion. Una matriz A de zxn es diagonalmente dominante si:

n
=>la
J=i

i#]

a +\|a +ta,

in

‘g. ‘ > ‘g.l‘ + ‘a,z‘ + -0+
7,1 z, z,

z',z'—1‘ ii+1 /,/‘

para 7 =12,...,n.
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