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Introduccion.

Si simplemente hace girar la rueda es dlgebra,
pero si contiene una idea es topologia.
Solomon Lepschetz.

En la historia de las matematicas, los campos que han tenido los periodos
largos en su gestacion han resultado tener un impacto profundo en muchas areas
de esta, tal es el caso de la topologia general y la teoria de conjuntos. La topologia
permite transformaciones no tan restringidas, transformaciones continuas, donde
desaparece el concepto de distancia pero se preserva el de semejanza. Los espacios
topoldgicos, pueden ser utilizados para investigar uno de los conceptos centrales
en matematicas: continuidad. Mapeos continuos (funciones) de un espacio en
otro son las descripciones matematicas de deformaciones espaciales. Las fun-
ciones continuas de ciertos tipos establecen una relacién de equivalencia entre
dos espacios. Cuando un mapeo es continuo y su funcion inversa es incluso con-
tinua, este es llamado un homeomorfismo. Tales homeomorfismos entre espacios
topoldgicos son analogos a los isomorfismos entre espacios métricos.

Un espacio topoldgico abstracto finito no puede ser actualizado debido a
la ausencia del acompanamiento de una métrica. Los quimicos han utilizado
conjuntos finitos con esto introdujeron férmulas estructurales pictoricas. Tales
modelos en la actualidad son conocidos como grafos matematicos, y se procura
estudiar la estructura quimica por el formalismo de la teoria de grafos que ha
surgido. Espacios topoldgicos finitos como objetos matematicos son el centro de
interés, mientras que los grafos son un instrumento matemaético subsidiario.

Esto no es tan inusual, para la teoria molecular orbital de un electréon y el
analisis de simetria de teoria de grupos, representar moléculas como conjuntos
finitos de sus orbitas atomicas particulares o atomos de si mismas. Probaremos
un teorema estableciendo una correspondencia uno a uno entre una topologia
de un modelo molecular tridimensional y una topologia finita conjunto-punto
representando la molécula. Este teorema nos da la siguiente idea, un objeto
(molécula) existe en R3 , y podemos hallar una topologia de esos puntos de un
espacio que son ocupados por el objeto en una forma que refleje su estructura.
Maés aun, la estructura molecular puede ser tomada como una representacion
finita de estos puntos. La construccion resultante puede ser pensada como una
perturbacién de una seccién de R? por la existencia de un objeto.

Ya que una topologia para un espacio no contiene ningiin elemento intrinseco
de la teoria fisica, ;Cémo podremos juzgar si un espacio topoldgico arbitrario es
un modelo significativo para un sistema fisico tal como una molécula? Necesita-
mos encontrar maneras de analizar una topologia para que los elementos espa-
ciales del espacio topoldgico puedan ser puestos dentro de una correspondencia
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razonable con los elementos espaciales de la teoria fisica. Afortunadamente, el
nimero de topologias en un espacio finito es finita, asi nuestra busqueda no
sera en vano. Un ejemplo podria ser el encontrar un topologia en cuatro puntos
acomodados en una linea cuyas propiedades se parezcan a la distribucion 7-
electron en el buteno. Como veremos mientras este problema no tenga solucion
Unica, el nimero de repuestas razonables fisicas es pequeno.

Una estructura molecular puede ser escrita muy generalmente en términos
de sus atomos constituyentes y sus relaciones entre ellos. Consideremos el objeto
(X,]]), donde X es el conjunto finito de dtomos (puntos) y [] es una cubierta
finita de X. Tal objeto tiene una semejanza formal al espacio topolégico (X, 7).
Los elementos de [] pueden ser interpretados como el conjunto de garacteristi-
cas” que son suficientes para caracterizar la estructura de X. (X, ]) describe el
sistema de caracteristicas de los objetos en X. Asi, ¢! elemento x posee carac-
teristica S .® equivalente a la inclusién x € S (S € []). Cuando = y y son mas
que adyacentes, entonces podemos decir, por ejemplo, que el conjunto S nos da
la conexidad entre esos dos puntos.

., Como formulamos una cubierta que refleje, por ejemplo, la estructura molec-
ular?, jqué caracteristicas son apropiadas para asociar con los atomos? En la
descripcion fisica de la estructura molecular, al menos dos caracteristicas son
necesarias: 1) La naturaleza quimica del dtomo, y 2) la geometria de la estruc-
tura. Ambas caracteristicas son naturalmente métricas y no se relacionan en una
descripcion topoldgica. El grafo asociado con tal estructura, sin embargo, usual-
mente ignora la caracteristica 1), ya que todos los vértices son equivalentemente
pesados y describe la caracteristica 2) en términos del enlace covalente (arista).
Tal grafo provee una descripcién topoldgica general pero no contiene informacion
suficiente para muchos propositos. Asi el objetivo principal del trabajo de tesis
es investigar que tipos de relaciones son suficientes para describir las estructuras
quimicas y sus caracteristicas mediante la construccién de espacios topolégicos
finitos.

Asi el objetivo principal de este trabajo se enfocara a encontrar esta relacién
entre los espacios topologicos finitos y las estructuras moleculares, apoyandonos
de los latices y de la teoria de grafos, para hallar esta relacién de manera mas
clara y facil para el manejo adecuado de las definiciones y resultados que se
obtengan.

La estructura del trabajo es la siguiente. Se comienza por definir en el Capitu-
lo 1, definiciones basicas de los espacios topoldgicos finitos, encontrando resulta-
dos verdaderamente importantes sobre las bases y sus elementos, que nos ayu-
daran a entender y construir de forma sencilla los resultados posteriores.
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En el Capitulo 2 se estudia a los conjuntos parcialmente ordenados, de manera
especifica a los latices, sus caracteristicas y variantes mas importantes, resaltan-
do el teorema M3 — N5 sobre latices distributivos y modulares, en este capitulo
también se introduce la forma de representacién de las topologias a través de
una latice.

En el Capitulo 3 se introduce la definicién de grafo y digrafo, ademas que se
indica como se asocia un grafo a una topologia.

En el Capitulo 4 se dan las definiciones de conexidad topoldgica y grafica,
y cuales son las caracteristicas que hacen diferentes a los latices de los espacios
conexos de los disconexos.

En el Capitulo 5 hablaremos de la forma en que podemos clasificar a los es-
pacios topolégicos, en espacios T), y, espacios regulares y normales. Y como es su
representacion de manera grafica de cada uno de los tipos de espacios.

Para el Capitulo 6 se estudiard la cardinalidad de los conjuntos conexos y el
numero existente de estos, en un espacio topologico; asi como la construcciéon de
sus funciones generadoras y la utilidad de su grafo asociado para ello.

A partir del Capitulo 7 se daran las definiciones y las relaciones preliminares
entre un espacio topolégico y una estructura molecular a la cual la llamaremos
topologia de enlace, apoyandonos de muchas de las caracteristicas de los espacios
topologicos estudiadas en los capitulos anteriores.

Finalmente en el capitulo 8 se tratara las relacién existente entre una topologia
de enlace y el grafo asociado a tal topologia llamandola topologia grafica; ademas
de que se hallara una relacion entre el modelo de Hiickel con las propiedades com-
binatorias de alguna topologia grafica.

Aprovecho en esta parte para agradecerle de manera muy respetuosa a mis
maestros por ser verdaderos guias en este camino, de manera particular al M.C.
Juan Ramon Tijerina por su amistad, aliento, confianza y apoyo; al M.C. Vul-
frano Tochihuitl Bueno y M.C. Gustavo Yanez por sus magnificas clases. A mis
sinodales M.C. Luz de Carmen Alvarez Marin, M.C. José Luis Carrasco Pacheco
y a Dr. Virginia Berrén Lara, por su observaciones que fueron de gran utili-
dad para mejorar este trabajo a pesar del poco tiempo. Al Dr. Rolando Jiménez
Benitez por su conocimientos, por a verme propuesto este trabajo que me a llena-
do de conocimientos y de satisfacciones, por el gran apoyo para que yo continuara
con mis estudios y su comprension durante mis estancias profesionales.
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Y de manera especial, con la mayor gratitud que pueda ofrecer, a mi asesor
el M.C. Adolfo Maceda Méndez por su apoyo, carino, amistad incondicional que
me brindo desde mi primer dia en esta institucion, por su acertadas palabras de
aliento, comprension y apoyo en cada uno de los momentos dificiles que vivi, por
siempre confiar y creer en mi, como estudiante. Por apoyarme en este proyecto
que aunque no estamos tan familiarizados con el tema nunca me abandono en el
camino y aunque yo si tuve momentos de desesperacion siempre busco la manera
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Capitulo 1
Espacios topolégicos.

La espina desde que nace ya pincha
Proverbio Africano

En este capitulo se presentaran algunas definiciones bésicas y resultados nece-
sarios para la clara comprensién y familiarizacion con el texto, entre los que
destaca la definicion de espacio topoldgico y de base irreducible.

1.1. Definicién de espacio topolégico.

Definicién 1.1. Un espacio topoldgico es un conjunto X con una topologia T,
la cual es una coleccién de subconjuntos de X (llamados abiertos) que tiene las
siguientes propiedades:

1. El conjunto vacio, (), y X son abiertos.

2. La union arbitraria de conjuntos abiertos es abierto.

3. La interseccién finita de conjuntos abiertos es abierto.
Nota 1.1.

i) Es necesario aclarar que en este trabajo sélo se considera el caso en que X
es finito.

it) En adelante se representaran los conjuntos de la forma {1,2,3,...n} como
123...n.

Ejemplo 1.1. Hay cuatro posibles topologias en un conjunto de dos elementos
X ={1,2}

1T = {0, X},
2. T, ={0,1,X},
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3. T3 ={0,2, X},
4. 721: {®71727X}7

y sus diagramas de Venn son:

w
Y1

4.- ® @

Figura 1.1: Ejemplo.

Definicién 1.2. Sean (X, 7;) e (Y, 7Z3) espacios topolégicos, un homeomorfismo
es una correspondencia biyectiva f : X — Y tal que f(U) es abierto (f(U) € T3)
si y sblo si, U es abierto (U € 77). Dos espacio topoldgicos (X,77) e (Y, 73) se
dicen homeomorfos o equivalentes, si existe un homeomorfismo de X sobre Y.

Observacién 1.1. Para cualquier conjunto X la topologia {(); X} es llamada la
topologia indiscreta, y la formada por todos los subconjuntos de X, es llamada
la topologia discreta. Para el ejemplo 1.1, (X, 73) y (X, 73) son topoldgicamente
equivalentes, u homeomorfos, estas cuatro topologias pueden ser ordenadas par-
cialmente por inclusion.

En la siguiente tabla se muestra el niimero de topologias posibles que se
pueden construir para algin espacio X, donde la columna de etiquetado® nos
muestra el nimero total de topologias y la columna de no etiquetado nos indica
el numero de clases de homeomorfismos.

Nuamero de topologias.

Nuamero de
puntos. Etiquetado® No
etiquetado

2 4 3
3 29 9
4 355 33
5 6,942 139
6 209,527
7 9,535,241

Cuadro 1.1: Numero de topologias.



Capitulol. Espacios topolégicos. 3

Ejemplo 1.2. En el conjunto X = {1,2,3,4} hay 33 distintas topologias (no
etiquetadas) como se puede ver en la tabla anterior.
Tres de estas posibles topologias son:

T, ={0,1,3,13,34,123,134, X},
T, = {0,1,12,13,14,123,124, 134, X },
T; = {0,1,3,12,13,34,123, 134, X }

Estos dos ejemplos ilustran varios puntos.

= Adn para conjuntos pequenos, es posible hallar un nimero de topologias
grande.

= La cardinalidad de una topologia aumenta rapidamente con el nimero de
puntos en el espacio.

Entre las finalidades principales de la topologia de conjuntos finitos esta el de-
sarrollo de técnicas para construir topologias; analizar sus estructuras, las cuales
son una representacion perfecta de sus caracteristicas.

1.2. Conjuntos cerrados y la cotopologia.

Definicién 1.3. Un subconjunto A de un espacio topologico X es llamado ce-
rrado si su complemento A° = X — A es abierto.

Definicién 1.4. A la coleccién de subconjuntos cerrados de la topologia de X
se le llama cotopologia.

Puesto que hay correspondencia uno a uno entre los conjuntos abiertos y
cerrados, un espacio tiene el mismo ntimero de los dos tipos de conjuntos.

Ejemplo 1.3. Consideremos las tres topologias para X = {1,2,3,4} dado en el
ejemplo 1.2, sus cotopologias correspondientes son:

G o= {0,2,4,12,24,124,234, X },
G =1{0,2,3,4,23,24,34,234, X },
G3=1{0,2,4,12,24,34,124,234, X }.

Estas se obtienen al calcular los complementos de los elementos de 7; para
1=1,2,3.

En este caso se verifica que cada una de las colecciones de conjuntos cerrados
de este ejemplo satisface las condiciones de una topologia; ya que se observa que
incluyen al ) y X y son cerrados bajo la unién y la interseccion.
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Nota 1.2. Denotaremos a la cotopologia de 7 por 7 *.

Esto se cumple de manera general en un espacio finito, como se mencionara ade-
lante:

Observacién 1.2. Sea (X,7) un espacio topolégico y X finito, entonces la
cotopologia 7™ correspondiente a la topologia 7 es también una topologia de X.

Observacién 1.3. Como consecuencia directa de la observacién 1.2 tenemos que
(X,77) es un espacio topolégico.

Observaciéon 1.4. La relacién de la topologia-cotopologia es simétrica, es decir,
T** =T. Observamos ademéas que 7 y 7* no son necesariamente distintos.

Lo anterior se ilustrara en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.4. Consideremos a X = {1,2,3,4} y su topologia 7 = {0,12, 34, X'},
al calcular los complementos de los elementos de la topologia tenemos que,
T7*={0,12,34, X} y por tanto 7 = T*

Ejemplo 1.5. Sean X = {1,2,3,4}, 7 = {0,1,12,123, X} y T* = {0, 4, 34,234, X }.
Claramente 7 # 7*. Sin embargo 7 y 7* son homeomorfos ya que se transfor-
man el uno al otro bajo la permutacion 1 < 4, 2 « 3.

Observacion 1.5. Finalmente, la topologia-cotopologia pueden ser topolégica-
mente distintas. Esta ultima caracteristica la ilustramos en el ejemplo 1.6.

Ejemplo 1.6. Finalmente para X = {1,2,3,4},7 = {0,1, X} y7* = {0,234, X'}
son topoldgicamente distintos. Ya que no podemos hallar alguna permutacién que
nos transforme 7 en 7* o 7* en 7.

Es necesario enfatizar que esta dualidad topologia-cotopologia es solamente
una caracteristica de espacios finitos; ya que los conjuntos cerrados de un espacio
infinito, generalmente no satisface los axiomas de una topologia. Esta es una de
los mas importantes diferencias entre espacios finitos e infinitos.

1.3. Bases irreducibles de una topologia.

Antes de dar la definicién de una base irreducible es necesario definir qué es
una base y el por qué de la necesidad de construirla. Como hemos visto en el
cuadro 1.1. el tamano de una topologia aumenta de manera exponencial depen-
diendo del nimero de puntos en el espacio. Seria deseable describir un espacio
topoldgico en términos de un nimero de conjuntos mucho mas pequeno.

Es necesario prestar total interés en la definicién y construccion de una base
irreducible ya que serd de gran utilidad en lo que resta del trabajo.



Capitulol. Espacios topolégicos. 5

Definicién 1.5. En un espacio topoldgico (X, 7) se dice que una coleccién B de
elementos de 7, es una base de la topologia 7, si todo elemento de 7, es decir,
si todo abierto de la topologia 7, es expresable como unién de elementos de B.

Ejemplo 1.7. Sean X = {1,2,3,4} v 7; = {0,1,3,13,34,123,134, X} como en
el ejemplo 1.2. La coleccién B = {1, 3,34, 123} es una base para 77, ya que todos
los elementos de la topologia pueden ser expresados como unién de elementos de
B, esto es:

13=1U3,
134 = 1U 34,
X =123 U 34.

Los elementos 1, 3, 34, 123 son expresados como un unico elemento, mientras
que () es generado por la unién vacia de elementos de 9B;.

Nota 1.3. Incluso, cualquier coleccién de los conjuntos abiertos restantes de 77,
puede ser adjuntada a B, y el resultado seria otra base para 7;.

Observacién 1.6. En general una topologia tiene muchas bases.

Definicién 1.6. Una cubierta abierta de A C X es una coleccion C' de abiertos
tales que cada punto de A pertenece a uno de los abiertos en C.

Definicién 1.7. La cubierta es finita si consiste de un ntimero finito de abiertos.

Definicién 1.8. Una cubierta D es mds fina que otra cubierta C' si cada abierto
de C contiene un abierto de D.

Definicién 1.9. El orden de una cubierta finita C' de X es el maximo nimero
de abiertos de C' que tienen una interseccion no vacia.

Teorema 1.1. Sea un espacio topologico X, dada una coleccion B de subcon-
Juntos de X las siguientes condiciones son equivalentes:

1. B es un base para una topologia sobre X .
2. B cumple:

i) Los elementos de B forman una cubierta para X.

ii) Si x pertenece a la interseccion de dos elementos bdsicos By y Bs,
entonces existe un elemento basico Bs que contiene a x, tal que
B3 C B1 N By.
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Una coleccién S de subconjuntos que satisfacen el criterio 7) es llamado sub-
base para la topologia de X . De manera mas formal definimos una subbase como.

Definicién 1.10. Sea X un conjunto. Una subbase S para una topologia 7 sobre
X es una coleccion de subconjuntos de X cuya unién es igual a X.

Teorema 1.2. 5i S es una subbase para una topologia en un conjunto X entonces
la coleccion T de todas las uniones de intersecciones finitas de elementos de S
es una topologia en X llamada la topologia generada por la subbase S.

La base para la topologia generada por S es la coleccion de todas las inter-
secciones de los elementos S. Es claro que esta es cerrada bajo la interseccion y
de este modo satisface el criterio ).

Definicién 1.11. Una base irreducible de un espacio topoldgico finito es una
base, donde ninguno de sus elementos puede ser expresado como una unién de
otros elementos de la base.

Observacion 1.7. De la definicién anterior se observa que una base irreducible
es no vacia.

Consideremos la colecciéon de conjuntos, para cada punto en el espacio:

Definicién 1.12. Definimos;

i)
B,=({Olpc0, 0T},

ii)

Observaciéon 1.8.
» B, es el conjunto abierto mas pequeno que contiene a p.
= BJ es el conjunto cerrado mds pequeno que contiene a p.
Proposicién 1.1. Sea un espacio topoldgico (X, T). La coleccion de conjuntos
B ={Blp € X}

es una base irreducible para la topologia T .
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Demostracion. Para cualquier conjunto abierto O € 7, y para cualquier p € O
implica que B, C O ya que B, = ({Olp € O, O € T}, y por lo tanto

0= JiBlpe 0},

Ahora probemos que 9B es irreducible. Supdéngase que B, = |J B; para
i =1,2...n, luego B; C B,, en particular B, C B, con 1 <r < n; asip € B,.
Por otra parte, si p € B; entonces B, C B; y por la definicién de B, se tiene que
esto s6lo ocurrird si B, = B,. O

Ejemplo 1.8. Los elementos de la base irreducible de la primera topologia, de
los puntos del ejemplo 1.2, 73 = {0, 1,3, 13, 34,123,134, X'}. son

By =1,
By = 123,
Bs = 3,
By = 34.

Observaciéon 1.9.
i) Para la topologia indiscreta 7 = {0, X'}, B, = X para toda p € X.
ii) Para la topologia discreta, B, = {p} para toda p € X.

ii) La base irreducible de cualquier topologia en X tiene a lo méas | X | elementos
distintos.

1.4. Clausura, coclausura, interior y frontera de
un conjunto general.
Definicién 1.13.

i) La clausura de A es la interseccién de todos los conjuntos cerrados que
contienen a A, y se denota por A.

ii) La coclausura de A es la interseccién de todos los conjuntos abiertos que
contienen a A y se denota por A.

Observacién 1.10.

i) A= Asiysélosi A es cerrado.
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i) A= Asiy sélosi A es abierto.
Ejemplo 1.9. Consideremos el conjunto X = {1,2,3,4} con la topologia

T ={0,1,3,13,34,123,134, X }

tenemos que:

T4=124, 14=134
23 =234, 23=123

Recordemos que los conjuntos de 7 son abiertos y los de 7* son cerrados.
De las definiciones 1.12 y 1.13, tenemos la siguiente observacién.

Observacién 1.11.

Z) Bp - @7
i) By = {p}.

Proposicion 1.2. La clausura y la coclausura tienen las siguientes propiedades
llamadas Los Aziomas de Clausura de Kuratowski:

i) 0=0 ) 0=0
i) ACA i) Ac A
i) AUB=AUB i) AUB=AUB
iv) A=4 v) A=A

Observacién 1.12. En virtud de i) y de #i’) de la proposicién 1.2, podemos
escribir la clausura y coclausura de un subconjunto del espacio topologico en
términos de los elementos basicos de su cotopologia y topologia respectivamente:

Z) A= U Bp*’
peEA
i) A= UB,
pEA
Demostracion.
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i) A= Ufpt = U{p) = UB,.

pEA peEA

]

Definicién 1.14. Un subconjunto A de un espacio topoldgico X para el cual
A = X es llamado denso en X.

Ejemplo 1.10. Para el ejemplo 1.9, los subconjuntos densos son 13, 123, 134 y
X.

Definicién 1.15. Para cualquier subconjunto A de X de un espacio topoldgico.

1. El interior de A es la unién de todos los conjuntos abiertos contenidos en
A.

2. El cointerior de A es la unién de todos los conjuntos cerrados contenidos

en A.
3. El exterior de A es el interior de A°.

4. La frontera de A es AN A¢, el conjunto de puntos que no pertenecen ni al
interior ni al exterior de A.

Es claro que el interior siempre es un conjunto abierto y el cointerior es un
conjunto cerrado.

1.5. Subespacios.

Definicién 1.16. Un subespacio de un espacio topoldgico (X, 7 ) es un subcon-
junto Y C X junto con la topologia

Ty ={0ONY|0 €T},
llamada topologia relativa en Y.
Observacion 1.13. Que 7y sea en efecto una topologia se sigue de que:
i) 0=0NnY,
i) Y =XNY,
iii) (O1NY)U(O,NY)=(0U0,)NY,
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i) (O1NY)N(ONY)=(01N0O0)NY.
Ejemplo 1.11. Consideremos el conjunto X = {1,2, 3,4} con la topologia
7 ={0,1,3,13,34,123,134, X }.
Para el subconjunto Y = {2, 3,4}, encontramos que la topologia relativa de Y es
Ty ={0,3,23,34,Y}.

Observacion 1.14. Del ejemplo anterior se observa que el conjunto 23 € 7y lo
que implica que es un abierto en Y, pero no es ni abierto ni cerrado en X. A este
tipo de conjuntos les llamaremos abiertos relativos en Y.

Recordemos que

B,=({Olpec0, 0T} (1.1)
Sip €Y, entonces el conjunto abierto mas pequeno en Y que contiene a p es
By,=[{OlpcO, OcT}nY, (1.2)
asi
Bxp:BpﬂY peyY (13)

Ejemplo 1.12. Para el subespacio dado en el ejemplo 1.11 se tiene que:
By, =123NY = 23,
BY,3 =3NY = 3,

By, =34NY =34,



Capitulo 2
Topologias finitas y latices.

El compromiso es un acto, no una palabra.
Jean-Paul Sartre.

Hasta el momento sélo se ha tratado a un espacio topolégico como un listado
explicito de todos los conjuntos abiertos o a través de los elementos bésicos de su
base irreducible, pero en ninguno de los dos casos se da la suficiente informacion
sobre la estructura del espacio. En este capitulo se describira una manera alter-
nativa de representar un espacio topolégico que es matematicamente equivalente,
considerando las siguientes definiciones y resultados de conjuntos parcialmente,
de manera particular de los latices y resaltando el teorema M3 — N.

2.1. Conjuntos parcialmente ordenados y
latices.

Dado un par de conjuntos abiertos, ellos se relacionan en alguna de las si-
guientes formas:

i) Son disjuntos.
i1) Se intersectan pero ninguno es subconjunto del otro.
iii) Uno es subconjunto del otro.

Si se cumple la ultima posibilidad, los dos conjuntos son comparables, en otro
caso son incomparables.

Definicién 2.1. Sea P un conjunto. Un orden parcial (o simplemente orden) en
P es una relacion binaria < en P tal que, para todo z,y,z € P,

i) © <z, (reflexiva).

ii) x <yyy<ximplica que x = y, (antisimétrica);

11
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i) v <yyy<zimplica que x < z, (transitiva).

Definicién 2.2. La relacién de orden < en un conjunto P, da lugar a la relacion
<, la cual cumple que: x <yen Psiysolosiz <yyax#y.

Definicién 2.3. Un conjunto P parcialmente ordenado, es aquel conjunto, junto
con un orden parcial definido en sus elementos.

Observacién 2.1. Sean P un conjunto parcialmente ordenado y () un subcon-
junto de P. Entonces () hereda la relacién de orden de P, dados z,y € Q, x <y
en () si ysolosiz <yen P.Sedice que () tiene el orden inducido de P.

Definicién 2.4. Sea un conjunto parcialmente ordenado P. Entonces P es un
cadena, si para todo z,y € P ocurre que z < y o y < x (esto es, si dos elementos
de P son comparables).

Definicién 2.5. (Familias de Conjuntos)

Sea X un conjunto. El conjunto P(X), consiste de todos los subconjuntos de X,
los cuales estédn ordenados por inclusién: para A, B € P(X), se define A < B si
y s6lo si A C B.

Teorema 2.1. Si (X,7) es un espacio topolégico, entonces T, con la relacion
de orden inducida por la inclusion es un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 2.6. (Relacién de cobertura)

Sea P un conjunto parcialmente ordenado. Decimos que x esta cubierta por y
(o que y cubre a x), y se escribe como z <y (oy = z),siz <yyz<z<y
implica que z = x. Lo anterior indica que no existe un elemento z de P tal que
r<z<uy.

Ejemplo 2.1.

1. En la cadena de los niimeros naturales N, se tiene que m < n si y solo si
n=m+ 1.

2. En R, no existe un par x,y tal que x < y.

3. En P(X), se cumple que A < B siy sélo si B = AU {b}, para algin
be X — A
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2.1.1. Diagramas.

Definicién 2.7. Sea P un conjunto finito parcialmente ordenado. Podemos re-
presentar a P por una configuracién de circulos (que representan a los elementos
de P) y los cuales son conectados por lineas (con la cual se representa la relacién
de cobertura entre dos elementos). La construccién de este diagrama es de la
siguiente forma:

1. A cada punto x € P, se le asocia un punto P(z) en el plano euclidiano R?,
representado por un circulo pequeno con centro en P(x) .

2. Para cada par cubriente z < y en P, se toma un segmento de linea I(z,y),
uniendo el circulo en P(z) a el circulo en P(y).

3. Cumpliendo 1 y 2, se tiene que:

a) Si x <y, entonces P(x) esta més abajo de P(y).

b) El circulo en P(2) no intersecta al segmento de linea I(z,y) si z # x
y 27y

Una configuracién que satisface los enunciados 1 — 3 de la definicién anterior es
llamado diagrama o diagrama de Hasse de P.

Observacién 2.2. x < y si y sélo si hay una secuencia de segmentos de lineas
conectadas hacia arriba de x a y.

Ejemplo 2.2. Consideremos la siguiente coleccion de subconjuntos de
X =1{1,2,3}, A = {0,1,2,12,23} (A no es una topologia de X, ya que no
incluye a X), los cuales estdn ordenados por inclusién. El diagrama de Hasse de

A es:

Figura 2.1: Diagrama de Hasse A.
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Ejemplo 2.3. Para la siguiente topologia de X = {1, 2, 3,4}, donde sus elemen-
tos estan ordenados por inclusién;

T ={0,2,3,12,23,34,123,234, X }.

El diagrama de Hasse es:

123 234

Figura 2.2: Diagrama de Hasse de 7.

2.1.2. Mapeos entre conjuntos parcialmente ordenados.

Definicién 2.8. Sea P y () conjuntos parcialmente ordenados. Un mapeo
v : P — @ es llamado:

i) creciente (mondtono), si x <y en P implica ¢(x) < ¢(y) en Q.
ii) encage, si x < yen P siy sélosi p(z) < p(y) en Q.
iii) isomorfismo, si este es un encaje mapeando P sobre Q.

Cuando ¢ : P — @ es un encaje se escribe como ¢ : P — . Cuando existe
un isomorfismo de P a @), se dice que P y () son isomorfos y se escribe como
P=Q.

Ejemplo 2.4. En la figura 2.3 se observa que el mapeo ¢; no es creciente, ¢, es
creciente pero no un encaje, y 3 €s un encaje, pero no un isomorfismo.

Observacién 2.3.

1. Sean los mapeos crecientes ¢ : P — Q v ¢ : () — R. Entonces el mapeo
composicién 1o g, dado por (o p)(z) = P(p(x)) para x € P, es creciente.
De manera mas general la composicion de un numero finito de mapeos
crecientes es creciente.
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2. Sean ¢ : P — Qy ¢(P) laimagen de ¢. Entonces ¢(P) = P. Esto justifica
el uso del término encaje.

3. Un encaje es automdaticamente uno-uno (porque < es reflexiva en @ y
antisimétrica en P). Un isomorfismo es biyectivo.

4. Conjuntos parcialmente ordenados P y () son isomorfos si y sélo si existen
mapeos crecientes ¢ : P — Q y v : Q — P tal que poy = 14, y
1 o @ = 14,(donde 14, : S — S denota el mapeo identidad en S donde
tag () =z Vo € 5).

(P](a)
b d
?,
> ¢,(d)
C
a
0,(b)=0,(c)
e
(Pz(e)
y ()
> 0,(c) =9,(d)
b c
®, (a)= ‘Pz(b)
a
d
0,
b C
a

Figura 2.3:
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Lema 2.1. Sean P y ) conjuntos finitos parcialmente ordenados y sea
w: P — Q un mapeo biyectivo. Entonces los siguientes enunciados son equiva-
lentes:

i) @ es un isomorfismo.
i) x <y en P siy sdlo sip(x) <ply) en Q.
iii) x <y en P siy sdlo si p(x) < o(y) en Q.
Demostracion.
i)—1i) Esta demostracién es directa de la definicién 2.8.

i1)—111) Supdngase que 1) es cierto y tomemos x < y en P. Ahora supongamos que
p(z) <w < ¢(y) en Q.
Como ¢ es sobre, existe u € P tal que w = ¢(u).
Luego ¢(z) < p(u) < ¢(y), por i) x < u < y lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto ¢(x) < ¢(y). El reciproco se prueba de manera analoga.

i11)—1i) Sea x < y en P. Entonces existen elementos z = g <71 < ... <z, = v.
Por i), o(xg) = p(z) < @(x1) < ... < @(x,) = ¢(y). Por lo tanto
o(x) < ¢(y). El reciproco se prueba de manera similar utilizando el hecho
de que ¢ es sobre.

ii)—1i) Esta demostracién es directa de la definicién 2.8.

Definicién 2.9. Sea P un conjunto parcialmente ordenado y ) C P.
i) @ es un ideal si para cualquier x € ), y € Py y < x se tiene que y € Q.

it) @ es un filtro si para cualquier x € Q, y € Py y > x, se tiene que y € Q.

Qi es unideal y Q2 es un
filtro.
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Observacién 2.4. @) es un ideal si y sélo si P\ @ es un filtro.

Definicién 2.10. Dado un subconjunto () de P y x € P, se define:

1Q={yePlFreQ)y<srty 1Q={yePl(BrecQ)y>ux}
le={yePly<az} y Tz={yePly>uz}

Observacion 2.5. | () es el ideal més pequeno que contiene a Q). () es un ideal
si y sélo si QQ =] Q). Algo similar se aplica para T Q.

Definicién 2.11. Sea P es un conjunto parcialmente ordenado y sea ¢ C P.
Entonces

1.

2.

3.

a € Q es un elemento maximal de Q) si x € Q y a < x implica que a = x;

a € @ es el elemento maximo de Q) si a > x para cada x € () y en este
caso se representa por a = mazx Q.

El elemento minimal de @Q y el elemento minimo de @ (min @), son
definidos de manera similar como en 1 y 2.

Definicién 2.12. Sea P un conjunto parcialmente ordenado y z,v, z elementos
de P (no necesariamente distintos).

1.

Un subconjunto S C P se dice que es acotado superiormente si existe un
elemento x € P tal que a < x para todo a € S. Un elemento x con esta
propiedad se dice que es una cota superior de S.

Se dice que un elemento = € P es una minima cota superior en S (S*) si:

= x es cota superior de S, y

= si y es una cota superior de S entonces z < y.
Si z es un minima cota superior (MCS) de x y y, se escribe como z = 2V y.

Cuando z es la minima cota superior de S es también llamado el supremo
de Sy se denota por \/ S.

Si P tiene un elemento maximo es denotado por I.

Un subconjunto S C P se dice que es acotado inferiormente si existe un
elemento x € P tal que x < a para todo a € S. Un elemento x con esta
propiedad se dice que es una cota inferior de S.

Se dice que un elemento x € P es una minima cota inferior en S (S) si:
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= 1 es cota inferior de S, y

= si y es una cota inferior de S entonces x > y.
8. Si z es un maxima cota inferior (MCI) de z y y, se escribe como z = z V y.

9. Cuando z es la minima cota superior de S es también llamado el infimo de
Sy se denota por A S.

10. Si P tiene un elemento minimo este es denotado por O.

Ejemplo 2.5. En el conjunto parcialmente ordenado del ejemplo 2.2, encon-
tramos que:

OANX =10
fvxX=X

1IA2=10
1vV2=12

1IAN12=1
1v12=12

1A23=10

2AN12=2
2V12=12

2N23=2
2V 23 =23

12A23=2

1V23 y 12V23 no existen. Este conjunto parcialmente ordenado no tiene elemento
mdximo I, pero si elemento minimo O = ().

Teorema 2.2. En un espacio topoldgico (X,T) y su topologia asociada T, para
la cual su relacion de orden es la inclusion; su elemento mdximo es I = X y su
elemento minimo es O = ().

Definicién 2.13. Sea un conjunto parcialmente ordenado P. SiC = {cy,c1,...,¢n}
es una cadena finita en P con |C| = n + 1, entonces decimos que la longitud de
C esn.

2.1.3. Latices.
Definicién 2.14. Dado un conjunto parcialmente ordenado P no vacio.

1. SizVyyx Ay existe para todo x,y € P, entonces P es llamado un latice.

2. Si\/Sy AS existe para todo S C P, entonces P es llamado un latice
completo.
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Ejemplo 2.6. Cualquier topologia 7 de un conjunto X con la relacién de orden
por inclusién forma un latice y se denota por £(7).

Definicién 2.15. M, (para n > 1) es el conjunto parcialmente ordenado cuyo
diagrama de Hasse es el siguiente:

YUY

(n-veces)

Mn

Figura 2.4:

Ejemplo 2.7. El conjunto parcialmente ordenado del ejemplo 2.2 no es un latice,
pero el del ejemplo 2.3 si lo es.

Ejemplo 2.8. Para los conjuntos parcialmente ordenados a) y b): El primero es

123 1234
123 124
1 2 3
1 2
0 0
(a) (b)
Figura 2.5:

un latice, pero el segundo no, aunque 1 y 2, tienen varias cotas superiores de b),
pero no tienen minima cota superior.

Lema 2.2. Sea P un latice. Entonces \| F' y \ F existen para cada subconjunto
finito no vacio F de P.

Corolario 2.1. Cada latice finito es completo.

Lema 2.3. Sea P y QQ conjuntos parcialmente ordenados, ¢ : P — ) un mapeo
creciente y asumimos que S C P es tal que \| S y \ S existen en P y \/ p(S) y
N @(S) existen en Q. Entonces

p(\/9) =\ e(S) v o(A\S) < \els) (2.1)
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Latices como estructuras algebraicas.

Lema 2.4. (Conezion)
Sea L un latice y sea a,b € L. Los siguientes enunciados son equivalentes.

i) a <b;
i) avb=10;
iii) a Ab=a.

Teorema 2.3. Sea L un latice. Entonces \/ y /\ se satisfacen, para todo

a,b,c € L, las siguientes propiedades

(L1)  (avb)Ve=aV(bVe) (Leyes asociativas)
(L1)? (aAb)Ac=aA (bAc)

(L2) aVvb=bVa (Leyes conmutativas)
(L2)? anb=bAa

(L3) aVa=a (Leyes idempotentes)
(L3)? aAha=a

(L4) aV(aAb)=a (Leyes absorcion)
(L4)? anN(aVd)=a

Teorema 2.4. Sea (L,V,A\) un conjunto no vacio equipado con dos operaciones
binarias las cuales satisfacen (L1) — (L4) y (L1)? — (L4)? del teorema 2.3.

i) Para todo a,b € L, aVb="5b siy sdlosiaNb=a.
ii) Definimos < pora <b siaVb=>b. Entonces < es una relacion de orden.

iii) Con < como en ii), (L,<) es un latice en el cual la operacion original
coincide con la operacion inducida, esto es, para todo a,b € L,

aVb=sup{a,b} y aNb=inf{a,b}.

Demostracion. Se asume que a V b = b. Entonces

a=aA (aVDb) (por (L4)?)
=aANb (por suposicién).

Reciprocamente, se afirma a A b = a. Entonces
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b=bV (bAa) (por (L ))
=0V (anb) (por (L2)7)
=bVa (por suposicién)
=aVb (por (L2)).

Ahora definimos a < como en 7). Entonces < es reflexiva por (L3), anti-
simétrica por (L2) y transitiva por (L1).
Para demostrar que, en el conjunto parcialmente ordenado (L; <),
sup = {a,b} = a Vb, se debe primero verificar que a V b € {a,b}" y después que
d € {a,b}" implica que d > aV b. Esto es, recordando que < esta dado por p < d
siysolosipVqg=q. O

Observacion 2.6. Sea L un latice y sean a,b,c € L. Asumiendo que
b <a<bVc. Entonces, se cumple

bVe<aVe<(bVe)Ve=bVe,

(su forma dual también es cierta).

Sublatices, productos e imagenes homomorficos.

Definicién 2.16. Sean un latice L y M un subconjunto no vacio de L. Entonces
M es un sublatice de L si a,b € M implicaqueaVbe M yaNbe M.

Definicién 2.17. Si £ es una familia de subconjuntos de un espacio topolégico

n
(X, 7) los cuales satisfacen que [ A; € £ para cada familia no vacia {A4;} , C £,
i=1
entonces £ es llamada () —estructura en X.

Nota 2.1. Se denota a la coleccion de todos los sublatices de L por Sub L y sea
Suby L = Sub L U {0}. Entonces Suby L es una (| —estructura en L y asi un
latice completo.

Definicién 2.18. Sean los latices L y K. Se definen V y A en L x K, como sigue:

(ll, kl) \/ (lg, k’g) — (ll \/ lg, ]{1 \/ kz)
(ll, k1> N (lg, ]{32) = (ll A\ 12, kl A ]{Zg)

Observacion 2.7. (ll, kl) V (lg, kg) = (12, kz) 4 ll V l2 = l2 y kl V kg = kz
Sl <lpyk <k
& (i, k) < (lg, k2)

Definicién 2.19. Sean L y K latices. Un mapeo f : L — K es llamado homo-
morfismo de latices si f preservan las operaciones V, A, esto es, Va,b € L:

flavb) = fla) Vv fb) y fland)= fla)A [f(b).
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Definicién 2.20. Un homomorfismo biyectivo es un isomorfismo de latices.

Si f: L — K es homomorfismo uno-uno, entonces el sublatice f(L) de K es
isomorfo a L'y f es un encaje (de L a K).

Proposiciéon 2.1. Sean las latices L y K y f: L — K un mapeo.
= Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es creciente.
b) (Ya,be L) f(avd) > fa)V f(b).
c) (Va,be L) f(anb) < f(a)A f(b).

En particular, si f es un homomorfismo, entonces f es creciente.
= Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

a) f es un isomorfismo.
b) f es biyectiva y un encaje.

c) f es un isomorfismo de latices.
En particular, si f es un homomorfismo, entonces f es creciente.

Observacion 2.8. Sea L un latice, Va, b, c,d € L se cumple que:
i) a <bimplicaaVe<bVcyaAc<bAc.
i) a<byc<dimplicaaVe<bVdyaAc<bAd.

Observacion 2.9. Si ¢ : P — @ es un isomorfismo y A C P tal que \/ A existe
en P, entonces \/ p(A) existe en Q vy \/ ¢(A) = ¢(VV A) (dualmente se cumple

para /\).

2.2. Latices distributivos.

Lema 2.5. Sea L un latice y sean a,b,c € L. Entonces:
1) aAN(bVe)>(anb)V(aAc), y dualmente.
ii) a > cimplica a N(bVc)> (aNb)Vec, y dualmente.

iii) (aAD)V(bAC)V(cNa)<(aVD)ADBVc)A(cVa).
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Definicién 2.21. Sea L un latice.

a) L es llamado distributivo: si para todo x,y, z € L, se satisfacen las leyes de
distribucion.

b) L es llamado modular: si para todo x,y, z € L, se satisface la ley modular:

x>z=>cANyVz)=(xAy Vz

Ejemplo 2.9. Consideremos los latices M3 y Ns.

1 1

u
p q »or v
w
0
M, N,
Figura 2.6:

M3 no es distributivo, ya que vemos del diagrama que

pPA(gVT)=pAl=p#0=0v0=(pAq V(AT

pero M3 es modular.

Por otra parte, el latice N5 no es modular y tampoco distributivo ya que

u>w y uNAw)=uAl=u>w=0Vw=(uAv)Vuw.

Observacién 2.10.

» Si un latice L es modular (distributivo), entonces cada sublatice de L es
modular (distributivo).

» Si los latices L y K son modulares (distributivos), entonces L x K es
modular (distributivo).
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» Si un latice L es modular (distributivo) y K es la imagen de L bajo un
homomorfismo, entonces K es modular (distributivo).

Proposiciéon 2.2. Si un latice es isomorfo a un sublatice de un producto de
latices modulares (distributivos), entonces este es modular (distributivo).

2.3. El teorema M3 — Ns.

Nota 2.2. Se escribe M »— L para indicar que el latice L tiene un sublatice
isomorfo a el latice M. Por la proposicion 2.2, M »— L implica que M — L.

Teorema 2.5. (El Teorema Ms — N5) Sea L un latice.
i) L es no-modular si y sélo si N5 — L.
i) L es no-distributivo si y solo si N5 — L o Mz — L.

Demostracion. Por el ejemplo 2.9 y la observacion 2.10, es suficiente probar que
un latice no-modular tiene un sublatice isomorfo a N5 y un latice modular y no
distributivo tiene un sublatice isomorfo a Mj.

i) i)

Figura 2.7:

Supongase que L es no modular. Entonces existen elementos d, e, f tales que
d> fyv>u, donde

u=(dANe)Vf y v=dA(eVf).

Basamos la demostracién en que e Au = e Av(=p) y eVu = eVo(= ¢). Entonces
nuestro latice tendria elementos u, v, e, p, ¢ (los cuales claramente deberdn de ser
distintos). El latice identidad dado

vAe=(eN(eVf))ANd=dNe y uVe=(eV(dAe)Vf=eV].
Ademas por la observacién 2.8,

dhe=(dNe)ANe<uNe<vAe=dAe
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y similarmente
eVf=uVvVe<vVvVe<eVfVe=eVf.

Asi se completa la demostracién de ).
Ahora se asume que L es modular y no es distributivo. Se construye un
sublatice isomorfo a Mj. Dados d, e, f tal que (dAe)V (dA f) <dA(eV f).
Sea

=(dne)V(enf)V(fAd),
=(dVe)A(eV f)N(fVd),
=(dANq)Vp,
=(eNq) VD,
w=(fAq)Vp.

Claramente v > p, v > py w > p. Ademas, por el lema 2.5 4ii), se tiene que
p < q. Por lo tanto u < (d A q) V ¢ = ¢. Similarmente, v < ¢y w < ¢. Asi el
candidato para una copia de Mj tiene elementos {p, ¢, u,v, w},ver la figura 2.7
it). Ahora es necesario verificar que este subconjunto tiene las correctas uniones
e intersecciones, y que sus elementos son distintos.
Con lo cual se contradecira la ley modular.

(M) a>cimplicaaA(bVec)=(aNb)Ve.

Para cada aplicacién de (M) son implicados los elementos a y c.

A continuacién se hara uso de las leyes asociativas y conmutativas. Se tiene que
dANg=dA (eV f), por (L4)?. Ademds

dAp=dA((eNf)V([dNe)VI(dA[)))

=(dA(eAf)V(dAe)VI(dA[))
=(dNe)V(dNf).

Asi que p = g es imposible. Con lo que se concluye que p < ¢q. Ahora se debe
probar que u A v = p. Se observa que:

uNv=((dNq)Vp)A ((e/\Q)Vp)
=(((eAg)Vp)A(dNq))V (por (M))
=((gN(eVvp) A(dAq)V (por (M))
=((evp)A(dNq)Vp
=((dA(eV ) A(eV(fAd))V (por (L4) & (L4)%)
=(@A((eVf)n(eV(fAd)))V
I(d/\(((e\/f)A(f/\d))Ve))Vp (por (M))
=dN(fAd)Ve)Vp (dedAN f<f<eV)
=((dAe)V(fAd)Vp (por (M))
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De la misma forma, v Aw = p y w Au = p. De esta manera, y con operaciones
similares se obtiene que u Vv = v Vw = w V u = ¢q. Finalmente, es facil de
ver que si dos elementos de u,v,w, p,q son iguales, entonces p = ¢, lo cual es
imposible. Il

Del teorema anterior se concluye lo siguiente:

Teorema 2.6. Un latice L es distributivo si y solo si no contiene un sublatice
1somorfo a M3 o Ns.

Demostracion. La demostracion es directa del teorema 2.5. O

Ejemplo 2.10. El latice

Figura 2.8:

no es distributivo ya que contiene el sublatice

a

Figura 2.9:

que es isomorfo a el latice Ns.
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2.4. Intervalos en latices distributivos.

Definicién 2.22. Un importante tipo de sublatice de latices distributivos es
el intervalo [x,y] que consiste de todos los elementos z, tales que z < z < y.
Que [x,y] es un sublatice se sigue de que x y y son cota inferior y superior
respectivamente del intervalo, ademés que si u y v pertenecen a [z, y|, entonces
existen sus MCS y MCL.

Ejemplo 2.11. Para el latice

1234

123 134

12

9

Figura 2.10:

el intervalo [1,1234] es

1234

123 134

13

1

Figura 2.11:

Definicién 2.23. Un camino ascendente de x a y es una sucesién finita {z,}
(de al menos dos elementos), n > 0; tal que

r=2<2<...<z, 1<z, =Y

con 20 # 21 # ... F Zn_1 F Zn-
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La definicién de camino descendente es analoga a la anterior definicién.

Observacién 2.11. El intervalo [z, y] consiste de todos los elementos que pueden
ser localizados en el Diagrama de Hasse del latice por el camino ascendente desde
x y el camino descendente de y.

Observacién 2.12. Siz € £(7) es un conjunto abierto de 7, el intervalo [z, X]
es el sublatice de todos los subconjuntos abiertos de 7 que contienen a z.

Teorema 2.7. El intervalo [z, X| es isomorfo a el latice £]T (X — x)] de los
conjuntos abiertos del subespacio X — x.

Ejemplo 2.12. Para el latice del ejemplo 2.11, el intervalo [1, 1234] es el sublatice
de todos los conjuntos abiertos que contienen a 1. Este es isomorfo a

234

Figura 2.12:

por la observacién anterior.

Definicién 2.24. Sea un espacio topologico (X, 7). Decimos que en z,y € £(7)
hay un escaldn si no existe z € £(7) tal que x < z < y, es decir, x < y.

Definicion 2.25. El niimero de escalones en un camino, se define como el nimero
de vértices que existen en el camino menos 1.

Observacién 2.13. Una importante propiedad de los latices distributivos, es
que si z < y, entonces el nimero de escalones en un camino ascendente de x a y
es el mismo para cada camino.

Observacién 2.14. El nimero de escalones de O a I como en la definicién 2.12
es llamado la longitud del latice, mientras que la longitud del sublatice [O, z| es
llamada la longitud de .

Ejemplo 2.13. El latice del ejemplo 2.3 tiene una longitud de 4 y la longitud
de cada elemento de este ejemplo es igual a su cardinalidad.
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2.5. Productos directos.

Otra forma de construir latices es la multiplicacién de dos o mas de ellos.

Definicién 2.26. Si £, y £, son latices de conjuntos, su producto directo £, X £,
consiste de todas las uniones x V x2(x1 € £,, 29 € £,) ordenados por inclusion.

Ejemplo 2.14. El latice del ejemplo 2.11 es un producto directo:

1234
12 34

123 134

Figura 2.13:

Observacién 2.15. El latice de la topologia discreta de n puntos es un producto
directo de n latices de dos elementos.

Ejemplo 2.15. Para el espacio que consta de dos elementos, el latice para su
topologia discreta lo podemos ver como un producto directo de dos latices de
dos elemento; por ejemplo, para el espacio X = {1,2} su topologia

7 = {0,1,2,X} se puede ver como un producto directo de dos latices de dos
elementos. Ahora bien, para el espacio X = {1,2,3} y su topologia

7 =1{0,1,2,3,12,13,23, X } su latice puede ser visto como el producto directo
de tres latices de dos elementos. Estos ejemplos se ilustran en la figura 2.14
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X =
0 [
1 2 3
X X =
0 [} 9
Figura 2.14:

Observacion 2.16. Un latice que tiene forma similar a la del ejemplo anterior
es llamado un Algebra Booleana.

Observacion 2.17. El numero de elementos en un producto directo es el pro-
ducto de el nimero de elementos de los latices originales.

Definicién 2.27. Un latice que puede ser escrito como un producto directo es
llamado compuesto, en otro caso es llamado primo.

Ejemplo 2.16. El latice

340

=0

Figura 2.15:

es compuesto, mientras que el latice es primo.
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123
12 13
1
9
Figura 2.16:

2.6. Reducibilidad

Definicién 2.28. Un elemento x de un latice £ es llamado reducible, si puede
ser expresado como r = y V z, donde y,z € £y © # y,2. En otro caso x es
irreducible.

Ejemplo 2.17. En el latice

123

23

Figura 2.17:

los elementos reducibles son
12=1Vv2 y 123=12V 23,
mientras que (), 1, 2,23 son elementos irreducibles.

Observacién 2.18. En un espacio topoldgico (X, 7) el conjunto vacio en £(7T)
es siempre irreducible y los demas elementos irreducibles en un latice son aquellos
que en su diagrama de Hasse (del latice) pueden ser representados por una tinica
linea ascendente.
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Observacién 2.19. Un elemento x reducible puede ser escrito como x =y V z.
Si y, z son ambos reducibles, este proceso puede ser continuado hasta

v\
7

en el cual todos los w; son irreducibles. Asi cada elemento de un latice puede
ser expresado como una unién de elementos irreducibles llamada representacion.
Ademas en un latice distributivo esta representacion es tnica.

Ejemplo 2.18. Las representaciones de los elementos reducibles del ejemplo 2.17
son

12=1V2,
123 =1V 23.

Observacion 2.20. Los elementos de la base irreducible de la topologia 7 son
los elementos irreducibles de £(7).



Capitulo 3
Topologias finitas y teoria de
grafos

Dixeron que antiguamente

se fue la Verdad al cielo;

tal la pusieron los hombres,

que desde entonces no ha vuelto.

Lope de Vega.

En el capitulo anterior un latice de conjuntos abiertos de un espacio (X,7)
representa la estructura de 7. Ahora en este capitulo se hablara de la conexién
natural y profunda entre las topologias y los grafos finitos. Esta conexién da un
significado exacto de la nocién cualitativa de la estructura y ademas proporciona
un calculo grafico-tedrico de las caracteristicas mas importantes de los espacios
topoldgicos finitos.

3.1. Topologias y grafos dirigidos.
Definicién 3.1. Un grafo dirigido (o digrafo) D consta de un conjunto de puntos

V(D) (los vértices de D), junto con un conjunto E(D) de pares ordenados de
vértices (las aristas de D).

Un arista (p, q) es convencionalmente representada por una linea dirigida de
pagq.

Definicién 3.2. Sean un digrafo D y p,q € V(D), los vértices p y ¢ son adya-
centes si (p,q) € E(D) o (q,p) € E(D).

33
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Definicién 3.3. A un espacio topoldgico finito (X,7), se le puede asociar un
digrafo, cuyos vértices son los elementos de X. Dados p,q € X, (p,q) es una
arista si B, D B,.

pe——>——eq

Figura 3.1:

Ejemplo 3.1. Sea X = {1,2,3}. Para la topologia 7 = {0}, 1, 12, 13, X } su latice
es:

¢

Figura 3.2:

Los conjuntos basicos correspondientes son:
Bl - 1, BQ = 12, Bg = 13

Asi By C By, B C B3y Bs no es comparable con Bs. El digrafo de esta topologia
es:

2 1 3
— > o < o
Figura 3.3:

Nota 3.1. Se denota al digrafo de una topologia 7 por D(7T).
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Definicién 3.4. Un digrafo con la propiedad -que (p,q) € E(D)y (q,r) € E(D)
juntos implican que (p,r) € E(D)- es llamado un digrafo transitivo.

q

AN

Figura 3.4:

Nota 3.2. De lo anterior se tiene que el digrafo D correspondiente a la topologia
7T, en un espacio topologico X, es transitivo.

Teorema 3.1. Dado un espacio topologico X, para cualquier punto p € X, se
define a la coleccion de vértices de D adyacentes a p por

A¥ ={q|(p,q) € E(D)}.

El conjunto bdsico correspondiente a p es
B, = {p}U A;;.

En otras palabras, B, contiene al punto p junto con los puntos accesibles desde
.

Demostracion. Para esto debe probar que

({Olpe0, 0T} =8,={ptUA

Consideremos inicialmente el siguiente caso.

Sea r € {p} UAS asir =por e Al. Sir = {p}entonces r € O para todo
O € T que contiene a p, asir € ([{Olpe O, O e T}.

Si r € AF, entonces (p,7) € FE(D), luego por la definicién 6.5 B, C Bp,
asi B, C(\{Olpe O, O €T} yportantor € ({Olpe O, OeT}.

Por otra parte se considera que r € [[{O|p € O, O € T}; existen dos posibili-
dades que r =p o r # p.

Sir = p entonces r € {p} U A.

Ahora bien si r # p se necesita probar que r € Az‘f, dado que

B,=([{Olpc0, 0T}

, entonces B, C Bp, asi por la definicién 6.5 existe (p,r) € E(D), entonces
r € Al y por tanto r € {p} U Af. O
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Ejemplo 3.2. Para la topologia
T ={0,1,3,4,13,14,34,45,134, 145, 345, 1234, 1345, X }.
De donde se observa que
AF =0, Af—134, Af—0 Af—0 A—5
Asi los conjuntos basicos son

Bl = 1, BQ - 1234, Bg = 3, B4 = 4 B5 = 45

Su digrafo es:

3 4

Figura 3.5:

Definicién 3.5. El digrafo obtenido de un digrafo arbitrario D, para el cual sus

aristas son de la forma (¢, p) para todo p,q € X tal que (p,q) € D es llamado la
inversa de D, denotado por D'

Definicién 3.6. Dado un espacio topolégico finito (X, 7), a su cotopologia 7%,
se le puede asociar un digrafo, cuyos vértices son los elementos de X. Dados
p,q € X, (p, q) es una arista si By D B;.

pe————=04g

Figura 3.6:

Nota 3.3. De las definiciones 3.3 y 3.6 se observa que

D(T*) = D'(T).
Teorema 3.2. Para un espacio topoldgico (X, T), los conjuntos bdsicos By de
su cotopologia T* pueden ser obtenidos de D(T*) de la misma forma que los con-
juntos B, son obtenidos de D(T), y de manera alternativa de D(T). Se denota
a la coleccion de vértices de D(T) adyacentes a p por

A, ={dl(q,p) € E(D(7))}.
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Entonces

By ={p}UA,.
Demostracion. La demostraciéon es analoga a la del teorema 3.1. O]

Luego, B;, contiene a p junto con todos los vértices de D(7') desde los cuales
p es accesible siguiendo las aristas.

Ejemplo 3.3. Para la topologia del ejemplo 3.1, el digrafo es

2 1 3
DT)= o ° °
y su inversa es
DT)=DT V=6« o = &
y B} =123, B; =2, B; = 3.
Asi, el latice de la cotopologia es
123
3
2 3
0

Recordemos que en un espacio topologico X, la coclausura de un subconjunto
arbitrario S C X es definido como el conjunto abierto mas pequeno S, para el
cual S € S y esta dado por

S=Js.

peS
Teorema 3.3. Sea un espacio topoldgico (X,T). Entonces

S=su(J4).

peS
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donde A; es como en la definicion 3.1. En otras palabras, S contiene a los
puntos de S junto con todos los puntos adyacentes para cualquier punto en S.
Similarmente, la clausura de S, S, satisface que

S=SuU{qe S| evistep € S, (q,p) € E(D)}

Ejemplo 3.4. Para los subconjuntos del espacio de los ejemplos 3.1 y 3.3 para
el cual D es

2 J g
Figura 3.7:
se obtiene que
Coclausura Clausura
1=1 T1=123

2 o @™
Il I

I

— = w [\

[\ [\

w

od I
Il I

ol o e

— —

[\] [\]

w w

—_
)
Il
—_
w
&l
w
Il
[N}
w

Teorema 3.4. Sea X un espacio topologico. Para los digrafos asociados a su
topologia y cotopologia, un punto que no tiene aristas salientes (denominado
de grado cero) es un abierto unipuntual. Similarmente, un punto sin aristas
entrantes (de grado cero) es un cerrado unipuntual.

Demostracion. Sea (X,7) un espacio topoldgico. Dado p € X, considérese la
hipdtesis que p no tiene aristas salientes, lo que significa que no existe algiun
q € X tal que (p,q) € E(D); esto por la definicién de digrafo asociado a una
topologia 7, con lo cual la relacién B, C B, no existe. Luego por el teorema 3.1
Al =10y por tanto B, = {p}.

La demostracién de un cerrado unipuntual es andloga. Il

Ejemplo 3.5. Para el espacio del ejemplo 3.4, el inico abierto unipuntual es el
1, mientras que los cerrados unipuntuales son 2 y 3.
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Definicién 3.7. Sean los digrafos Dy y Dy, Do es llamado subdigrafo de D,

Definicién 3.8. Sean un espacio topolégico (X, 7 ), su digrafo asociado D(7T).
Considérese al subespacio (Y, 7y) del espacio (X, 7). Se define al digrafo D(7y)
asociado a (Y, 7y) de la siguiente manera. Teniendo como vértices a los elementos
de Y y el conjunto de aristas es como

E(D(Ty)) = {(p,a)l(p,q) € E(D(T)) y p,q € Y}

Lo anterior se expresa de forma convencional como; D(7y) es el subdigrafo
de D(7) inducido por Y.

Teorema 3.5. Para cualquier subespacio Y C X con topologia Ty, el digrafo
D(7y) es un subdigrafo de D(T).

Demostracion. Se consideran a dos puntos p,q € Y y supéngase que B, C B,.
Esto es equivalente a
B,uUB, = B,.

Si se usa esta interseccién y se vuelve a intersectar con Y, y ademds se utiliza la
propiedad distributiva de la interseccién, se observa que:

YN(B,UB)=X¥YnNB,)U(YNB,) =YNB,

lo cual implica que
YNB,CYNB,,

asi para p € Y el elemento basico de p en el subespacio de Y es

B,y =Y NB,.

Ejemplo 3.6. Sea el espacio X = {1,2,3,4,5} con la topologia
T ={0,1,3,4,13,14, 34,45, 134, 145,1234, 1345, X' } del cual el digrafo es:

1

3 4

Figura 3.8:

Bi=1, By=1234, By=3, B,=4, Bs=45.
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Para su subespacio Y = {1,2,4} se encuentra que

By =YNB =1,
Byy =Y N By = 124,
B47y:YﬂB4:4;

y el digrafo es

2

[ NN

®

Figura 3.9:

el cual es el subdigrafo inducido por {1,2,4}.

3.2. Topologias y grafos

Definicién 3.9. Un grafo no dirigido (llamado simplemente grafo) G consta de
un conjunto de puntos V(G) (el conjunto de los vértices de G), junto con un
conjunto E(G) de los pares de vértices no ordenados (el conjunto de los aristas

de G).

Una arista {p, ¢} es representada por una linea no dirigida de p a ¢ (segmento
de linea).

Definicién 3.10. A un espacio topoldgico (X, 7) se le puede asociar un grafo
G(T), para el cual sus vértices son los elementos de X. Dados p,q € X y sus
elementos bésicos B, y B,. {p,q} € E(G) si B, D B, 0 B; D B,

Observacion 3.1. La importancia de los grafos para las topologias yace en el he-
cho de que existe un unico grafo asociado con cada par de topologia-cotopologia,
esto es, el grafo fundamental de los digrafos D(T) y D(7*) = D'(T) y ademds
G(T)=G(T").
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Ejemplo 3.7. Sea el espacio topolégico X = {1,2,3,4}. Para el par topologia-
cotopologia, del cual sus latices correspondientes son;

1234 1234
123 134
34
1 3
9
L(T)
Figura 3.10:
los correspondientes digrafos son:
J 2 3 : 2 J é J
D(T) D)
Figura 3.11:
ambos tienen el grafo
1 : CR

G(T)

Figura 3.12:
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Ejemplo 3.8. Sea el espacio topolégico X = {1,2,3,4,5}. Para la topologia de
la cual el latice es Los circulos cerrados en un latice representan los elementos

1234

Figura 3.13:

irreducibles. G(7) es

3 4

Figura 3.14:

3.3. Subbases y grafos.

Si una topologia 7 estd definida en términos de una subbase S, D(7) y
G(7T) pueden ser construidos directamente de S, sin la necesidad de construir
inicialmente a 7 o a B(7). Para cualquier punto p € X, el elemento bésico
correspondiente en términos de su subbase es

B,=({Slpe 5 es}.

Sip € S implica que ¢ € S para cada elemento S € S - si no hay elementos en la
subbase que contengan a p y no a ¢, entonces ¢ ¢ B, y D(7) no contendré a (p, q).
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Asi una arista (p,q) en G(7) de cualquier (p,q) o (¢,p) en D(7T), la condi-
cién para su presencia es que cualquier p € S implique que ¢ € S o viceversa,
para todo S € S.

Ejemplo 3.9. Sea
S = {12,234, 4,245}

una subbase para una topologia sobre X = {1,2,3,4,5}. Luego los conjuntos
bésicos son:

By =12, By =2, B3=234, By=4, Bs; = 245. Los valores de p y ¢, para los
cuales p € S € S implique que ¢q € S estan dados por

p q
1 2
9 —
3 2,4
4 S
) 2,4

Por lo tanto, para la topologfa 7 = {0, 2,4,12,234, 245} inducida por S tenemos

D(T) GT)

Figura 3.15:
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Capitulo 4
Conexidad.

Ser consciente de la propia
ignorancia es un gran paso hacia el saber.
Benjamin Disraeli.

La formulacién topoldgica exacta del concepto de conexidad es algo abstracta,
asi en este capitulo se intentara despejar estas dudas, apoyandonos en la relacion
de topologia-latice y topologia-grafos.

4.1. Conexidad de espacios y subespacios
topoldgicos.

Definicién 4.1. Sea un espacio topolégico (X,7),Y C X es disconexo si existen

U,V abiertos ajenos no vacios en (Y,7y) tales que Y = U U V. Y es conezo

si no es disconexo. Equivalentemente si existen U,V abiertos en X tales que
UNY 4A0AVNY,UNVNY =0, Y CUUV.

Definicién 4.2. Dos subconjuntos Y y Z de un espacio topolégico (X,7) son
llamados separados si

YNZ=0 y YnZ=40.

Definicién 4.3. Sea un espacio topoldgico (X,7) y C C X. Un par de subcon-
juntos separados (Y, Z) se llama separacidon de Cen X siC CYUZ, CNY #0)
yCNZ#0.

Teorema 4.1. Se dice que un espacio topologico X es conexo si no existe una
separacion de X.

Lema 4.1. St Y es un subespacio conexo de X y los conjuntos C' y D son
separados, entonces Y estd contenido bien en C, o bien en D.

Teorema 4.2. Un espacio X es conexo si, y solo si, los unicos subconjuntos de
X que son abiertos y cerrados en X son el conjunto vacio y el propio X.

45
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Ejemplo 4.1. Dado X = {1,2,3} con la topologia 7; = {0,1,2,12,23, X} es
disconexo ya que podemos escribir

123 =1U23 v 1123 =90.

Por otra parte si se considera a la topologia 7o = {),2,12,23, X} no se puede
hacer estar representacion, y por lo tanto el espacio es conexo.

Teorema 4.3. Sea X; con 1 = 1,2,...n un subconjunto conexo en un espacio
topolégico (X, T), tal que ( X; # D entonces | X; es conexo.

Teorema 4.4. Sea un subespacio conexo A de X. Si A C B C A. Entonces B
es también conexo.

Definicién 4.4. Para z € X sea C'(z) la unién de los conjuntos conexos que con-
tienen a x (al menos {z} es conexo). C'(x) es conexo y cerrado, por los teoremas
anteriores. C'(z) es la componente conexa que contiene a .

Observacion 4.1. La coleccion {C(x) : € X} es una particién de X y por
tanto induce una relacién de equivalencia: x ~ y si y sélo si existe A C X conexo
con x,y € A.

Ejemplo 4.2. Para los dos espacios dados en el ejemplo 4.1, el primero consta
de dos componentes 1 y 2, mientras que el segundo sélo consta de la componente
123.

4.2. Conexidad en grafos

Definicién 4.5. Sea G = (V, E) un grafo y G' = (V’, E') un subgrafo de G.
G’ es conexo si para cada x,y € V' existen x = x1,xs,..., 1, =y € V' tales que
{z;,z;i1} € F paracadai=1,2...,n— 1.

Si G; = (Vi, E;), se define | G; = (V' E"), con V' =V, E' = |J E;.

Observacion 4.2. El conjunto vacio () y cada elemento de X son conexos.

Teorema 4.5. Si G; es conezxo parai=1,2,....ny (V; # 0, entonces
i=1

n
UG: # 0 es conexo.
i=1

Demostracion. Sea {G;}_, una coleccién de subgrafos conexos de un grafo G.
Dados los puntos z,y € |JG;, con z € G; y y € Gy, utilizando el hecho de que
i=1
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G es conexo, por definicién existen w € G; y w € Gj.
Luego o = x1,22,..., 0, = w € V; y W = Y1,%2,...,Yp = y € V; tomando en

n
cuenta la hipétesis (| V; # 0, se puede hallar una cadena
i=1

T=121,L,...,00, =Y1 =W, Ya,...,Yn =Yy € V;UV},

n

como G; y G; fueron tomados arbitrariamente se puede concluir que |JG; # 0
i=1

es conexo. O

Para v € V sea C(v) la unién de los subgrafos conexos que contienen a v
(existe al menos uno). C'(v) es conexo por el teorema anterior.
C(v) es la componente conexa que contiene a v.

Observacion 4.3. La coleccién {C'(v) : v € V'} es una particién de V', que induce
una relacion de equivalencia: v ~ w si y solo si existe v = vy, vg,...,v, = w con
{'Uiavi—f—l} e k.

Teorema 4.6. Sea (X,7T) un espacio topolégico y G(T) su grafo asociado.
1. SiY C X es conexo, entonces G(Ty) es conexo en G(T).
2. Si G’ es conexo de G(T), entonces G' induce un conjunto conexo de X.

Demostracion. 1. Supéngase que (Y, 7 )y, G(7) consiste de dos componentes,
tal que G = G4 UGy = G1(WV1, E1) U Go(Va, E,), para el cual los conjuntos
de vértices y aristas son V(G) = V1 U Va y E(G) = E1 U E,. Se asume que
Vi vy V5 son disjuntos.

Entonces

Xl:UBp y XQ:UBIW

pEVL pEVs

son conjuntos abiertos disjuntos tal que la unién es X. Por lo tanto (X, 7)
tiene tantos componentes como G(7).

Por lo tanto, si Y C X componente conexa, entonces G(7y ) es componente
conexa de G(7).

2. SeaY C X componente conexa de X, luego Y = [V}, tal que Y; es conexo.
Supongase que Y es disconexo, luego Y = U U W con U y W abiertos no
vacios, tal que UNW = (). Dados z,y € Y (cabe recordar que los elementos
de Y son los elementos de V) tal que x €e Uy x € W.

Ahora bien,

B,y =[{Olpc0O, 0cT}inV,
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Byy = B, NV

y de la misma forma
Byw =B, NW

Asi B,y y By w no son comparables, es decir B, v ¢ Byw v Byv 2 Byw.
Con lo cual no existe {z,y} € G(7y), entonces G(7y) es disconexo y en
consecuencia G(7y,) también lo es.

0
Observaciéon 4.4. Sea (X,7) un espacio topologico y G(7) su grafo asociado.

1. Si Y C X componente conexa, entonces G(7y) es componente conexa de

G(T).

2. G’ componente conexa de G(7), entonces G’ induce componente conexa
de X.

Corolario 4.1. Un espacio topoldgico (X, T) y su grafo G(T) tienen el mismo
numero de componentes.

Demostracion. La demostracion es consecuencia directa del teorema 4.6. O
Corolario 4.2. Un espacio conexo tiene un grafo conexo.
Demostracion. La demostracion es directa del teorema anterior. O

Ejemplo 4.3. Los grafos de los dos espacios dados en el ejemplo 4.1 son:

1 2 3 U 2 3
. ° ° . Py N
G(T,) GT,)

Figura 4.1:

Ejemplo 4.4. Para el espacio X = {1,2,3,4,5} del cual su digrafo es:

1

3 4

Figura 4.2:

Blzl, B2:1234, B3:3, B4:4, B5:45
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Los subconjuntos conexos son:

0,1,2,3,4,5,
12,23,24,45,
123,124, 234, 245,
1234, 1245, 2345,
12345.

Definicién 4.6. Un espacio X que tiene una base que consta de subconjuntos
conexos es llamado localmente conezxo.

Observacién 4.5. Cada espacio topoldgico finito es localmente conexo. Dado

que cada elemento bésico en este induce un subgrafo conexo de D(7) y por lo
tanto de G(7).

De la definicién de espacio conexo en base a la de conjuntos separados se

puede observar que G(7) no contiene aristas que tenga punto final en Y y otro
en /.

4.3. Latices de espacios conexos y disconexos.

Supongamos que (X, 7) es disconexo y su representacién de componentes es
X =Jx.
i
La forma de cada conjunto abierto de 7 tiene una representacién similar
o =|Jo,
i

donde O; C X;. Recordando la definicién del producto directo de latices, la forma
del latice de conjuntos abiertos £(7") es un producto directo

g=1]e.
i
donde £; es el latice de conjuntos abiertos contenidos en Xj.
Observaciéon 4.6. Los conjuntos en £; constituyen la topologia de X; como un
subespacio de X, asi, si O = [JO; entonces O N X; = O;
i
De lo anterior se concluye que

Observacién 4.7. El latice de un espacio disconexo es compuesto, con un factor
para cada componente.

Observacién 4.8. El latice de un espacio conexo es primo.
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Ejemplo 4.5. Para los espacios del ejemplo 4.1, los latices son:

23

2 ¢ (Compuesto)
L(T,) =1
9
)
L(T ) = §> (Primo)

9

Figura 4.3:

Observacién 4.9. El conjunto X = {1,2,...,n} con la topologia discreta es
totalmente disconexo; esto es, cada punto de X es una componente. Su latice es
el algebra Booleana

pO

Figura 4.4:



Capitulo 5

Clasificacion de Espacios
Topoldégicos: Axiomas de
Separacion.

A los timidos y a los indecisos
todo les resulta imposible,
porque asi se lo parece.

Sir Walter Scott.

En el capitulo anterior, se vio como los sistemas abiertos determinan la es-
tructura de un espacio topoldgico con respecto a el nimero de elementos del que
consiste el espacio. Ahora en esta parte revisaremos algunas definiciones y rela-
ciones entre los elementos del espacio y ademas se dara una forma de clasificar
tales espacios, senalando sus caracteristicas graficas que los definen.

5.1. Espacios 7).

Definicién 5.1. Sean (X, 7) un espacio topolégico y C' un conjunto abierto en
X.SiU €7 esllamado una vecindad de C' € T si existe un conjunto abierto W
que cumple que C Cc W C U.

Definicién 5.2. Un espacio topolégico (X,7) es un espacio Ty si dados dos
puntos distintos x,y € X, al menos uno de ellos posee una vecindad que no
incluye al otro.

Si un espacio no es Ty, debe contener al menos un par de ambos puntos
presentes, o bien ausentes en cada conjunto abierto, en otras palabras, estos
puntos son topolégicamente indistinguibles.

o1
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Ejemplo 5.1. El espacio para el cual su latice es

1234

123 124

0

Figura 5.1:

no es Ty, ya que no existe un conjunto abierto que contenga a 1 y no a 2 o que
contenga a 2 y no a 1.

Ejemplo 5.2. El espacio con el latice

123

0

Figura 5.2:

es un espacio Ty, donde hay un conjunto abierto separando cada par de puntos:

1,2: {1}, 1,3: {1}, 1,4: {1},
2,3:{1,2}, 2,4:{1,2}, 3,4:{1,3}.

Proposicién 5.1. Un espacio topoldgico (X, T) es Ty si y sélo si la longitud de
su latices es | X|.

Ejemplo 5.3. Los espacios de los ejemplos 5.1 y 5.2 ambos tienen | X| = 4, la
longitud del latice del primer es 3 y del segundo es 4. Por lo tanto el espacio del
ejemplo 5.1 no es Tj, pero el del ejemplo 5.2 si lo es.
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Teorema 5.1. Un espacio topoldgico (X, T) es Ty siy sélo si su digrafo asociado
D+ no contiene al digrafo:

<>

Figura 5.3:

como un subdigrafo.

Demostracion. Supongamos que el espacio topoldgico (X, 7) no es Ty, de manera
que existe un par de puntos para los cuales cada conjunto abierto que contiene
a p también contiene a ¢, y viceversa. De esta manera que p € B, y ¢ € B,, de
forma que

SR

Figura 5.4:

debe ser un subdigrafo del digrafo asociado al espacio D(7). Por otra parte, si
existe por lo menos un conjunto abierto que contenga a p y no a ¢, entonces
q ¢ By, y su digrafo no podré contener al subdigrafo anterior. O]

Ejemplo 5.4. Los espacios de los ejemplos 5.1 y 5.2, tienen los siguientes digrafos
asociados.

Figura 5.5:

Definicién 5.3. Un espacio topoldgico (X,7) es un espacio 11, si dados dos
puntos distintos x,y € X, cada uno posee una vecindad que no incluye al otro,
(Notar que las vecindades no tienen que ser disjuntas).

De lo anterior se observa que un espacio topologico T} es disconezo, ya que
cada punto es una componente separada y es al mismo tiempo abierto y cerrado.
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Proposiciéon 5.2. Si un espacio topologico es Ty y finito entonces tiene la
topologia discreta.

Definicién 5.4. Un espacio topoldgico es un espacio Th si cada punto del espacio
. 2
es un abierto, o un cerrado o ambos.

Proposicion 5.3. Si un espacio topolégico es

1. T, entonces es T:.
2

2. Th entonces es Tj.
2

Demostracion. 1. Que un espacio T} es T 1 se sigue del hecho de que en tal
espacio cada punto es abierto y cerrado al mismo tiempo.

2. Un espacio Th es Ty ya que el digrafo asociado a T% contiene sélo vértices
de los siguientes dos tipos:

Y A
Punto abierto Punto cerrado
Figura 5.6:

y por lo tanto el subgrafo

<>

Figura 5.7:

no puede estar presente.

Ejemplo 5.5. El espacio del que su digrafo asociado es
1

3 4

Figura 5.8:

es un espacio T% , ya que cada punto es abierto (1,3,4) y cerrado (2,5). Dado
que ninguin punto es abierto y cerrado al mismo tiempo no es 7.
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Ejemplo 5.6. El espacio para el cual su digrafo asociado es

4

Figura 5.9:

es Ty ya que no contiene al subdigrafo

>

Figura 5.10:

pero no es 11 porque los puntos 2 y 4, no son ni abiertos ni cerrados.
2

Definicién 5.5. Un grafo bipartito G(V, E), es un grafo cuyos vértices se pueden
separar en dos conjuntos V; y V5 tales que

» VUV =V,
» ViNVa =10,

» Vo, 29 € V1 y Yyp,y2 € V3 no existe ninguna arista e = (1, x2) ni
€= (Zh, yz)-

Proposicion 5.4. Un espacio es T% sty solo si su grafo es bipartito.

Observacién 5.1. A partir de este momento se denotard, en un grafo, a un
punto cerrado por un circulo relleno y a un punto abierto por un circulo abierto.

Definicién 5.6. Al grafo cuyos vértices estén representados por circulos rellenos
o bien por circulos abiertos es llamado grafo coloreado.
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Ejemplo 5.7. El grafo asociado al espacio T% del ejemplo 5.5 es

1

3 4
Figura 5.11:

5.2. Espacios regulares y normales.

Definicién 5.7. Un espacio topoldgico (X, 7) es llamado regular si este satisface
que dado un conjunto A y punto p € X tal que p ¢ A, existen conjuntos abiertos
disjuntos U y V talesque ACU ypeV.

Figura 5.12:

Dado un conjunto cerrado A que no sea abierto al mismo tiempo, se observa
que A — A # (), asf para algiin p € A — A se tiene que pN A = p, con lo cual
pN A #D. Lo que implica que py A son los conjuntos abiertos més pequenos
que contienen a p y A, respectivamente.

De lo anterior se puede concluir:

Proposiciéon 5.5. Los unicos espacios requlares finitos son aquellos en los cuales
cada conjunto es cerrado y abierto al mismo tiempo.

Demostracion. Supéngase que el espacio topolégico (X, 7) es regular. Si se elige
un par arbitrario de puntos p,q € X, se observa que puede ocurrir cualquiera de
los dos casos siguientes:

peB,NB, o peB,NB.

Del hecho de que el espacio X es regular, By es abierto. En cualquiera de los dos
casos es necesario construir un conjunto abierto que contenga a p y que sea mas
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pequeno que B,. Lo cual es una contradiccién, ya que B, es el conjunto abierto
mas pequeno que contiene a p no puede existir otro menor a él a menos que
suceda que: B, = By 0 B,N By = () o bien B, = B, N 1. O

De esta manera los conjunto basicos distintos constituyen una particion de X
y en este caso el espacio es disconexo, teniendo asociada la topologia indiscreta.

Ejemplo 5.8. Si el conjunto X = {1,2, 3,4} tiene asociado la topologia
7 ={0,1,2,12,34,134,234, X } y su latice es:

123

23

Figura 5.13:

entonces X es regular. El digrafo asociado a este espacio es

° °
1 2 3 4

Figura 5.14:

Observacién 5.2. Un espacio regular no es T a menos que tenga asociada la
topologia discreta. En cualquier caso la latice de un espacio regular es isomorfo
a un algebra Booleana.

Definicién 5.8. Sea un espacio (X,7) es llamado normal si satisface que da-
dos dos conjuntos cerrados disjuntos A, B, entonces existen conjuntos abiertos
disjuntos U y V talesque ACU y BCV.

Figura 5.15:
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De la definicién de espacio regular se puede observar que:

Observacion 5.3. Todo espacio regular es normal puesto que un conjunto ce-
rrado de un espacio regular es abierto y por lo tanto eligiendo U = Ay V = B,
se satisface la definicién de espacio normal.

Proposicién 5.6. Si un espacio (X,7T) es normal, dados A y B cerrados con
AN B =1 entonces AN B = {).

Proposicion 5.7. En un espacio normal, si A es cerrado entonces A es cerrado.
Demostracion. Supongase que A es cerrado, sea
B=X-A.

Evidentemente B es cerrado, 4 NB=0y AUB = X. De cualquier modo,
ANB= Q, y esto implica que B = B, en otras palabras que B es abierto y por
lo tanto A es cerrado. m

Si A es cerrado, por la proposicién anterior, A es una componente del espacio.
En particular, si A = p € X donde p es un punto cerrado, entonces B, es una
componente. Asi un espacio normal consta de componentes que son indiscretos
o que contienen sélo a un punto cerrado.

Ejemplo 5.9.

Figura 5.16:

Ejemplo 5.10. El espacio X = {1,2,3,4}, con la topologia 7 = {0, 3,12,34,123, X }
y cotopologia {T}* = {0, 4,12, 34, X'},

1234

123 134

Figura 5.17:
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es normal a partir de que la coclausura de todos los conjuntos cerrados es
cerrada.

D=0 1=34
2=12 124 = 1234
34 =234 1234 = 1234

Este espacio no es regular, ya que por ejemplo, el conjunto {4} no es abierto. El
digrafo de este espacio es:

——<—=o
1@2 3 4

Figura 5.18:
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Capitulo 6
Combinatoria.

Espero que la salida sea gozosa,
Y espero munca regresar.
Frida Kahlo.

Ya se han definido algunas de las caracteristicas mas importantes de los espa-
cios topoldgicos, y ahora es necesario introducir los conceptos de combinatoria,
que son necesarios para analizar las caracteristicas de cada uno de los elemen-
tos del espacio, entre los cuales se encuentran, su cardinalidad, el ntiimero de
conjuntos conexos y las funciones generadoras.

6.1. Cardinalidad de una topologia.

Del Capitulo 1, podemos recordar que todo conjunto abierto de un espacio
topoldgico puede ser obtenido de la unién de elementos de la base irreducible
B de su topologia 7 asociada. Es importante notar que no todas las uniones
produciran distintos conjuntos abiertos.

Observamos un caso arbitrario de la unién de elementos basicos

V=B UBU... (6.1)

si en determinado caso ocurriera que By C Bs, entonces es claro que B; puede
ser excluido de la unién y este hecho no afectaria en ninguna forma el resultado
de tal unién. Por otra parte, no siempre existiran en elementos basicos compara-
bles y por tanto no siempre se puede hacer esta reduccién de términos en ciertas
uniones.

Considérese un espacio topolédgico (X,7) el cual es un espacio Ty, para el
cual su grafo dirigido asociado D(7) no contiene pares de vértices conectados
por més de una arista. En tal caso G(7') se obtiene solamente reemplazando una
arista dirigida por una no dirigida como se estudi6 en el capitulo 3 y los pares de
elementos basicos comparables corresponden a los vértices adyacentes de G. De

61
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esta manera conjuntos abiertos distintos seran producidos si inicamente aquellas
uniones de elementos bésicos estan formadas por los correspondientes conjuntos
de vértices de GG, en donde ningtin par de vértices son adyacentes.

Definicién 6.1. Sea G = (V, E) un grafo. Un subconjunto I de V se le llama
conjunto independiente si para todo p,q € I {p,q} ¢ E.

La discusion anterior se puede enunciar en el siguiente teorema.

Teorema 6.1. La cardinalidad de una topologia finita es igual a el nimero de
conjuntos independientes de vértices del grafo asociado a la topologia.

Ejemplo 6.1. Para el espacio topolégico X = {1,2,3,4} con la topologia

7 ={0,1,3,13,34,123,134, X} que es ademds un espacio Tp, para el cual su
latice es

1234

123 134

Figura 6.1:

los elementos béasicos son
By =1, By=123, B3 =3, B, = 34,

y su grafo es

Figura 6.2:
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Los conjuntos independientes correspondientes a sus conjuntos abiertos son:

Conjunto abierto Independiente
0 0

1 1

123 2

3 3

34 4

13 13

134 134

1234 1234

Definicién 6.2. Sea un espacio topoldgico (X, 7) que no es Ty. Un subconjunto
de vértices de su digrafo asociado D(7T), cada uno de los cuales puede ser loca-
lizado desde algiin otro por un camino dirigido, es llamado componente fuerte
del digrafo.

Definicién 6.3. El digrafo resultante de contraer cada componente fuerte (aso-
cidndoles un dnico vértice para todas las componentes fuertes) a un punto de X
es llamada la condensacion del digrafo.

Ejemplo 6.2. Para el espacio topolégico X = {1,2,3,4,5} con la topologia
7 ={0,1,2,12, X} y que no es un espacio Ty, para el cual su latice es

12345

Figura 6.3:

los elementos basicos son

Bl = 1, 32:2, 83:B4:B5: 12345,
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su digrafo es

Figura 6.4:

La condensacion de la componente fuerte 345 a un sélo punto, produce el digrafo.

3,4,5]

Y

N @

Figura 6.5:

Los conjuntos independientes y conjuntos abiertos correspondientes a este grafo
son:

Conjunto Abierto Independiente
0 0

1 1

2 2

12345 [3,4,5]

12 12

Del anterior ejemplo podemos observar que una componente fuerte consta de
mas de dos puntos.

Denotamos al niimero de conjuntos de vértices independientes del grafo G(7)
de un espacio topolégico (X, 7), por o(7).

Maés atin podemos calcular el niimero de conjuntos independientes para un
grafo G (0G), para el grafo G — p que se obtiene de G al eliminar al vértice p

(0(G —p)) y al grafo G — p — A, que se construye de eliminar el vértice p y sus
vértices adyacentes (0(G —p — A4,)).

Teorema 6.2. Sea el espacio topoldgico (X, T), su grafo asociado G(T) = (V, E)
y un vértice arbitrario p € V', entonces el numero total de conjuntos indepen-
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dientes del espacio es
o(G)=0(G—-p)+0(G—-—p—A4A,).

Demostracion. Sea el espacio topoldgico (X, 7 ), considérese su grafo asociado
G(T) = (V,E) y un vértice arbitrario p € V: Se denota al grafo derivado de

G
Figura 6.6:

G al eliminar a p y a todas las aristas conectadas con p por G — p, con lo cual
cada conjunto independiente en G — p es también conjunto independiente en
G. Asi (G — p) es el niimero de conjuntos independientes que no contienen al
vértice p.

Los restantes conjuntos independientes de G, son aquellos que no contienen a
vértices adyacentes a p, donde cada uno de ellos son unién de {p} con lo conjuntos
independientes de G — p — A,,, donde A, es el conjunto de vértices adyacentes a
pen G:

Figura 6.7:

Asi el nimero de conjuntos independientes de GG que contienen a p es igual a
o(G—p—A,), por tanto el nimero total de conjuntos independientes del espacio

0(G)=0(G—-p)+0(G—p—A4,).



66 6.1. Cardinalidad de una topologia.

[
Lema 6.1. Sea G un grafo disconexo con componentes G; (i =1,2,...,n); esto
es,
¢ =Ja,
i=1
entonces

b))

1 2 3 n-1 n
L4 O———————0® o o o e———— 0
R
entonces
U(Pn) = Fn+17

donde F,, es el numero de Fibonacct para n.
Demostracion. Recordemos que o(G) = o(G —p) + (G —p — A,), de donde:
o(Fn) = 0(Fu1) +0(Pos)
la cual es idéntica a la relacién de recursién de nimeros de Fibonacci F),:
F,=F,1+F,o (Fi=1F=2).

Con esto los valores de o(F,) esta en funcién del valor de F,,, a partir de donde se
observa que P tiene dos conjuntos independientes (), 1) y P, tiene tres (0, 1,2).
Asi 0(P,) = Fypyy. O

Dado un espacio topolégico finito (X, 7 ), sea R el nimero de elementos de
X; entonces el nimero total de subespacios es 2.



Capitulo6. Combinatoria. 67

Ejemplo 6.3. Para un espacio topolédgico, para el cual su topologia tenga aso-

ciado el grafo se obtiene

G(T)

Figura 6.8:

TI=0( 1)
=o(C.)*+ o 2)

G-p-Ap

:0'<P9)—|—0'(P3UP3)
:0'<P9)—|—0'2(P3)
:F10+F42

=114

6.2. Cardinalidad de un subespacio.

Nuimero de conjuntos que contienen a un
conjunto dado.

Ahora el objetivo es hallar el nimero de conjuntos abiertos que contienen a
un subconjunto S C X como subconjunto de estos; este nimero de subconjuntos
serd representado por n(S).

En el Capitulo 1 se pudo observar que:

Observacion 6.1. La coleccién de conjuntos abiertos que contienen un subcon-
junto arbitrario S C X es isomorfo al subespacio topologico de X — Sy por lo
tanto n(S) = |7 (X — 9)|.

Teorema 6.3. Sea un espacio topoldgico (X,7T) con su grafo asociado G y sea
un subconjunto arbitrario S C X ; entonces el numero de conjuntos abiertos que
contienen al subconjunto S es

n(s) =o(G — S — AT(9)).
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Demostracién. Recordemos que S = S U AT(S), donde AT(S) es el conjunto de
vértices adyacentes a alguno punto de S del digrafo asociado a 7 D(7); ademas
el digrafo asociado al subespacio X — S , es el subdigrafo de D(7") inducido por
x-S

Como G — § =G — § — AT(S) entonces n(s) = o(G — S — A*(S)). O

Teorema 6.4. Sea un espacio topoldgico (X,T) con su grafo asociado G y sea
un subconjunto arbitrario S C X; entonces el numero de conjuntos cerrados que
contienen al subconjunto S es

n*(s) =o(G—-S—A(9)).

Demostracion. La demostracidén es similar a la del teorema anterior. ]

Ejemplo 6.4. Sea un espacio topolégico (X,7), con X ={1,2,3,4} 'y
7 ={0,1,3,13,34,123,134, X }, su digrafo asociado es

1 2 3

[ BN

Figura 6.9:

Si S =12, entonces AT(S) =3y A~ (S)=0,y
n(S)=oc(e)=0c(P)=F=2y n*(S)=oc(e—e)=0c(P)=F;=2.

Ejemplo 6.5. Considérese el espacio con el digrafo asociado

Figura 6.10:

En el ejemplo 6.3 se calculé la cardinalidad de este espacio a través de su grafo
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asociado y se obtuvo que |7| = 114.

Si se considera a S = 126, entonces

~ J—

S =123567, S =12610

y por tanto

n(S)=a(" )

= o(P3)o(Py) = 10,

n(S)=(r" )

= [o(P)]? = 25.

Corolario 6.1. Sea un espacio (X,7T) que es Ty, donde sus conjuntos constan
. . 2 ‘ .
de un solo elemento, entonces el nimero de conjuntos abiertos que contienen al

elemento p es n, = n({p}). Asi

i) Sip es abierto entonces n(p) = o(G —p) y n*(p) =o(G —p— A4,).
ii) Sip es cerrado entonces n*(p) = o(G —p—A4A,) yn(p) = o(G —p).

Demostracion. Esta conclusion es evidente del hecho que si p es abierto entonces,
P=pyDp=pUA, ademds si p es cerrado, entonces p=pU A, y p =p.

Lema 6.3. Sea un espacio topoldgico (X, T), que es T%, para el cual sus con-

juntos constan sélo un elemento, entonces n, + n, = o(G).

Ejemplo 6.6. En el espacio dado en el ejemplo 6.4

2 3

oN

1

]
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6.3. Conjuntos Conexos.

En esta seccién el objetivo es hallar el nimero de conjuntos conexos de un
espacio topoldgico (X, 7) a través de su grafo asociado. Tal nimero serd repre-
sentado a partir de este momento por p(G).

Definicién 6.4. Gep es el grafo obtenido de G al eliminar el vértice p y conectar
cada par de elementos adyacentes a p a través de una arista.

X

%

/
<

Gep-.

Figura 6.11:

Teorema 6.5. Sea un espacio topolégico (X,7T) y G(7T) su grafo asociado, en-
tonces el numero de conjuntos conexos es

p(G) =p(G —p)+p(Gep)—p(G—p—A4,)+1.

Demostracion. Es evidente que el nimero de conjuntos conexos que contienen
a p es igual a uno mas el nimero de conjuntos conexos que al menos contienen
un elemento de A,. Ahora bien el nimero de conjuntos conexos de G ® p que no
contienen a ningun elemento de A, es

p(Gep—A,)=p(G—-p—4,),
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con esto se observa que el nimero de conjuntos conexos que contienen al menos
un elemento de A, esta dado por p(G e p) — p(G — p — A,) entonces el nimero
total de conjuntos conexos de G que contiene a p es

p(Gep)—p(G—p—A)+1.
Ademds p(G — p) es el nimero de conjuntos conexos que no contienen a p, por
tanto
p(G) = p(G —p) +p(Gep) —p(G—p—A4,)+1.
[

n

Corolario 6.2. Sea | JG; la unidn grafos disjuntos, entonces su nimero de con-
i=1

Juntos conexros es

P(UGi) = ZP(Gi) —n+1

Demostracion. La demostracién surge de la demostracién del teorema anterior
y de la definicién de conjuntos disjuntos. n

Observacion 6.2. Sea un camino de n vértices P, entonces el niimero de con-
juntos conexos es

p(Pn) = 2p(Py1) — p(Po2) + 1.

Lema 6.4. Sea P, un camino de n vértices, por tanto el numero de conjuntos
conexos se calcula como:

p(P) = gnln+1)+1

Demostracion. La prueba se realizarda mediante induccion matematica.
Es facil ver que p(Py) =2y p(FP) = 4.
Supdngase que se cumple para n.

Ahora bien para n + 1

p(Poi1) =in+1)(n+2)+1

s +2n4+n+2)+1
snP+n+in4+ 141
in(n+1)+ 1]+ (n+1)

p(Pn) +(n+1)
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Ejemplo 6.7. Para la topologia del cual su grafo es:
p

P (G)=20(/\/)-p(. /)+1

=2[(1/2)4* 5+ 1]-[2+4-2+1]+1
=18

Asi de los 32 subespacios de este espacio, 18 son conexos.

En un espacio T' 1 los puntos pueden ser particionados como X = Xy U X,
donde los elementos de X, son puntos abiertos y los de X, son cerrados.

Los conjuntos abiertos conexos se clasifican como:
i) 0,
ii) abiertos de un sélo elemento,

iii) uniones de elementos basicos de puntos cerrados.

Nota 6.1. Algun otro tipo de abierto puede ser conexo en un espacio T% ; un par
de puntos abiertos y cerrados pueden ser adyacentes en el grafo.

Observacion 6.3. El nimero de conjuntos conexos abiertos de un espacio X,
se calcula a través de su grafo asociado G por

Po(G) = | Xo| + p(Ge)-

Observacion 6.4. El niimero de conjuntos conexos cerrados de un espacio X,
se calcula a través de su grafo asociado G por

pe(G) = | Xe| + p(Go).
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Ejemplo 6.8. Para el espacio dado en el ejemplo 6.7, supdéngase que los puntos
son particionados en dos conjuntos de la siguiente manera

Figura 6.12:

Con lo cual las dos condensaciones de G son

Ao_o

Figura 6.13:

Entonces

A(G)=IX| +p ()

=2+8=10,
R(G)=1X| +P(—)
=3+4=7

donde p(G) = 14, asi 5/7 de los conjuntos abiertos del espacio son conexos y 1/2
de los conjuntos cerrados.

6.4. Funciones Generadoras.

Definicién 6.5. En un espacio topolégico (X, 7), la funcion generadora de los
conjuntos abiertos esta defina por

|X]
F(D;z) = ZNk(D)zk;
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donde D es el digrafo de la topologia y Ni(D) es el nimero de conjuntos abiertos
con cardinalidad k.

Observacién 6.5.
o(G(D)) = F(D;1)

Teorema 6.6. Sea un espacio topoldgico (X,T) que es Ty entonces su funcion
. . 2
generadora para sus conjuntos abiertos es

F(D;z)=F(D —p;z)+ zH'A;'F(D —p— A;;Z)v
p cerrado.

Demostracion. Supongase que X es particionado por X = X, U X,y p € X..
Al eliminar p no cambia la cardinalidades de los conjuntos bésicos asociados con
otros puntos, cada conjunto abierto de D — p también son conjuntos abiertos
de D con la misma cardinalidad. Los otros conjuntos abiertos de D surge de las
uniones de B, = {p} U A} con conjuntos abiertos de D —p— A}, donde tal unién
incrementa la cardinalidad de un conjunto abierto obteniendo 1 + [A}|, con lo
cual

F(D;z):F(D—p;z)+zl+|A;|F(D—p—A;;z).
U

Lema 6.5. Si un espacio topoldgico (X,T) es disconexo asi digrafo asociado
puede ser expresado como D = Dy U Dy entonces

N(D) = " Ni_i(D1)Ni(Do).

=0

Demostracion. Dado que X es disconexo, su digrafo asociado puede ser expre-
sado como D = Dy U Dy, entonces un conjunto abierto de cardinalidad k resulta
de la unién de un conjunto de cardinalidad [ en un componente y uno de cardi-
nalidad k£ — [, luego

Ne(D) = " Ni_i(D1)Ni(Do).
=0

Lema 6.6. Si un espacio topoldgico (X,T) es disconexo entonces

F(Dl U DQ, Z) = F(Dl, Z)F(DQ, Z).
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Demostracion. Esta demostracion es directa, ya que solamente sustituimos el
resultado del lema anterior en la definicién 6.5. m

Ejemplo 6.9. Para el espacio topolégico T%, con
T ={0,1,3,4,13,14,34,45,134, 145, 345, 1234, 1345, X };

para el cual su digrafo es

Figura 6.14:

de la formula de recursién se obtiene que
F(D:z)=F(." /;z)+Z'F(+2)
=1 +221+24+2%)+2"(1+2)

=1+4+32+4224+3234+2:442°

Lema 6.7. Sean un espacio topoldgico (X,T) que es T% y un subconjunto Y C
X, entonces

z +
F(D;z) = (1+ Z)\Xo\ Z Z|Y|(1+_Z)|A ()]
YCXo

n
P
entonces Y es un conjunto abierto con cardinalidad Y| + |AT(Y)| y contribuye
con el término 2V HIATMI o F(D: 2). Por otra parte, conjuntos abiertos distintos
son formados por la uniéon con Y de algiin subconjunto de elementos de X
con cardinalidad | Xo| — |[AT(Y)| que son adyacentes a algiin elemento que no es

miembro a Y. Por tanto cada Y C X, contribuye con un total de

Demostracion. Sip € X,, entonces B, = {p} U A, ahora bien como Y C X,

(1 4 )Pl A+ MY +A* ()
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términos a F'(D; z) . Finalmente, sumando estos términos se tiene:

|A* (V)]
F(D;z) = (1 + 2)I¥0l Z Y1 ( - ) :

YCX. 1 + o

Corolario 6.3. Si un espacio topologico (X, T) es T% yY C X,, entonces
o(G) = Z 91 Xo|=[A* (V)]
YCXe

Demostracion. La férmula se obtiene al sustituir z = 1 en el resultado del teo-
rema anterior. O

Ejemplo 6.10. Considérese el espacio dado en el ejemplo 6.9.
Los cuatros subconjuntos de X, = {1, 2} dados son:

Y Y] [AT(Y)]

0 0 0

1 1 3

2 1 1

12 2 3
luego

F(D;z) = (1+2)°

142 (= 3+z : + 22 AN
142 1+2 142

=143z+42%+ 323+ 224 4 25,

Ademéds podemos ver que F(D;1) = o(G) = 14.

Teorema 6.7. Sea un espacio topoldgico (X,T) que es T%. La funcion gene-
radora de sus conjuntos cerrados esta dada por:

F(D';2) = 2XF(D; 271
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Demostracion. Considérese un conjunto cerrado con cardinalidad k£ que es el
complemento de un conjunto abierto de cardinalidad |X| — k. Se demostr6 que

Asi
R
F(D';z) =) Ny(D')z*
k=0
| X
k=0
| X|
— ZNk(D)ZIX\—k
k=0
= XIF(D; 27

]

6.5. Funciones de correlacién de dos puntos en
espacios T% .

6.5.1. Conjuntos abiertos que contienen un par dado.

Definicién 6.6. Sea un espacio topolégico (X,7) y un subconjunto S C X.
Definimos a la probabilidad de que algun conjunto abierto de X contenga al sub-
conjunto S como P,(S), y se calcula por

P,(S) = o(G - 8)/o(G).

Definicién 6.7. Sea un espacio topolégico (X, 7), la funcién de correlacion de
dos puntos en el espacio, para un par de puntos (p, q) es

To(p.q) = Po(p,q) — Po(p)Po(q).
Definamos
oG—p)=0c—0a, ¥y o(G—p—q) =0 —a, —a;—ay,

donde
c=0(G),a,=0(G—p—A4,),y ap,=0(G—p—q—A,— Aq).
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2

Proposicién 6.1. En un espacio T1 dados dos puntos p,q abiertos o cerrados.
/. 2 .
Hay tres casos especificos que se deben considerar:

1. p y q ambos abiertos.
Lo(p,q) = [0(G)o(G —p = q) = o(G = p)a(G — q)]/o*(G).
= (00, — apg) /07,
2. p y q ambos cerrados
Lo(prq) = [0(G)r(G—p—Ay—q—A,)—0(G—p—A,)o(G—q—A,)]/0*().
= (00 — apay) /0.
3. p abierto y q cerrado.
[o(p.a) = [0(G)o(G — p— g — A)) — (G — p)o(G — q — A,)]/0*(G).

para este caso el valor de o depende de que p y q sean o no adyacentes

o | oy, sip€ Ay
o(G-p-g-4)= { QgQlpg, SID E Ay

Sip ¢ A, entonces

Lo(p, q) = (pag — Oapq)/‘72-

Por otra parte si p € A, entonces

Lo(p,q) = apaq/az'

Demostracion. 1.
Lo(p,q) = P, — Po(p) Po(q)
_o(G-p—q) a(G-p)o(G—q)
o(G) o(G)  o(G)
_0(G)a(G—p—q)—a(G —p)o(G —q)
o*(G)
Las demostraciones de los otros dos casos son de manera anéloga. O

Observacion 6.6. La funcién de correlacion del caso 3 para cuando el punto
p ¢ A, de la proposicién anterior es la funcion de correlacion negativa del caso 1
y 2.
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6.5.2. Conjuntos abiertos y cerrados que contienen un par
dado.

Definicién 6.8. Sea un espacio topolégico (X,7) y un subconjunto S C X,
definimos a la probabilidad de que S esté contenido en cualquier conjunto abierto
o cerrado del espacio como P,.(S),

P, =[0(G = 8) + 0(G = 9)]/20(G).

Asi la funcién de correlaciéon I'yo(p, ¢) tienen una forma similar a I',(p, ). Hay
dos casos especificos:

1. p y q ambos abiertos o ambos cerrados
Foc(p7 q) = [U(G —P—q— AP - Aq) + 0<G —pP— q) - 1/20(G)]/20(G)a

de donde
Loc(p,q) = (a0 — 20, — 200y + 4avyy) /40

2. p abierto y ¢ cerrado
Loc(p,q) = [0(G —p—q—Ag) +o(G—p—q—A4) —1/20(G)]20(G),
del cual, sip ¢ A,
Loc(p, q) = —(0 — 200, — 200y + 4avy,) /40,
que es el negativo del caso 1. Si p € A,, entonces

Loc(py @) = (20 + 20, — 0) /40

6.5.3. Conjuntos abiertos que contienen exactamente un
miembro de un par.

Definicién 6.9. La funcion de correlacion que considera la probabilidad de que
exactamente un miembro de un par de puntos pertenezca a un conjunto abierto
es

I)(p,q) = Py(p,~ q) + Po(~ p,q) — Po(p) Ps(~ q) — P,(~ p) P,

donde por ejemplo P,(p,~ ¢) es la probabilidad que un conjunto abierto arbi-
trario que contenga a p y no q.
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2

Recordemos que P,(p) = o(G — p)/o(G), de la definicién anterior podemos
ver que P,(~p) =0c(G —p)/o(G). Asi

Eo(p:~ q) + P(~ p,q) = [0(G) = 0(G = pg) — o(G = pg)l/a(G).

Para este tipo de funciones de correlacion también se observan dos casos
especificos:

1. p y g ambos abiertos o ambos cerrados.
L'y(p: q) = 2(apay — go‘pq)/UQ-
2. p abierto y q cerrado

! _J 2(oap, — O‘pa(I)/Uga sip ¢ Ay
Lolpq) = { —2a,0q/ 02, sip e A,

En ambos casos ' (p, ¢) = —2I,(p, q).

Ejemplo 6.11. Para el espacio del cual su grafo es:

[ JNN
on
®c,
LN

G(T)

Figura 6.15:

los valores numéricos de la funcién de correlacién para los cuatro diferentes tipos
de conjuntos de dos puntos son:

p7 q Fo(p7 q) Foc(p7 Q) P:J(p7 q)

1,2 3/32 1/16 —3/16
2,3 1/16 0 —1/8
1,3 1/32 1/16 —1/16

1,4 1/64 0 —1/32



Capitulo 7
Topologia de Enlace.

El hombre nunca sabe de lo que
es capaz, hasta que lo intenta.
Charles Dickens.

Comenzando con una estructura representando una molécula, buscamos con-
struir un espacio topoldgico que represente esta estructura. Este problema no
tiene matematicamente una unica solucién, existen varias formas adecuadas de
asociar un espacio topoldgico con una estructura dada y es en gran parte un
asunto de la ingenuidad el construir un espacio que enfatice esos aspectos de
la estructura considerados como importantes. Esto es un poco diferente de la
situacion usual encontrada en la aplicacion de matematicas a problemas quimi-
cos, en el cual hay usualmente solo una forma correcta de asociar. Asi lejos en
el estudio de la topologia molecular no se han descubierto isomorfismos entre
las construcciones matemaéaticas por una parte y los objetos u operaciones por
la otra. Ya que el conjunto de operaciones de topologia son muy diferentes en
estructura al del algebra usual encontrada en las teorias fisicas.

Hasta ahora la busqueda de métodos exitosos para la construccién de topolo-
gias moleculares sean concentrado en la adyacencia atémica como la caracteristi-
ca clave de la estructura. Especificamente para un espacio topolégico molecular
(X, T) el conjunto X es tomado para representar un conjunto de atomos de car-
bono en el caso de hidrocarburos saturados o un conjunto de orbitales de carbon
p, en el caso de un conjugado, hidrocarburo no saturado, y es derivado de los
lazos entre estos atomos u orbitales implicados por la férmula estructural de la
molécula.

Dado que los conjuntos abiertos son los bloques de construccion de un es-
pacio topoldgico y los lazos son lo mismo para las estructuras moleculares, un
paso natural es requerir que cada lazo sea un conjunto abierto; esto es si p y ¢
son atomos conectados, entonces nos preguntamos si {p,q} € 7. La topologia
mas pequena en X para la cual esto serd cierto es la definida por la subbase
consistente de la coleccion de lazos de dos conjuntos. La topologia asi definida
sobre una molécula es llamada topologia de enlace.

81
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Es necesario aclarar que en lo temas que se analizardn a partir de ahora no im-
portan las sustancias que forman a las moléculas, solo nos interesard su estruc-
tura grdafica. Ademds que esta teoria solo es aplicable a hidrocarburos saturados
(derivados de carbon p).

7.1. Construccion de la Topologia de Enlace

Definicién 7.1. La topologia de enlace es definida como la topologia mas pequena
en el conjunto X de atomos en el cual cada conjunto de un par de atomos ad-
yacentes es abierto. En otras palabras, la topologia de enlace es la generada por
las subbases

E ={{p,q}|p v q adyacentes en G}.

Ejemplo 7.1. Las subbases para la topologia de enlace del 2-metilpenteno

VAN

1 3 5

Figura 7.1:

consisten de los conjuntos

{1,2}, {2,6}, {2,3}, {3.,4}, vy {4,5}.

Los elementos de las bases en la topologia de enlace estan dados como en el
capitulo 1
B, = () {p.a-
q€Ap
donde A, es el conjunto de dtomos adyacentes a p. De lo anterior podemos
describir a B, de forma mas simple

Observacién 7.1.
{ pUA,, sipesdegrado 1;
B, =
D, en otro caso.

Ejemplo 7.2. Para el espacio del ejemplo 7.1 los elementos basicos son:
By ={1,2} B,={4}

B, = {2} Bs = {4,5}

B3 = {3} Bg = {27 6}
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7.2. Estructura de la topologia de enlace.

7.2.1. Estructura de grafo.

Definicién 7.2. El digrafo de la topologia de enlace para un hidrocarburo ge-
neral serd disconexo, constan solo de los siguientes cuatro tipos de componentes
estructurales:

° e ] —————— 0 < o
r [ S’ s"
Figura 7.2:

Proposicion 7.1. Los espacios de la topologia de enlace son espacios normales;
ya que sus componentes estructurales constan solamente de un punto cerrado.

Observacién 7.2. De la estructura del carbén de eteno y del etileno se obtiene
que su digrafo asociado es (a) y para el neopenteno su digrafo asociado es (b).

>

(@) (b)

Figura 7.3:
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Ejemplo 7.3. El digrafo del espacio de los ejemplo 7.1 y 7.2

6
) 4
. \
1 3 5
Figura 7.4:

En una topologia de enlace se pueden hallar los siguientes tipos de compo-

nentes:

Componente Digrafo Tipo Tipo
Atomo
o abierto
r r r cerrado
(3 [ Y S abierto
t S t cerrado
. s’ abierto
s - > o < o
t s’ t t cerrado
tl!
B s” abierto
” S 1
S t cerrado
t’l t”
Figura 7.5:

Para un espacio general se denotara esta topologia por

’ 17
S 8

/
r's’s s
’ ” ,
donde k = (r,s,s,s ) es el nimero de componentes de k.

Proposicién 7.2. Los dtomos de este tipo de espacios, son abiertos o cerrados
(o ambos). Por tanto, estos espacios con topologia de enlace son todos T .
2
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Proposicién 7.3. Una cadena lineal de N dtomos (N > 3) tiene una topologia

de enlace

N2
Proposicion 7.4. Una molécula ciclica de N datomos tiene asociada una topologia
discreta V.

Ejemplo 7.4. Para el naftaleno (a) y el ciclodecapentaeno (b), ambos tienen

topologia r'°.

7.2.2. Estructura de Latices.

Componente Digrafo Latice
1 1
r .
[
12
1 2
S ———=o 2
[
123
. 1 2 3
s o > o < o 12 23
2
)
2 1234
S 1 123 124 o134
13
4 3 12 14
3
0

Figura 7.6:
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El latice de la topologia de enlace para una molécula general tiene la estruc-
tura de componentes

/ "
S "8

/
r's’s s

asi su latice es

Figura 7.7:

Ejemplo 7.5. Para los ejemplos 7.1 y 7.2, el latice de la topologia de enlace de

6

QW
1 3 5

Figura 7.8:

/
para el cual su estructura de componentes es rss , es

126
450

12 26

Figura 7.9:
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7.2.3. Clases Homeomorfas.

Teorema 7.1. Con la topologia de enlace, si un par de moléculas tienen el mismo
valor de sus componentes estructurales entonces son homeomorfas.

Ejemplo 7.6. Las estructuras

AN T QL O T

Figura 7.10:

todas tienen una topologia de enlace de rs?.

7.3. Propiedades combinatorias de la topologia
de enlace.

7.3.1. Funciones Generadoras.

Definicion 7.3. La funcion generadora para la totalidad de conjuntos abiertos

es
RS

Frss s ZNOZJ

N? es el numero de conjuntos abiertos de la cardmahdad 7.

Proposiciéon 7.5. La funcion generadora de cada componente del espacio estd da-
da por:

"

E,(r,s,s,5 )= Fy(r;2) F,(s; z)sFO(s,;z)S,Fo(su; 2)%

donde F,(k; z) es la funcion generadora de conjuntos abiertos para una compo-
nente del tipo k.

Haciendo una inspeccion de los latices dadas en la seccién anterior se observa
que F,(k; z) tiene la siguiente forma:

K Fy(k; 2)

r 1+ 2,

s 1+ z+ 22,

s’ 1424222 + 23,

s’ 1424322 +323 + 24
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Ejemplo 7.7. Para las moléculas con la estructura observada en el ejemplo 7.6
y de las cuales su topologia es r*s?, la funcién generadora de conjuntos abiertos
es

F,(4,2,0,0;2) = (1 4+ 2)*(1 + 2z + 2%)?
= 1462+ 1727 +302° + 362" + 302° + 172° + 627 + 2%
Haciendo z = 1, se obtiene |7| = 144.

Ejemplo 7.8. La cardinalidad de la topologia de enlace

/ 1
S 8

/
r's’s s
esta dada por
/ " ” S,
F,(r,s,8,8 ;1) =2"35t2s 57
La funcién generadora de conjuntos cerrados tiene la forma

F.(r, s, s,s z) = 2"F,(r, s, s,s 27,

donde n = r + 2s + 3s + 4s” es el numero total de dtomos en la estructura.
Asfi los factores de conjuntos cerrados son:

k Fo(k; z)

r 14 2,

s 14z + 22,

s 1+ 24222 + 23,

s’ 1432+ 322+ 23 4 24

Teorema 7.2. Sea un espacio topoldgico (X,T), para la totalidad de conjuntos
abiertos y cerrados, la funcion generadora:

1. para conjuntos abiertos que contienen un subconjunto S C X esta dada por
MIE(X - §;2).

2. para conjuntos abiertos que contienen un subconjunto S C X esta dada por
PIF(X - 5;2).

Demostracion. Para esta demostracién solamente es necesario recordar que la
coleccién de conjuntos abiertos que satisface este criterio (como en el Capitulo
1) es

{SUAJA e T(X - 3)},
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y para los conjuntos cerrados
{SUAAeT*(X - 9)},
O

Observacion 7.3. La funcion generadora para los conjuntos abiertos que con-
tienen a un atomo del tipo r es obtenida de la funcién del espacio completo
reemplazando el factor z por el factor 1 + z.

Ejemplo 7.9. Para la molécula

VAV

1 3 5

Figura 7.11:

de la cual el digrafo de su topologia de enlace es

> @ ° < o
1 2 3 4 5
Figura 7.12:

la topologia de enlace es rs?, de donde su funcién generadora es
F,(rs*2) = (1 +2)(1 + 2z + 252

Asi, la funcién generadora para los conjuntos abiertos que contienen al atomo 3
esta dada por
F,(r;2) = 2(1 + 2z + 2°)%.

Observacion 7.4. La funcion generadora de un subconjunto, es obtenida de la
funcién generadora del espacio completo: para cada componente k,

F,(k;z) — zlkmg‘Fo(k -5 z)
F.(k;2z) — X% F,(k — G 2)

Para un subconjunto que consiste de un solo elemento y para subconjuntos
de dos elementos que corresponden posiblemente a un par de atomos adyacentes,
su funcién generadora puede ser expresada de la forma:

Zoa+2ﬁ+37+46F(r; z)r—aF(S; Z)s_ﬂF(S/; Z)SI —'yF(S”; Z)s”—é

para conjuntos abiertos o cerrados. Los valores de los exponentes para los diversos
tipos de subconjuntos que pueden existir se presentan en la siguiente tabla.
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Exponentes para funciones
generadores de subconjuntos

Conjunto Abierto Cerrado
a B y o a B y o
r 17000 1000
s 11 00 01 00
t 01 0O -11 00
s’ 20 10 00 10
t -10 10 0-110

s” 30 01 00 0 1
t 20 01 00 11
" 2000 2000
s 0100 1100

rs’ 101 0 1010
rs” 220 0 1 1700 1
ss’ 010 O 0100
ss” 311 0 0110
st’ 410 0 0111
st 101 0 0010

s’s” 501 1 00 11
s’t” 20 01 000 1

Figura 7.13:

Ejemplo 7.10. Considérese el enlace (24) del espacio topoldgico para el cual su
digrafo es

Figura 7.14:

del cual sus elementos béasicos son:
Bl - {172}, BQ = {2} Bg = {2,3} B4 == {4} B5 - {5} BG - {5,6}

La topologia de enlace para esta molécula es rss’, de la que el grafo asociado es
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VN

Figura 7.15:

con funciones generadoras

Fok=(1+2)(1+z2z4+2*)(1+ 24222+ 2%
F.k;2)=(1+2)(1+ 2+ 281+ 2z + 22 + 22%) (7.2)

—
~
[S—

SN—

El enlace (24) es del tipo (rs)’, y
m: {274}7 {274} =1,2,3,4

La funciéon generadora de los conjuntos abiertos para este enlace se obtiene reem-
plazando z por 1 + z en 7.1 y 7.2. Tenemos

l+z—2 1+2+2224+2° - 2(1+2)%

F,(2,4) = 2*(1+ 2)*(1 + 2 + 2°), donde a=—1, y=1.

Similarmente, para los conjuntos cerrados

l+z—2z 14224224 2° = 25

FC(274):Z4(1+Z+22), donde a=1, 7:1'

7.3.2. Enlaces topoldgicos de pesos en un sistema m-electron.
Ahora analicemos los patrones que siguen los enlaces en un sistema 7-electrén.

Definicién 7.4. El orden de un enlace topolégico, es la contribucion de un par
de dtomos adyacentes dados a el espacio, o bien la fracciéon de conjuntos abiertos
(o cerrados) que contienen a este par de atomos y es por ello que su valor oscila
entre 0 y 1 y su funcién esta dada por

mi(17) = i (i7)/[T| con k= o,¢

donde ng(ij) es el nimero de conjuntos del tipo k (abierto o cerrado) que con-
tenga a {i,7}
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Observacion 7.5. Ademds 7, (ij) puede ser expresado en términos de funciones
generadoras, el total de conjuntos son obtenidos por asignar z = 1,

Ejemplo 7.11. Para el polieno lineal C,H,, o,

1 2 3 n-1 n
L . L] . o

Figura 7.16:

y su topologia de enlace esta dada por el digrafo

e D
Figura 7.17:

que es r"~*s%. El enlace (12) es del tipo st, y

21+ 2)" 1+ 2+ 2%
(14 2)n=4(1 + 2 + 22)?

70(12) = 7, (12) =

z=1

el cual es independiente del valor de n.

Observacién 7.6. m,(ij) puede ser interpretado como la probabilidad que un
conjunto abierto, seleccionado aleatoriamente, contenga a {i,j}.

Definicién 7.5. La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto
abierto que contenga al enlace (ij) es

po(ij) = Y 10ul/_|Oul,
OnD{ij} n

donde 7 = {O,|n=1,2,...,|T|}.
Ahora bien La probabilidad de seleccionar aleatoriamente un conjunto cerrado
que contenga al enlace (ij) es

pe(ig) = > 1Cal/D |Cul,
CnD{i,5} n

donde 7% = {C,In =1,2,...,|7T"|}.
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Proposicién 7.6. Las probabilidades de cardinalidad de peso son calculadas a
partir de las f funciones generadoras

X

Fu(S;2) = Y Ni(8)2" (a=o0.0),
k=0

donde NZ(S) es el nimero de conjuntos abiertos o cerrados de cardinalidad k
que contienen a S C X.

Observacién 7.7. F,(S;z) = F(0; 2).
Por ejemplo,

d
0, = —F,(S;
Z | ”‘ dz O(S’Z)

SCOn

d
E - —F
y - ’On‘ dZ O(Z)

z=1 z=1

Ejemplo 7.12. Para los polienos de el ejemplo 7.11 teniendo las funciones gen-
eradoras,

Fo(2) = Fu(2) = (1 + 2)" (1 + 2 + 2%)?,
F,(12;2) = F,(12;2) = 22(1 4+ 2)" (1 + 2z + 27),
para el cual , ,
plig) = F (ij;1)/F (1)
= (n+2)/3n.

Ejemplo 7.13. La molécula

3 4

Figura 7.18:
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tiene la topologia de enlace ss':

Figura 7.19:

Las funciones generadoras son:  F,(2) = (1 + z + 2?)(1 + 2z + 222 + 23),
F,(12;2) = 22(14+ 2)(1 + 2z + %) (s't enlace), F,(24;2) = 22(1 4+ 2)® (s's
enlace), F,(45;2) = 22(1+2+22242%)  (s't enlace), F.(z)=(1+z+2%)(1+
22 4 2% + 2%),

F.(12;2) = 23(1 4+ 2 + 22), F.(24; 2) = 2°, F.(45;2) = 2%(1 + 22 + 2% + 27),
para lo cual

Po(12) = 538,  po(24) =718,  p,(45) = ,462,

pe(12) = 333, p.(24) =139,  p.(45) = AT2.

El orden de enlace de Hiickel para la molécula es:
p12) = 653, p24) =383, pA4bd)=,924.

Notemos que el valor de p(ij) es aproximadamente el doble del valor de p(ij).



Capitulo 8
La topologia grafica.

Crear es tan facil como ser libre.
Elsa Troilet.

En este capitulo haremos uso de los conceptos dados en el Capitulo 6 pero
ahora para caracterizar a la topologia de enlace.

Un segundo enfoque a la topologia molecular se deriva de la conexion interna
entre la topologia finita y los grafos. Dado que existe una correspondencia uno
a uno entre un grafo y su par 71 topologia-cotopologia, cualquier miembro de
este par puede ser considerado como una descripcion topologica de la estructura
representada por ese grafo. La topologia asi asociada con una molécula es llamada
la topologia de grafos.

8.1. La construccién de la topologia grafica.

En el capitulo 3 se estudio que para cada espacio topoldgico le corresponde un
unico digrafo e inversamente, y también le corresponde un tinico grafo asociado
con su digrafo. Ademsds, la cotopologia del espacio produce el digrafo inverso y
el mismo grafo. La forma esquematica de esta caracteristica es

<D~

G(7)
T<——>D'(T) /

Figura 8.1:

Definicién 8.1. La topologia asociada con una molécula es llamada topologia
grafica.

95
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A partir de ahora el grafo de una topologia representard la formula estructural
de una molécula.

Definicién 8.2. Dado un grafo G, si se le asignan direcciones a sus aristas, el
resultado serd un digrafo transitivo, llamado transitivamente orientable.

Definicién 8.3. La topologia asociada con una molécula es llamada topologia
grafica.

Ejemplo 8.1. El ciclo decapentaeno no es transitivamente orientable, como se
puede observar en el siguiente grafico.

Figura 8.2:

Ejemplo 8.2. El metilenociclopropeno tiene cuatro orientaciones transitivas:

D

) D] D D,

Figura 8.3:

Por otro lado 3-radieleno

Figura 8.4:

no puede ser transitivamente orientable.
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Proposicién 8.1. Para las moléculas con un grafo bipartito G tienen dos
orientaciones transitivas.

Demostracion. Dado que G es un grafo bipartito, su forma esquematica es:

~
oS

G
Figura 8.5:

Las dos orientaciones transitivas de (G, se obtienen cuando se le asigna direccion
a cada artista de V; a V5 y viceversa son:

D D’

Figura 8.6:

Alguna otra orientacion de G no serd de ser transitivo, esto a que la orientacién
serfa de la forma:

|

~
oS

G
Figura 8.7:

que requerird una arista asociada a dos vértices en Vp; lo cual contradecira la
hipétesis de que es bipartito. O
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98
Para una molécula de la cual su grafo GG es bipartito, se observa lo siguiente

T HD(@\
G(T)
re—sp @

Figura 8.8:

Ejemplo 8.3. Para el butadieno y naftaleno , se tienen las siguientes representa-
ciones grafos para sus dos orientaciones graficas son:

D D’
Butadieno
7
D D’
Naftaleno
Figura 8.9:

Ejemplo 8.4. Las dos orientaciones transitivas para el butadieno

oN

2 3 FE 2 3

D D’

1

Figura 8.10:
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de las cuales se tiene los elementos bésicos siguientes
Bl = {17 2}7 BQ = {2}7 B3 = {273a4}a B4 = {4}7
By = {1}7 B; = {17273}7 B3 = {3}7 B = {3’4}'
Las latices de la topologia y cotopologia grafica son

1234 1234

234 123 134

Figura 8.11:

Ejemplo 8.5. Consideremos la molécula para el cual su grafo es

2 3
o 5 4
Figura 8.12:

asi su digrafo asociado para cada region cerrada adyacente a la region abierta:

D

Figura 8.13:
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8.2. Estructura de una topologia grafica

Proposicién 8.2.

1. Para los grafos de una topologia grdfica que son bipartitos, la topologia
grdfica es T%.

2. Un espacio topoldgico y su grafo tienen el mismo niumero de componentes,
al 1qual una molécula conexa tiene espacio grafo conexo.

3. El grafo de un topologia es unico, y solo las moléculas homeomorfas tienen
el mismo grafo.

Ejemplo 8.6. Para la topologia-cotopologia del butadieno, dadas en el ejemplo
8.4 tenemos el grafo

: : J J
GT)
Figura 8.14:

los nimeros de conjuntos abiertos y cerrados que contienen a los enlaces (12) y
(34) son
n,(12) =3  n,(34) = 2,

n.(12) =2 n,(34) = 3,

Observacién 8.1. Sea un espacio 711 y sea G su grafo asociado Los elementos
Ve . 7 2
basicos estan dados por

p abierto: B, = {p}, B;={p}UA4,,
p cerrado: B, = {p} UA,, B,={p};
donde A, = Af — A

Demostracion. Recordemos que B, = {p} UAY, By = {p}UA,, ahora bien se
observa que si p abierto A; = () y si es cerrado A = (), haciendo las respectivas
sustituciones se tiene el resultado. O]
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Ejemplo 8.7. Para la topologia grafica de la molécula

1

3 4

Figura 8.15:

los elementos bésicos son

p 1 2 3 4 d
By {1,2} {2} {2,3} {2,4,5} {5}

=

Definicién 8.4. Sea G(V, E) un grafo con |V| = n, si se enumeran arbitraria-
mente los vértices como vy, vs . . . v,. La matriz de adyacencia A(G) con respecto
a este listado de los vértices esta dada por A(G)=][a;;], entonces

1, si{v;,v;} es una arista de G;
a;; = .
K 0, en caso contrario.

Definicién 8.5. Las bases pueden ser representadas como una matriz M (B)

donde
. 1, sijebB;;
Mi; = { 0, de otra forma.

Esto es, las columnas de M corresponden a los atomos y las filas a los elementos
bésicos.

Lema 8.1. Si j € B; luego existe una arista de i a j en D(T). Entonces
M(B) =1+ A(D),
donde I es al matriz identidad de n X n.

Lema 8.2. Si (X,7*) entonces

M(B*) = M*(B).
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Demostracion. Dado que D(7*) = D'(T), luego A(D') = AT(D), entonces
M(B*) =1+ AT(D)

= M"(B).

Lema 8.3. En un espacio topoldgico grifico:
M(B) + M (B*) = 21 + A(G).

Demostracion. La demostraciéon es evidente al aplicar los dos lemas anteriores y
el hecho de que

A(G) = A(D) + A(D").
O

Definicién 8.6. La matriz A(G) = M(B) + M (B*) — 21 es llamada la matriz
Hamiltoniana de Hickel.

Ejemplo 8.8. Para la molécula del ejemplo 8.7 las matrices bésicas son

M(B) =

[N ell -
SO OO = O
OO = = O
= = OO = O
_— o O O O

M(8*) =

oo o
— o
OO = OO
O = O OO
-0 O O

Con esto, la matriz Hamiltoniana de Hiickel es

01000
10110
M(B)+M(®)—2I=| 010 0 0
01001
00010
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8.3. Propiedades Combinatorias de la Topologia
Grafica

Lema 8.4. Si la estructura de una molécula se describe a través de un grafo G,
entonces la cardinalidad de la topologia grdfica es |T(G)| = o(G), el nimero de
conjuntos de vértices independientes de G.

Corolario 8.1. Para los siguientes caminos ciclos e isocaminos de los cuales sus
grafos son:

L2~}

I,? = &e——@o
C 1 2 3 n-1
h = 6&— @ ® o ¢«
1
. H e L7 :
2
Figura 8.16:

el numero de conjuntos vértices independientes de G son:
i) o(Pn) = Fop
ii) o(C,) =0(P,) —0(Py_y4)
iii) o(i — P,) = 0(P,) + 0(P,_5)

donde los numeros de Fibonacci estin dados por

1 1—|—\/5n+1 1_\/5n+1
(7))

Demostracion. Primero se necesario recordar la forma recursiva de o(P,)

o(Py,) = 0(Py1+0(Ph2)),

de donde se calcula
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8.3. Propiedades Combinatorias de la Topologia Grafica

)7
U(Pn—l) = U(Pn—2 + U(Pn—3>>a
O'(Pn72> = O-(Pn73 + O'(Pnfﬁl))a
O-(Pnf?)) = O-(Pnfél + O-(Pnf5))>
U(Pn—4> = U(Pn—5 + U(Pn—ﬁ))a
J(Pn—5) = U(Pn—G + O-(Pn—7));

y de manera muy importante

o(G) =0o(G=p)+0(G-p—4)

ya que sera lo que inicialmente se ocupara en la prueba.

i) Esta prueba fue realizada en el Capitulo 6.

ii) o(Cy) = 0(Pu_1) + 0(P,_3)
= (0(Fn) = 0(Po2)) + 0(Pr-s)

=o(P,) — (0(P,—3)+ 0
=o0(P,) —o(P,_4)

(Pnf4)) + U(Pn73>

iii) o(i— P,) = c*(1)o(P,_3) + 0(Pn_4)

=30(P,_3) + (P,_2)
=30(P,—3) + (0(Pr-1)
=20(P,_3) + (P,
= QU(PH,3> +

= QU(Pn_3> +

Observacion 8.2. De las formulas anteriores se observa que
o(Cy) <o(P,) <o(i— P(n)).

Lema 8.5. Dado un grafo G, al anadirle una nueva arista, el valor de o(G)

decrece.

Demostracion. Considerar el proceso de anadirle a un grafo G una arista e, (que
une a los atomos p y q), la cual no es adyacente en GG. Para esto es importante
tener presenta la forma recursiva de

0(G) y se obtiene

0(G+ey) =0(G—p)+0(G—p—q—4,) (8.1)
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y
0(G)=0(G—p)+o(G—-p—A4,)

=0(G=p)+o(G—p—q—A) +o(G-p—q—A4,—A). (8.2)
Combinando las ecuaciones 8.1 y 8.2 se tiene

o(G+ep) =0(G—p)+0(G—p—q—A,—Aq)
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Conclusiones.

Existen diversas areas de las matematicas que han intentado crear modelos
para estudiar las estructuras moleculares, entre los que destaca el algebra lineal,
teoria de grupos, teoria de nudos, entre otros. Aunque en este trabajo se intro-
dujo una reciente forma del estudio de las estructuras moleculares a través de
aplicar la teoria de grafos a los espacios topoldgicos finitos apoyados por estruc-
turas llamadas latices. De manera mas clara.

Se trataron diversos modelos para representar las estructuras moleculares de
una manera formal a través de las matematicas. Este trabajo, se enfocd en el
estudio de ciertos conjuntos de los espacios topolégicos y las formas de cons-
truir estos de modo que nos sean de utilidad en la representacién de estructuras
moleculares. Estas colecciones de conjuntos pudieron ser desarrolladas utilizando
latices, los cuales nos permiten asociar un grafo al espacio topoldgico. A partir
de este grafo se estudié las propiedades combinatorias de las topologias del es-
pacio y se aplicé en la descripcion de la estructura molecular usando diferentes
topologias sobre la misma molécula y logrando obtener valores aproximados a
los resultados obtenidos por métodos quimicos.

Ademas se tiene como trabajo futuro el desarrollo de programas de computo
para la determinacién de las caracteristicas topologicas estudiadas.
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