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Capitulo 1

Introduccion

La interpretacion de gran parte de las investigaciones en ingenieria y ciencias
de la computacién depende cada vez mas de métodos estadisticos. La estadistica
se ocupa fundamentalmente del anédlisis de datos que presentan variabilidad con
el fin de comprender el mecanismo que los genera, o para ayudar en un proceso
especifico de toma de decisiones.

En cualquiera de los casos existe una componente de incertidumbre involucra-
da, por lo cual el estadistico se ocupa en reducir lo més posible esa componente,
asf como también en describirla de forma apropiada.

Ademss, se supone que toda forma de incertidumbre debe describirse por
medio de modelos de probabilidad, y m&s atin la probabilidad es el tinico lenguaje
posible para describir una légica que trata con todos los niveles de incertidumbre
y no solo con los extremos de verdad o falsedad, este enfoque se conoce como
estadistica bayesiana.

La estadistica bayesiana, es un enfoque alternativo a la estadistica clasica y
frecuentista en la resolucién de los problemas tipicos estadisticos que son: es-
timacion, contraste de hipétesis y predicciéon. Ademads, los métodos bayesianos
pueden ser aplicados a problemas que han sido inaccesibles a la teorfa frecuen-
tista clasica. Utiliza el teorema de Bayes combinando la informacién a priori y
la de los datos (funcién de verosimilitud), para obtener la distribucién a poste-
riori. De la distribucién a posteriori es de donde se derivan los estimadores vy,
cuya interpretacién, difiere radicalmente de la interpretacién proporcionada por
la inferencia clésica.

Esta teorfa estd firmemente basada en fundamentos matemaéticos y una metodo-
logia coherente con la que es posible incorporar informacién relevante. La infe-
rencia sobre una cantidad de interés queda descrita mediante modificaciones en
la incertidumbre a la luz de la evidencia, y el teorema de Bayes especifica como
estas modificaciones deben llevarse a cabo.



2 Capitulo 1. Introduccién

La estadistica bayesiana, de acuerdo con la interpretacion subjetiva, dice que
la probabilidad que un estadistico asigna a uno de los posibles resultados de
un proceso, representa su propio juicio sobre la verosimilitud de que se tenga el
resultado. Este juicio estara basado en opiniones e informacién acerca del proceso.

La informacién que el estadistico tiene sobre la verosimilitud de los distintos
eventos relevantes al problema de decisién debe ser cuantificada a través de una
medida de probabilidad sobre el espacio muestral ©.

Un modelo estadistico bayesiano esta formado por un modelo estadistico
paramétrico, f(z|d), y una distribucién a priori sobre los pardmetros, 7(#). Lo
que se requiere es hacer inferencias sobre el verdadero valor de . La inferencia se
basa en la distribucién de # condicional sobre z, llamada distribucién a posteriori
y definida mediante el teorema de Bayes por:

PR ((:).10)

[ f(@lo)n(9)do”

El teorema de Bayes actualiza la informacién sobre 6 debida a la informa-
cién contenida en la observacién de . Teniendo las distribuciones f(x|0) y w(8),
ademds de obtener la distribucién a posteriori de #, también se pueden obtener,
la distribucién conjunta de (z, 6)

h(x,0) = f(x]0)m(0)

y la distribucién marginal de x

m(z) = / F(z|0)r(0)db.

Los problemas especificos de la inferencia estadistica son estimacién puntual,
estimacién por intervalos y pruebas de hipétesis. Desde el punto de vista bayesiano
se dice que la inferencia sobre ), debe depender estrictamente de la distribucién a
posteriori m(0|x), por lo que esta puede ser usada para describir las propiedades
de 6. En el caso de la estimacién puntual pueden ser usadas la media, la moda,
la varianza, la mediana como estimadores de #, dependiendo de las condiciones
del problema.

En el caso de estimaciéon por intervalos, el conocimiento de la distribucién
a posteriori también se utiliza para la determinacién de regiones de confianza.
Similarmente es posible determinar de manera natural la probabilidad de una
hipétesis nula Hy, condicionado sobre las observaciones.

La planeacién y andlisis de un experimento es mucho mas facil para el es-
tadistico si puede asumirse que las observaciones son elegidas de una familia de
distribuciones en la cual existe un estadistico suficiente de dimensién fija.



En ciertos problemas, el conocimiento inicial sobre el verdadero valor del
pardmetro # puede ser muy débil, o vaga, ésto ha llevado a generar un tipo de
distribuciones iniciales llamada distribuciones a priori no informativas, las cuales
reflejan un estado de ignorancia inicial.

Las ventajas principales del enfoque bayesiano son su generalidad y coheren-
cia, pues todos los problemas de inferencia se resuelven con los principios de
célculo de probabilidades y teoria de decision. Ademds, posee una capacidad de
incorporar informacién a priori adicional que se tenga del pardmetro, a la muestra.

Esta iltima también es una desventaja, pues algunos investigadores rechazan
que la informacién inicial se incluya en un proceso de inferencia cientifica. Pero
esta situacién se puede evitar estableciendo una distribucién a priori no informa-
tiva o de referencia, la cual se introduce cuando no se posee mucha informacién
previa acerca del problema.

A un problema especifico se le puede asignar cualquier tipo de distribucién a
priori, ya que finalmente al actualizar la informacién a priori que se tenga acerca
del pardametro, mediante el teorema de Bayes y obtener la distribucién a posteriori
del pardmetro, es con ésta distribucién con la que se hacen las inferencias acerca
del mismo.

Se analizard el problema de contraste de hipétesis. El contraste de hipétesis
constituye una técnica inferencial cuyo objetivo es comprobar la plausibilidad de
dos hipdtesis estadisticas contrapuestas mediante la formulacién e interpretacion
de una regla de decision.

Desde el enfoque clésico o frecuentista esta regla de decision esta basada en las
caracteristicas del estadistico de contraste y en las de su distribuciéon muestral, y
la evaluacién de las hipétesis se realiza en términos de las probabilidades de dos
tipos de error. Estas probabilidades de error representan la “casualidad” de que
se observe una muestra para la cual el contraste acepte la hipdtesis errénea.

Desde el enfoque bayesiano la tarea de evaluacién de las hipétesis resulta
conceptualmente mads sencilla. La regla de decisiéon se basa en el célculo de las
probabilidades a posteriori de las hipétesis contrastadas y su evaluacion depende
de los resultados obtenidos. La ventaja conceptual de este tltimo andlisis es que
dichas probabilidades a posteriori son las verdaderas probabilidades de las hipéte-
sis que reflejan los datos observados y la distribucién a priori.

Se abordard el problema de contraste de hipdtesis asumiendo que las varianzas
de las distribuciones normales son distintas, pero cuyo cociente es conocido, a este
procedimiento se le conoce como andlisis de varianza bajo heterocedasticidad; asf
también se analizara el andlisis de varianza bajo homocedasticidad, el cual a dife-
rencia del anterior se supone que las varianzas de las distribuciones normales son
iguales. Se han propuesto distintos procedimientos de contraste pero la mayoria
de ellos han sido tema de controversia respecto a su validez o utilidad.
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Aunque las probabilidades a posteriori de las hipétesis son las principales
medidas en los problemas de contraste, se abordara un concepto de gran interés:
el factor de Bayes; el cual utilizaremos para la comparacién de modelos.

En el contexto de seleccion de modelos o comparacién de modelos, éste se
considera como un problema estadistico. Existen diferentes criterios para resolver
el problema. En Bernardo y Smith (1994) se plantean tres criterios de éstos.

El primero, el cual es llamado criterio M-cerrado, se cree que uno de los mode-
los {M;,i € I}, es el verdadero, sin el conocimiento explicito de cudl de ellos es el
verdadero modelo. Desde este criterio tiene sentido asignar probabilidades a los
modelos, cuyas probabilidades son las que cree el estadistico, por su experiencia
que tiene acerca de los mismos.

El segundo criterio es el llamado M-completo, corresponde a una actuacion in-
dividual, como si { M;,i € I}, fuera un conjunto de modelos especificos, disponibles
para comparacién de modelos. Desde esta perspectiva no tiene sentido asignar
probabilidades a los modelos.

El tercer criterio, llamado M-abierto, también se considera que el conjunto de
modelos son simplemente un rango de modelos especificos, disponibles para com-
paracién, tampoco tiene sentido asignarles probabilidades a los modelos, puesto
que no se tiene creencia de que el verdadero modelo esté en el conjunto conside-
rado.

En nuestro caso, se trabajara con el criterio M-cerrado. Considerando el crite-
rio M-cerrado, tradicionalmente los procedimientos para la solucién de problemas
de seleccién de modelos se basan en los llamados Factores de Bayes. El interés
ha sido desarrollado cuando se trabaja con distribuciones a priori impropias, ya
que éstos no estan definidos, con éste tipo de distribucién a priori. Hay algunos
métodos propuestos por Aikin(1991), O’Hagan (1995), Berger y Pericchi (1996),
entre otros, los cuales tratdn de resolver éste problema.

Aikin (1991), propone el uso de medias de las distribuciones a posteriori de la
verosimilitud bajo cada modelo en lugar de la usual media inicial. Aikin, reitera
que el uso de la media final tiene una gran ventaja, incluyendo la reduccién de
variaciéon en la distribucién a priori. Sin embargo éste procedimiento ha sido
criticado severamente por algunos estadisticos entre ellos Lindley, quien dice que
éste no es recomendable, él propone un ejemplo en donde el uso de los factores
de Bayes finales, dan un resultado ilégico e inconsistente, el lector interesado en
este caso puede consultar la discusion.

O‘Hagan (1995) describe para comparacién de modelos una alternativa a los
factores de Bayes parciales, los cuales ofrecen una solucién del problema eli-
minando parte de los datos y tomando ésta como una muestra adicional. Esta
muestra adicional es usada para obtener una distribucién a posteriori informativa
que se supone inicial de los pardmetros en cada modelo, calculando entonces los



factores de Bayes sobre el resto de los datos.

Una modificacién de los factores de Bayes parciales, son los factores de Bayes
fraccionales. En general los factores de Bayes fraccionales son preferibles por su
gran robustes y su conformidad con el principio de verosimilitud.

Esta alternativa ha causado gran polémica entre los bayesianos, ya que algunos
opinan que O’Hagan proporciona una solucién elegante al problema mientras que
otros opinan que no es alternativa que convenza, de hecho Lindley da un contra
ejemplo para la metodologia Bayes fraccionales, el lector que quiera ahondar en
este tema, lo puede hacer en el articulo de O’Hagan (1995).

Por otro lado Berger y Pericchi (1996), proponen una solucién para el pro-
blema de comparaciéon de modelos, llamado factores de Bayes intrinsecos, el cual
estd basado sobre los datos y distribuciones a priori no informativas estdndar, y
tomando en cuenta distribuciones a priori intrinsecas, éste metodo parece corres-
ponder al método de factores de Bayes, al menos asintéticamente. Puede ser usado
para modelos anidados o no anidados y para comparacién miltiple de modelos
y prediccién; esta tesis desarrollara la propuesta de Berguer y Pericchi en el
capitulo 4.

El enfoque bayesiano cldsico se aproxima al andlisis de varianza asumiendo
la condicién de homocedasticidad y usando distribuciones a priori uniforme con-
vencionales para los pardmetros de localizacién y el logaritmo del pardmetro de
escala comin. El problema ha sido desarrollado como un problema de estimacion
de pardmetros de localizacién. Moreno, Bertolino y Racugno han argumentado
que esto no conduce a una solucién bayesiana apropiada.

Se propone una solucién basada en la seleccién bayesiana de modelos. Nuestro
desarrollo es en el contexto general de heterocedasticidad , para el cual no existen
contrastes frecuentistas. El factor de Bayes involucra el uso de distribuciones a
priori intrinsecas en vez de las distribuciones a priori por defecto.

El objetivo central de la presente tesis es revisar y analizar exhaustivamente
el método propuesto por Berger y Pericchi (1996), donde se propone una solucién
para el problema de comparacién de modelos; asi tambien se analiza el articulo
“Bayesian models Selection Approach to Analysis of Variance under Heterocedas-
ticy” propuesto por Elias Moreno, Francesco Bertolino y Walter Racugno.

La tesis estd estructurada de la manera siguiente:

En el segundo capitulo, se presenta una introduccioén a la teoria de la estadfs-
tica bayesiana, asf como también se definen algunos conceptos béasicos del analisis
bayesiano, se abordan problemas tipicamente estadisticos, como son: estimacion,
y prediccion, los cuales son necesarios para abordar los temas que se presentan a
lo largo de la tesis.

En el tercer capitulo se analizan temas como contraste de hipétesis y andlisis
de varianza, los cuales serdn empleados en los siguientes capitulos.
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En el cuarto capitulo, se analizardn los “factores de Bayes intrinsecos”. Como
es bien sabido, en el enfoque bayesiano para problemas de selecciéon de modelos
y contraste de hipdtesis la herramienta principal son los factores de Bayes. En
el caso en que al definir los factores de Bayes, se usa una distribucién a priori
impropia, éstos quedan bien definidos salvo una constante multiplicativa. Los
“factores de Bayes intrinsecos” (FBI), definidos por Berger y Pericchi (1996),
es un método interesante para resolver dicho problema, por lo que se hace un
andlisis exhaustivo del método.

En el capitulo cinco, se hard un anélisis de varianza desde el enfoque bayesiano
asumiendo homocedasticidad, asi como también un anélisis de varianza desde el
enfoque bayesiano asumiendo heterocedasticidad.

Por tltimo se presentan las conclusiones, asf como algunos comentarios. Tam-
bién se incluye al final una seccién de la notacién y abreviaturas usadas en ésta
tesis.

Para las soluciones numéricas de este trabajo se usé el paquete computacional
Mathematica.



Capitulo 2

Conceptos basicos

2.1. Probabilidad subjetiva

El concepto clédsico de probabilidad envuelve una larga secuencia de repeti-
ciones de una situacién dada. Por ejemplo decir que una moneda legal (balancea-
da) tiene probabilidad 1/2 de caer cara cuando fue lanzada, quiere decir que,
en una serie larga de lanzamientos independientes de la moneda, el resultado
cara ocurre aproximadamente la mitad de las veces. Desafortunadamente, este
concepto frecuentista no es suficiente cuando se asignan probabilidades alrededor
de una varia-ble aleatoria 6. Por ejemplo, consideremos el problema de intentar
determinar 6, la proporcién de fumadores en alguna ciudad de México. ; Qué sig-
nifica que P(0.3 < 6§ < 0.35) = 0.57 Aqui # es simplemente algiin nimero que
nosotros no conocemos. Claramente este se encuentra en el intervalo (0.3,0.35)
con probabilidad 0.5. Aqui no hay nada aleatorio. Como un segundo ejemplo sea
f que representa la proporcién de desempleados para el siguiente ano en alguna
ciudad de la Repiblica Mexicana, en este caso pensamos en  como una varia-
ble aleatoria, mientras el futuro es incierto. Ahora ;jpuede P(0.03 < 6 < 0.04)
ser interpretada en términos de una secuencia de situaciones idénticas? La teorfa
de probabilidad subjetiva ha sido creada para hablar acerca de probabilidades
cuando el punto de vista frecuentista no es aplicable (algunos argumentan que el
concepto frecuentista nunca se aplica, esto es porque es imposible tener una suce-
sién infinita de repeticiones independientes e identicamente distribuidas (i.i.d) de
cualquier situacion).

La idea principal de la probabilidad subjetiva es permitir que la probabili-
dad de un evento refleje la creencia personal en el sentido de la ocurrencia de
dicho evento. El cédlculo de probabilidades frecuentistas es teéricamente directa;
uno simplemente determina la frecuencia relativa del evento de interés. Una pro -
babilidad subjetiva es tipicamente determinada por introspeccion. El camino mas

7



8 Capitulo 2. Conceptos bdsicos

simple para calcular probabilidades subjetivas es comparar eventos determinan-
do probabilidades relativas. Es decir, por ejemplo, si queremos encontrar P(FE),
simplemente comparamos E con E° (el complemento de F). Si es dos veces mas

factible que ocurra E que E°, entonces claramente P(E) = 2 y P(E¢) = 1.

2.2. Distribuciones a priori no informativas

2.2.1. Introduccién

Las distribuciones a priori no informativas reflejan un estado de ignorancia
inicial. Por ejemplo, en el contraste de dos hipétesis simples, la distribucién a
priori que asigna una probabilidad de 1/2 a cada hipdtesis, podria considerarse
no informativa . Un ejemplo mds complejo serfa el siguiente:

Ejemplo 2.1 Supdngase que la variable de interés es una normal con media 0,
ademds que el espacio del pardametro es © = (—o0,00). Si una densidad a priori
no informativa es deseada, es razonable dar pesos iguales a todos los posibles
valores de 0. Desafortunadamente, si w(6) = ¢ > 0 es elegida, entonces m(6)
tiene masa infinita (esto es [m(0)dd = o) y esta no es una densidad propia.
Sin embargo, se puede trabajar con tal w(0), satisfactoriamente. La eleccion de
¢ no es importante, ademds tipicamente la densidad a priori no informativa para
este problema es elegida como 7w(0) = 1. Frecuentemente la llamamos la densidad
uniforme sobre R, la cual fue introducida por Laplace (1812).

Como en el ejemplo anterior, con frecuencia ocurre que la distribucién a priori
no informativa natural es una distribucién a priori impropia, es decir, que tiene
“masa infinita”.Enseguida consideraremos el problema de determinar distribu-
ciones a priori no informativas.

La situacién més simple es considerar cuando © es un conjunto finito, con-
sistente de n elementos. La distribucién a priori no informativa obvia es asignar
a cada elemento de © una probabilidad de 1/n. Uno puede generalizar esto a
O infinito, dando a cada € € © densidades iguales, llegando a la distribucién a
priori no informativa uniforme 7(f) = c. Esta distribucién fue introducida por
Laplace (1812) y fue criticada duramente debido a una falta de invarianza bajo
transformacion (ver Jefreys (1983)).

Ejemplo 2.2 En lugar de considerar 6, supongase que el problema ha sido parame-
trizado en términos de n = exp{0}. Esta es una transformacion uno a uno. Pero
si w(0) es la densidad para 0, entonces la correspondiente densidad para n es
(ndtese que el Jacobiano de la transformacion es df/dn = dlogn/dn =n="' )

7*(0) = n ' (logn).
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Por lo tanto, si la distribucion a priori no informativa para 0 es elegida como
una constante, debemos elegir la distribucion a priori no informativa para n pro-
porcional a n~! para mantener consistencia. No podemos mantener consistencia
y elegir para ambas distribuciones a priori no informativas 6 y n, que sean cons-
tantes.

2.2.2. Distribuciones a priori en problemas de localizacién
y escala

Los esfuerzos para derivar distribuciones a priori no informativas considerando
los problemas de invarianza bajo transformacién comenzaron con Jeffreys (1961).

Definicién 2.1 (Pardmetros de localizacion). Supongase que x y © son subcon-
guntos de RP, y que la densidad de X es de la forma f(x — 0) (esto es, solo
depende de (x — ). La densidad entonces se dice que es una densidad de loca-
lizacion, y 0 es llamado un pardmetro de localizacién (o en algunas ocasiones un
vector de localizacion cuando p > 2).

Ejemplo 2.3 La distribucién normal con media 0 y varianza o® (N(0,0?%)), con
o? fija; la distribucion t con alfa grados de libertad, pardmetro de localizacion i y
pardmetro de escala o? (t(a, p,0?)), con a y o fijo; y la normal p-variada, con
media . y matriz de covarianza y_, (N,(0,3")) con Y fija, son todas ejemplos de
densidades de localizacion. Ademds, una muestra de variables aleatorias i.i.d. se
dice que tiene una densidad de localizacion si su densidad comiin es una densidad
de localizacion.

Para derivar una distribucién a priori no informativa para esta situacién,
imagine que, en lugar de haber observado X, hemos observado la variable aleatoria
Y = X +c (c € RP). Definiendo n = 6+ ¢, es claro que Y tiene densidad f(y —n).
Si ahora y = # = RP, entonces el espacio muestral y el espacio paramétrico para
los (Y,n) estdn también en RP. Los problemas (X,0) y (Y,n), son idénticos en
estructura, y es razonable insistir en que ellos tienen la misma distribucién a
priori no informativa.

Sea m y 7 que denotan las distribuciones a priori no informativas en los
problemas (X, 0) y (Y,n), respectivamente, el mismo argumento implica que 7y
7* deben ser iguales, esto es

P™(0 € A) =P (necA) (2.1)

para cualquier conjunto A en RP. Mientras ) = 6 + ¢, debe ser verdadero (por un
simple cambio de variables) que
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P"(neA) =P (0+ccA) =P (cA-c), (2.2)
donde A —c={z—c: 2z € A}. Combinando (2.1) y (2.2) se tiene que

Pr@cA) =P (0cAc). (2.3)

Ademds, este argumento se aplica para ¢ € RP, asi que (2.3) se cumple para todo
¢ € RP. Cualquier distribucién m que satisface esta relacion se dice que es una
distribucion a priori invariante de localizacion. Asumiendo que la distribucion a
priori tiene una densidad, entonces podemos escribir la ecuacién (2.3) como

/A 7(0)do = /A (0o = /A (0 — ¢)do.

Si esto se cumple para todo A, entonces se puede demostrar que es verdadero

7w(0) = (0 — ¢)

para todo 6. Y al hacer € = ¢ se tiene
m(c) = m(0).

La conclusion es que 7 debe ser una funcién constante . Es conveniente elegir la
constante igual a 1, asf la distribucion a priori no informativa para un pardmetro
de localizacion es w(0) = 1.

Definicién 2.2 (pardmetros de escala). Una (unidimensional) densidad de es-
cala es una densidad de la forma

1, /@

o’ \o

donde o > 0. El pardmetro o es llamado un pardmetro de escala.

Ejemplo 2.4 La N(0,0%) y t(«,0,02%) (a fijo) son ejemplos de densidades de
escala. Ademds una muestra de variables aleatorias i.i.d. se dicen que tienen una
densidad de escala si su densidad comin es una densidad de escala.

Para derivar una distribucién a priori no informativa para ésta situacion,
imagine que, en lugar de haber observado X, hemos observado la variable aleatoria
Y = cX(¢ > 0) . Definiendo 7 = co, y efectuando algunos célculos se muestra que
la densidad de Y es ! f(y/n). Si ahora y = R* o x = (0, 00), entonces el espacio
muestral y pardmetrico para el problema (X, o) es el mismo que para el problema
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(Y,n). Los dos problemas son idénticos en estructura, lo cual nuevamente indica
que ellos deben tener la misma distribucién a priori no informativa.

Sea m y 7 que denotan las distribuciones a priori no informativas en los
problemas (X, o) y (Y,n), respectivamente, esto quiere decir que la igualdad

P (0 € A) = P (n € A)

debe cumplirse para todo A C (0,00). Mientras que 1 = co, debe ser verdadero
que
P (0 € A)=P"(oc € c'A)

donde ¢c™'A = {c71z: 2 € A}. De lo anterior tenemos que se debe satisfacer

P™(c € A) = P™(c € ¢ *A). (2.4)

Esta ecuaciéon se debe cumplir para toda ¢ > 0. Cualquier distribucién m(#)
para la cual esto es verdadero es llamada escala invariante. Rescribiendo (2.4)
(asumiendo densidades) como

/A (0)do = /C_lAﬂ(a)da: /A (o) do.

Concluimos que para todo A y toda o debe ser verdadero que

m(o) =c tn(c o).

Eligiendo o = ¢, se tiene que
m(c) = ¢ tx(1).

Tomando 7(1) = 1 por conveniencia y notando que la igualdad debe ser para todo
¢ > 0, se sigue que una distribucién a priori no informativa razonable para un
pardmetro de escala es (c) = 0~1. Observe que ésta ademds es una a distribucién
a priori impropia, esto es que [~ o~ 'do = co.

2.2.3. Distribuciones a priori no informativas en conjuntos
generales

Para problemas mas generales, se han hecho varias propuestas para determi-
nar distribuciones a priori no informativas . El método usado mdas ampliamente
considerado es el propuesto por Jeffreys (1961), que elige

m(0) = [1(0)]' (2.5)
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como una distribucién a priori no informativa, donde 1(f) es la informacién es-
perada de Fisher, que estd dada por

fwz-a{fﬁﬁg@}

ol
Si 0 =(01,0,,...,0,) es un vector, Jeffreys (1961) sugiere el uso de

7(0) = [det 1(0)]"/? (2.6)

donde I(0) es la (p x p) matriz de informacién esperada de Fisher, que bajo
condiciones que comuinmente se satisfacen, es la matriz con elementos (i, j)

2

90:00;

1(6) =~ | g You 1al0)|

Ejemplo 2.5 (Pardmetros de localizacion - escala). Una densidad de localizacion
- escala es una densidad de la forma o= f((x —0)/0), donde § € R* y o > 0 son
los pardmetros desconocidos.

Ejemplo 2.6 La N(0,0?%) es un ejemplo crucial de densidad de localizacion -
escala. Una muestra de variables aleatorias i.i.d se dice que tienen una densi-
dad de localizacion - escala st hay una densidad comin que es una densidad de
localizacion - escala.

Trabajando con la distribucién normal por simplicidad, y notando que 6 =
(0, 0) en este problema, la matriz de informacién de Fisher es

8_2(_@76)2) 02 <_<x—e>2>
o 062 202 0000 202
16) = -k | (_(z—e>2> a_2<_<x—0>2>
0000 202 do2 202

_ i%(z(Jmﬂ 20 — X)/o® )

: 0—X)/o® —3(X —0)?/o*
_ ( 1 /00 3/002 )

1 3\ 1

por lo tanto
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2.2.4. La distribucién marginal

Si X tiene una densidad de probabilidad f(x|6), y 0 tiene una densidad de
probabilidad 7(6), entonces la densidad conjunta de X y 6 es

h(z,0) = f(z]0)m(0).
Definicién 2.3 La densidad marginal de X es

Jo [(x]0)m(0)d6  (caso continuo)

= z|0)dF™(0) = 2.7
/@f( 6)4E™(6) %:f(ﬂ@)w(@) (caso discreto). 27)

La cual se le conoce como densidad marginal a priori.

2.2.5. La distribucién a posteriori

El anélisis bayesiano se hace combinando la informacién a priori w(6) y la
informaciéon muestral x dando como resultado la asi llamada distribucién a pos-
teriori de 0 dado x, sobre la cual se basan todas las decisiones e inferencias.

La distribucién a posteriori de 8 dado x, se define como la distribucién condi-
cional de 6 dada la observacién z, y se denota por m(f|x). Nétese que la densidad
conjunta de 0 y X es

h(x,0) = =(0)f(x]0)

y que la densidad marginal de X es

_ / F(l0)r(0)do0
S

Ademss es claro que (con m(z) # 0),

h(z,0)
m(z)

m(0]x) =
Asi como la distribucién a priori refleja nuestra creencia acerca de la distribucién a

priori § antes de la experimentacién, (60|x) refleja la creencia acerca de 6 después
de haber observado la muestra x.

Ejemplo 2.7 Supdngase que X ~ N(0,0?), donde 0 es desconocida pero o* es
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conocida. Sea 7(0) una N (1, 72), donde p y 7 son conocidos. Entonces

hz,0) = ﬂ@)f@\@):(\/%ﬂ—lexp{ 3 [(QT—N)HN_U)

]
= (2m0o7)” exp{ 5 [(9 72“) yC ;29)2]}.

Para encontrar m(x), note que definimos

_ L, T240?

— 2 2 _

p=T "+0 " =—F7
7252

y completando cuadrados obtenemos

L[, (-0

2 T2 o?

1 [6% —2uf + p? x2—2x9+92
= = +

2| 72

1[/1 9 1 x wooox
)

1 [ 2/ T 1 /12
R

2'0_ p T2+02 +2 2+0
1 _9 1<,u x) 2 ( x>2 x2
B 2'0_ p\12 o2 o? 02
Loty Pt i\ 1 (ot
- 9f p \12 o2 7'2—|—02 7202 2 1202

1 l/p x o*u? + 20% %z 4 mha?
= 3P 9__<_+_) 1,4

2 p \12 o2 7'2—1-02 Tio

2 2.2

1 L/ xN\]> oY% +202 20+ 22 o2u? + 1222
BEW PRI .

2(12 + 02)7202 27202
1 1/ p 2N\ 1?
- Bies)
2'0l P 7'2+02 ]

(o?p? + 122%) (12 + 0?%) — (0 u® + 20272 p + T712?)
2(02 +712) 1202
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1 1/ p 2N\ 17
- 33
2p[ 0 T2+U21
4,2

U2M2T2 + 742 + 04,uz + 0?1222 — U4M2 — 2027'2xu — T
2(02+712) 1202
pooxN]? o2 (4 2 — 2ap)
(ﬁ * ;)} 2(0% +72) 1202
2

(E+3)] ot

Por lo tanto

h(z,0) = (2moT) " exp {—%p [9 — % (% + %)T} exp {—%}

m(z) = /_Ooh(x,ﬁ)de— L

. 2nTo

x/exp{_gp [9_%(%%)}2}@@{_%}659

1 (1 —)°
= X exp (07 X ,0_1/2\/277

2nTo (02 + 72)

1 1 1/ zy\]°
< 7\/_2@—1/28@{_5/){0_5<§+§>}}de

= (2mp) (o) exp {—M} ,

2(024712)

de aqui se sigue que

o0 -2 (2) e -2 5+ 2]}

Nétese, que la distribucion marginal de X es N'(u, 0% + 72) y la distribucion a
posteriori de 0 dado x es N'(u(z), p~') donde

1 o? 72 o?

(z) (“+‘”) +
H p\12 o2 U2+T2'LL 02 + 72 02 + 72
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Como un ejemplo concreto tenemos el siguiente:

Ejemplo 2.8 Considérese la situacion en la que a un individuo se le aplica una
prueba de inteligencia. Asuma que el resultado de la prueba X es N'(6,100),donde
0 es el verdadero nivel de inteligencia (CI) del individuo. Supdéngase ademds que
en la poblacion, 0 se distribuye como una N(100,225). Usando las ecuaciones
obtenidas anteriormente, se sigue que marginalmente X se distribuye como una
N (100, 325), mientras la distribucion a posteriori de 6 dado x es normal con
media

~100(100) 4+ x(225) 400 + 9z

) (100 + 225) 13

Y varianza
100(22
- _100(225) _ 900 _ 69.23.
(100 + 225) 13
Si el individuo tiene un resultado de 115 puntos en la prueba de inteligencia, su

CI verdadero tiene una distribucion a posteriori N'(110.39,69.23).

2.2.6. Familias conjugadas

En general, m(z) y m(f|z) no son ficiles de calcular. Si, por ejemplo, X es
N(0,0%) y 0 es C(u,0) entonces 7(0|z) puede ser calculada solo numéricamente.
Una gran parte de la estadistica bayesiana se dedica a encontrar distribuciones a
priori intrinsecas para la cual 7(f|x) puede ser calculada facilmente. Estas son las
llamadas distribuciones a priori conjugadas, y estdan desarrolladas extensivamente
en Raiffa y Schlaifer (1961).

Definicién 2.4 Sea F que denota la clase de funciones de densidad f(x|0). Una
clase p de distribuciones a priori se dice que es una familia conjugada para F
si w(0|x) esta en la clase p para todo f € F ym € p.

El ejemplo (2.5) muestra que la clase de una a priori normal es una familia
conjugada para la clase de densidades normales (muestras). (Si X tiene una den-
sidad normal y 6 tiene una distribucion a priori normal, entonces la distribucién
a posteriori de § dado X es ademds normal.)

Para una clase dada de densidades F', una familia conjugada puede ser deter-
minada analizando la funcién de verosimilitud [,(0) = f(z|0), y eligiendo como
una familia conjugada, la clase de distribuciones con la misma forma funcional de
la funcién de verosimilitud. Las distribuciones a priori resultantes son frecuente-
mente llamadas a prior: conjugadas naturales .
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Ejemplo 2.9 Supdngase que X = (Xi, Xo, ..., X;,) es una muestra de una dis-
tribucion de Poisson. Esto es X; ~ p(0),i=1,2,...n y

n HTi 679 Qni’efne
el =TT || =5

;!
i=1 v

Aqui, F es la clase de todas las densidades de esta forma. Observando que la
funcién de verosimilitud parece una densidad gamma es posible determinar una
familia conjugada de distribuciones a priori. Esto es, suponga que 0 ~ Ga(«, )
y observe que

677190715: Qoz—l 79/5[ - 0
W, 0) = [f(z|0)n(0) = — . ep(@)g; ) (0)

[

=1
679(n+1/5)9(m’:+a71)[(O’OO) (0)

D)5 [ [s:!

=1

El factor que envuelve a # en esta tltima expresién es claramente reconocible
como una distribucién Ga(nT + «, [n + 1/8]71). Esto debe ser entonces 7 (0|z).
Por lo tanto, la clase de distribuciones gamma es verdaderamente una famila
conjugada para F'.

En este ejemplo, m(z) puede ser determinado dividiendo h(z, ) entre 7(0|z)
y cancelando factores

(v i)

" 70le) T {T(a+nz)n+1/8 ey

2.3. Estimacion

Los problemas de inferencia concernientes a  pueden ser atacados facilmente
con analisis bayesiano. La idea es que, mientras la distribucién a posteriori con-
tiene toda la informacién promedio acerca de €, cualquier inferencia concerniente
a 0 debe depender solamente de caracteristicas de esta distribucién.

El uso inferencial més simple de la distribucién a posteriori es hallar una
estimacion puntual para 6, con una medida de precisién asociada.
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Para estimar 6, pueden aplicarse varias técnicas clasicas a la distribucién a
posteriori. La técnica cldsica mds comun es la estimacion de maxima verosimil-
itud, la cual elige, como estimador de 6, al valor § que maximiza la funcién de
verosimilitud [(6) = f(z|¢). La definicién bayesiana del estimador de 6 se define
como sigue.

Definicién 2.5 El estimador generalizado de mdzima verosimilitud de 0 es definido
como la moda mds grande, 0, de w(0|x) (es decir el valor 0 el cual maximiza 7(0|z)
es considerado como funcion de 6).

Obviamente 6 tiene la interpretacién de ser “el més probable” valor de #, dada
la distribucién a priori y la muestra x.

Ejemplo 2.10 Cuando f y m son distribuciones normales, la densidad a poste-
riori es una N (p(x), p~t). De aqui que el valor estimado de mdzima verosimilitud

de 0 es

0 = p(z) =

02+T2 0-2_’_7-2’
2.4. Error de estimacion

Cuando presentamos una estimacién estadistica, es necesario indicar la pre-
cisién de la estimacién. La medida bayesiana de la precisién de un estimador (en
una dimensién) es el error cuadratico medio a posteriori de la estimacion, el cual
se define a continuacion.

Definicién 2.6 El error cuadrdtico medio (ECM) de un estimador 0 del pardmetro
0 es la funcion definida por

Ero10) [(3 - 9)2} '
Para propdsitos de calculo, notese que
Er)2) [(5 - 9)2]
= FErm [(8 = Hr(olw) T Hr(ole) — 0)2]
— Erom [(5 _ Mﬂ(e\x)ﬂ + 2E(o1a) [(5 = Ha(ole)) (o) — 9)]
+Ex 1) [(Mﬂ(@\x) —0)]

= (0 = fhr(op)’ + Varapm- (2.9)
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Observe de (2.9) que la media a posteriori, [i. ), minimiza Ex |z [(3 - 0)2]

(sobre todo &), y de aqui & es el estimador con menor error estandar. También

tenemos que \/ Er0)2) [(3 — «9)2] es el error estdndar.

Ejemplo 2.11 (continuacion del ejemplo 2.8). Es claro que la varianza a poste-
TL0TL

0.27_2

o2+ 72

Esto es, en el ejemplo de la prueba de inteligencia, el individuo con un resul-
tado de x=115 reportard un CI estimado de fi(,)(115) = 110.39, con un error
estindar asociado de \/Varw(g‘x)(lw) =+/69.23 = 8.32.

El estimador cldsico de 0 para el problema normal general es justamente § = x,
el cual usando (2.9) se tiene

VCLT,r(9|x) = pil =

Er 0]z [(5 - 9)2] = Varagp) + (0 = fagom))’

o*u 27 2
=V m(0)x -
ar(9|)+(a2+72+02+72 ac)
o

= VaTﬂ(gm + (,LL — ac)2.

o2+ 12

Ndtese que, en el ejemplo de CI, el estimador cldsico 6 =z = 115 debe tener un
error estandar (con respecto a w(0|x)) de

VVarmoi)(115) 4 (5 — jry(g1))? = [69.23 + (110.30 — 115)%]> = v/50.48 = 9.40.

2.5. Estimacion multivariada

La estimacién bayesiana de un vector 8 = (61,65, ...,60,) es directo. La esti-
macién de méxima verosimilitud generalizada (la moda a posteriori) es frecuente-
mente un estimador razonable, aunque se encuentren dificultades en la existencia
y unicidad en el caso multivariado. La media a posteriori

Hr(6lz) = (M}r(91|x)7 Mi(ez\x)a T Mfr(gp\x))t = Ero)2) 0]

es un atractivo estimador bayesiano, y su precisién puede ser descrito por la
matriz de covarianza a posteriori

Vatole) = Eno1a) [(0 = Lhn(oe)) (0 = Hnorn))']- (2.10)
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(Por ejemplo, el error esténdar estimado de ,ufr(@im de 0;, serfa , /Vﬂiéeim, donde

Vo ©s €l (i,) elemento de Vig|y))-
El andlogo de (2.8), para una estimacién general 6 de 6 es

E [(8 . 9)2} _— [(3 )5 — e)t} (2.11)

Vaole) + (Br(ols) — 3)(%(9\@ —o)"

Nuevamente, es claro que la media “minimiza” F [(5 - 9)2} :

Otra forma de inferir es mediante un intervalo de confianza para 6. El andlogo
bayesiano de un intervalo de confianza es llamado conjunto creible.

2.6. Conjuntos creibles

Definicién 2.7 Un conjunto creible de 100(1 — ) % para 6 es un subconjunto C
de 0 tal que

Jom(0|x)do  caso continuo

1 —a < P(CX) = / A1) () —
c > w(0|x) caso discreto.
]

Puesto que la distribucion a posteriori es una distribucién de probabilidad de
6, uno puede hablar del significado (usando subjetividad) de la probabilidad de
que 0 esté en C. Esto estd en contraste con los procedimientos de confianza cldsicos
que son interpretados en términos de probabilidad de cobertura (la probabilidad
de que la variable aleatoria X sea tal que el conjunto de confianza C'(X) contenga
af).

Al elegir un conjunto creible para 6, se desea intentar minimizar su tamano.
Para hacer esto, se pueden incluir en el conjunto sélo aquellos puntos con la
densidad a posteriori més grande, es decir, los valores “mds probables” de 6.

Definicién 2.8 FEl conjunto creible de mdaxima densidad a posteriori (MDP) a
un nivel de confianza de 100(1 — a) %, es el subconjunto C de 0, de la forma

C={0eO :m(0lz) > K(a)},
donde K(«) es la constante mds grande tal que

P(Clz)>1—q.
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Ejemplo 2.12 Sabemos que la densidad a posteriori de 0 dado x es N'(u(x), p~') =
N (110.39,69.23), que es unimodal y simétrica respecto a j(x). El conjunto creible
de maxima densidad a un nivel de confianza o bilateral de 100(1 —«) % estd dado
por

1 1
2, () + 2ep72),

donde z, es el a — percentil de la distribucion N(0,1). Si queremos un nivel de
significacion del 95 %, a = 0.05, entonces Ze = 20025 = 1.96.

C = (ulw) — 30

C = (110.39— 1.96(\/69.23),110.39+1.96(\/69.23))
—  (94.0819,126.6981).

Los conjuntos crefbles bayesianos son usualmente mucho mas faciles de calcu-
lar que los intervalos de confianza clédsicos, principalmente en situaciones donde
un estadistico suficiente no existe.

Cuando # es multivariado, el uso de la aproximaciéon normal para la distribu-
cién a posteriori es valioso, pues los célculos se vuelven dificiles de otra manera.

2.7. Inferencia predictiva

Ahora se intenta predecir una variable aleatoria Z ~ ¢(z|f) basado en las
observaciones de X ~ f(z|f). Supongamos que X y Z son independientes y que
g es una funcién de densidad.

La idea de la inferencia predictiva bayesiana es que, dado que 7(f|z) es la
distribucién de 6 (creencia a posteriori), entonces g(z|0)7(0|z) es la distribucién
conjunta de z y 6 dado x, e integrando sobre 6 se obtiene la distribucién de z
dado x.

Definicién 2.9 La densidad predictiva de Z dado x, cuando la distribucion a
priori para 0 es w, es definida por

pele) = [ g:10)aF™"(o)
e
Ejemplo 2.13 Considere el modelo de regresion lineal

Z:01+92Y—f-6, (212)

donde € ~ N(0,0%) (0% conocida). Los datos ((z1,91), -, (2n,Yn)) Son indepen-
dientes de la regresion. Un estadistico suficiente para @ = (01, 0s) es el estimador
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de minimos cuadrados X = (X1, Xs), donde

Xy = ) (Zi-Z)(Yi-Y)/S8Y, Xy =7~ X5,
=1
SSY = zn:(yi—f/)? Z:lnzl szlnYZ
4 ’ n ’ n ’

Si la a priori no informativa w(0) = 1 se usa para 0, la distribucion a poste-
riori, w(0|z), es Na(0,02 ).

Supdngase que ahora se desea predecir el futuro de Z correspondiente a un
y dado. Claramente g(z|0) es entonces N (01 + 62y,0?), y la densidad conjunta
de (z,0) dado = es normal. La distribucion predictiva p(z|x), es la distribucion
marginal de Z de la distribucion a posteriori normal conjunta, esta marginal debe
ser una distribucion normal, y los cdlculos nos dan una media de (x1 + x2y) ¥y
varianza V = o?(1 +n~t + (§ — y)?/SSY).

Esta distribucion predictiva puede usarse para cualquier decision de inferencia
bayesiana. Por ejemplo, un conjunto creible al 100(1 — o) % de Z debe ser

((xl + z9y) + z(%)\/v, (21 + 22y) — z(%)ﬁ) :



Capitulo 3

Contraste de hipo6tesis y analisis
de varianza

3.1. Contraste de hipdtesis

En el contraste de hipdtesis clédsico se especifica la hipétesis nula Hy : 0 € O
v la hipétesis alternativa H; : 8 € ©;. Un procedimiento de contraste es evaluar
en término de probabilidades los errores tipo I y tipo II. Estas probabilidades de
los errores representan la posibilidad de que una muestra observada para dicho
procedimiento de contraste pueda ser rechazada o no rechazada.

En anélisis bayesiano la decisiéon entre Hy y H; es conceptualmente més
facil. Esencialmente se calcula la probabilidad a posteriori oy = P(Og|x) y
a; = P(O41]z) y se decide entre Hy y H; respectivamente. La ventaja concep-
tual es que ag y ay son las probabilidades (subjetivas) actuales de las hip6tesis
en base a los datos y a la opinién a priori.

Definicién 3.1 La proporcion ag/ay es llamada la razén de probabilidad a pos-
teriori de Hy contra Hy, y mo/m es llamado la razén de probabilidad a priori
(donde my y w1 son las probabilidades a priori de ©g y ©1). La cantidad

razén de probabilidad a posteriori g/ Ty

B—

razon de probabilidad a priori To/T1 Q1T

es llamado el factor de Bayes en favor de ©y.

El interés en el factor de Bayes es que algunas veces puede ser interpreta-
do como “la razén para H, contra H; dado los datos”. Esta interpretacién es
claramente vélida cuando las hipétesis son simples, esto es, cuando Oy = {6y} y

23
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©; = {0, }, entonces

o mof (]60) ay = w1 f(x]61)

mof (x|00) + 71 f(x|01) mof (x|00) + 71 f(x|01)
Qo _ o f (2|00) B &M _ f(x]6o)
ar | mf(alo) ' army  f(]01)

En otras palabras, B es entonces justamente la razén de verosimilitud de Hy
contra Hi, que es cominmente vista como la probabilidad de Hy contra H; que
esta dada por los datos.

En general, B dependera de la distribucién a priori de entrada. Para explorar
esta dependencia, es conveniente escribir la distribucién a priori como

7T0g0(¢9) si 0€ @0,
m(0) = (3.1)
7r1g1(9) si 0e @1,

donde gy y g1 son densidades a priori (propias) las cuales describen, como la
masa a priori se extiende sobre las dos hipétesis. (Recordemos que mp y 71 son
las probabilidades a priori de ©¢ y 01). Con esta representacion se puede escribir

Qo _ Joo 4™ (6) _ Jo, f(@]0)mod P (0) /m(x) 7o Jo, f(x|0)dF(0)
ar fo, AFTON@) o, f(el0)mdFn (@) /m(x) — mi o, f(x]6)dFn ()

por lo tanto

Joo [(@]0)dF*(0)

Jo, f(]0)dFo(6)

el cual es la razén de verosimilitud de ©¢ contra ©;. Por lo cual gy y g1 no pueden
ser interpretadas como una medida del soporte relativo para la hipétesis propor-
cionando solamente los datos. Algunas veces, B puede ser relativamente insesgado
para elecciones razonables de gy y g1, en tal caso la interpretacién es razonable.
La ventaja operacional principal de tener tal factor de Bayes estable es que un re-
porte cientifico puede proporcionar este factor de Bayes, y cualquier lector puede
determinar su probabilidad a posteriori personal, simplemente multiplicando el
factor de Bayes proporcionado por la probabilidad personal a priori.

B =

Ejemplo 3.1 (continuacion del ejemplo 2.6) Supdngase que el individuo al cual
se le hace la prueba de inteligencia, es clasificado en razon de su CI, que puede
ser menor o igual que el CI medio (menor que 100) o mayor que el CI medio
(mds grande que 100). Formalmente, se tomard una decision para contrastar Hy :
0 < 100 contra Hy : 6 > 100. Recordando que la distribucion a posterior: de 6 es
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N (110.39,69.23), estandarizando los resultados y usando tablas de la distribucion
normal estdndar, obtenemos que

ap = P(6 < 100|z) = 0.106, a; = P(6 > 100|z) = 0.894,

y por lo tanto la razén de probabilidad a posteriori es ag/a; = 8.44. Ademds
mo = P™(0 < 100) = 1 = m y la razén de probabilidad a priori es 1. (Note
que una razon a priori de probabilidades de 1 indica que Hy y Hy son vistas
como igualmente probables inicialmente). El factor de Bayes es entonces B =
0407'('1/(04177'0) = 8.44.

3.1.1. Contraste de hipétesis unilateral

Un contraste de hipétesis unilateral ocurre cuando © C R!, éste contraste no
tiene una caracteristica especial. El interés esta en que es una de las pocas situa-
ciones de contraste cldsico para el cual el uso del valor-p tiene una justificaciéon
bayesiana. Considérese el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2 Cuando X ~ N(0,0?) y 0 tiene la distribucién a priori no infor-
mativa 7(0) = 1, se puede ver que w(0|z) es N(x,0?). Consideremos ahora la
situacion de contraste Hy : 0 < 0y contra Hy : 6 > 0y. Entonces

ap = P(0 < bolz) = ©((00 — 2)/0),

donde, nuevamente ® es la funcion de distribucion acumulada de una normal es-
tandar. El valor-p cldsico contra Hy es la probabilidad cuando 0 = 60y, de observar
un X “mds extremo” que el dato x actual. Aqui el valor-p puede ser

x—@o

valor —p=P(X >xz)=1— d( ).

o
Por la simetria de la distribucion normal, se sigue que ag es tgual que el
valor-p contra Hy.

3.1.2. Contraste de hipétesis nula puntual

Es muy comin en la estadistica cldsica plantear un contraste de la forma
Hy : 0 = 0y contra Hy : 0 # 6. Tal contraste de hipdtesis nula puntual es
interesante, particularmente porque el enfoque bayesiano contiene algunas carac-
teristicas originales, pero principalmente porque las respuestas bayesianas difieren
radicalmente de las respuestas cldsicas. Antes de discutir este tema, se deben ha-
cer algunos comentarios acerca de este tipo de hipétesis. Primero, los contraste de
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hipdtesis nula puntual son cominmente realizados en situaciones inapropiadas.
En realidad nunca se da el caso que se considere la posibilidad que 6§ = 6y exac-
tamente. M&s razonable serfa la hipétesis nula que 6 € 6y = (0 — b,00 + 1),
donde b > 0 es alguna constante elegida tal que todo 6 € 6, pueda considerarse
“indistinguible” de 6.

Dado que uno debe contrastar Hy : 0 € (6y — b,0p + b), necesitamos saber
Jcudndo es adecuada la apoximacion de Hy por Hy : 0 = 6,7 Desde la perspectiva
bayesiana, la respuesta es “la aproximacién es razonable si la probabilidad a
posteriori de Hy estd cerca de la igualdad en ambos contrastes”. Una condicién

fuerte es que la funcién de probabilidad sea aproximadamente constante en (6 —
b,0p+ ).

Ejemplo 3.3 Sea X1, ..., X,, una muestra aleatoria con una distribucion N (0, o?)
donde 0% es conocida. La funcién de verosimilitud observada es entonces propor-
cional a una densidad N'(z,0?/n) de 6. Esto puede ser constante en (0o —b, 0y+b)
cuando b es pequeria comparada con o/+/n. Por ejemplo, en un caso interesante
donde es una prueba clisica z = \/n|T — by| /o mds grande que 1, la funcion de
verosimilitud puede variar no mas del 5% en (0o — b,00 + b) si

b < (0.024)z o /v/n.

Cuando z =2, 0 =1, yn = 25, esto impone la cota b < 0.024. Note que el limite
en b, depende de |T — 0|, asi como de o/+/n.

Para realizar un contraste bayesiano la hipétesis nula puntual Hy : 0 = 6, no
se puede usar una distribucién a priori continua. Pues tal distribucién a priori
y la distribucién a posteriori dardn una probabilidad de cero. Una aproximacién
razonable es dar a 6y una probabilidad positiva my mientras que a 6 # 0y la
densidad 71¢1(6), donde m; = 1 — 7o y g1 es propia. Uno puede pensar a my como
la masa que se le asignarfa a la hipétesis Hy : 0 € (6g — b,00 + b).

La densidad marginal de X es

m(z) = / F(2]0)dE™(6) = f(z]60)m0 + (1 — mo)mu(2),

donde
() = / £ (xl6)dF (),
(0£00)

es la densidad marginal de X con respecto a ¢g;. Por lo tanto la probabilidad a
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posteriori de que 0 = 0, es

o) = Lo
f(z]6o)mo
f(z]bo)mo + (1 — mo)mu ()
(1 —m) ma(x)
T f(xl0o)
Note que esto es ap y que o = 1 — a es por lo tanto la probabilidad a

posteriori de H;. Asi la razén a posteriori de probabilidades es (recordar que
m=1—m,)

(3.2)

= |1+

oo _ w(bole) _ mo- f(alho)
(03] - 1— 7T((90|l') - N ml(z)

y el factor Hy contra H; es

B = [(]o)/ma(x). (3-3)

3.1.3. Contraste de hipétesis miltiple

La caracteristica interesante del contraste de hipétesis miltiple es que no es
mads dificil que un contraste de dos hipétesis, desde una perspectiva bayesiana.
Uno simplemente calcula la probabilidad a posteriori de cada una de las hipétesis.

Ejemplo 3.4 (continuacion del ejemplo 2.6). Considerando que el individuo al
cual se le hace la prueba de inteligencia es clasificado de acuerdo a su CI, en por
debajo del promedio CI (menos que 90), el promedio CI (90 a 110) o por encima
del CI promedio (mds que 110). Llamando a estas tres regiones como ©1 O, y O3,
respectivamente, y recordando que la distribucion a posteriori es N(110.39,69.23),
estandarizando los resultados y usando tablas de la distribucion normal estdndar,
obtenemos que para x = 115: P(O1]|z = 115) = 0.007, P(Oq|z = 115) = 0.473 y
P(©s]z = 115) = 0.520.

Lo anterior nos indica que el nivel de inteligencia (CI) del individuo en
cuestion, estd por encima del CI medio.

3.2. Analisis de varianza

En muiltiples ocasiones el analista o investigador se enfrenta al problema de
determinar si dos o més grupos son iguales, si dos o més cursos de accién arrojan
resultados similares o si dos o mds conjuntos de observaciones son parecidos.
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Pensemos por ejemplo en el caso de determinar si dos niveles de renta producen
consumos iguales o diferentes de un determinado producto, si las notas de dos
grupos en una asignatura son similares o si tres muestras de anélisis quimico de
una sustancia son iguales.

Una aproximacién simple serfa comparar las medias de estos grupos y ver si
las medias aritméticas de la variable estudiada son parecidas o diferentes. Pero
tal aproximacién no es vélida ya que la dispersién de las observaciones influird en
la posibilidad de comparar los promedios o medias de cada grupo. La dispersiéon
deberd de tenerse en cuenta para realizar una comparacién de medias o de grupos
y esto es lo que se pretende con el andlisis de varianza.

3.2.1. Anadlisis de varianza unidireccional

Suponga que interesa comparar las medias de k poblaciones. La situacién
experimental podria ser cualquiera de las siguientes:

1. Se tienen k poblaciones, cada una identificada por alguna caracteristica
comin que se estudiard en el experimento. Se seleccionan muestras aleatorias
independientes de tamano nq,ns, ..., nk, respectivamente, de cada una de las k
poblaciones. Las diferencias observadas en las respuestas medidas se atribuyen a
diferencias bésicas entre las k poblaciones.

2. Se tiene un conjunto de N unidades experimentales homogéneas y se pre-
tende estudiar los efectos de k tratamientos distintos. Estas unidades se dividen
aleatoriamente en k£ subgrupos de tamanos nq, ns, ..., ng, y cada subgrupo recibe
un tratamiento experimental diferente. Los k subgrupos son conceptuados como
muestras aleatorias independientes de tamanos nq,ns, ..., nx, extraidas de las k
poblaciones.

Aunque las situaciones experimentales descritas son distintas, tienen en comun
que cada una lleva a muestras aleatorias independientes extraidas de poblaciones
con medias iy, flo, ..., [t Interesa probar la hipdtesis nula de que las medias
poblacionales son iguales, es decir:

Hy @ pyg =g = . = [y

Hy @ p; # p; paraalgunas iy j.
El modelo aqui desarrollado se llama modelo de clasificacion unidireccional de
efectos fijos. La expresiéon “clasificaciéon unidireccional” se refiere a que solo un

factor o atributo se estudia en el experimento. El factor estudiado tiene k£ niveles
distintos.

Ejemplo 3.5 Se disena un estudio para investigar el contenido de azufre de las
cinco vetas de carbon principales de cierta region geogrifica. Se obtienen muestras
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en puntos seleccionados aleatoriamente de cada veta y la respuesta medida es el
porcentaje de azufre de cada muestra. Se pretende detectar las diferencias que
pudiera haber en el contenido promedio de azufre de las cinco vetas. Cada una
constituye una poblacion. Se pretende comparar las medias poblacionales al poner
a prueba:

Ho @ g = pig = pi3 = fig = fls
Hy : p; # p;  para algunas i y j

con base en muestras independientes extraidas de esas poblaciones. El factor de
estudio es la veta de carbon y se investiga en cinco niveles. Fstos no se seleccionan
al azar, en su lugar, se eligen intencionadamente para estudiar las cinco vetas
principales de la region. Se trata de un diseno de efectos fijos. El estudio es un
ejemplo de la primera situacion experimental antes descrita.

Sea Y;; la j — ésima respuesta para el i — ésimo tratamiento o nivel del factor
con 1 =1,2,....ky 7 =12, .. n. En este contexto, n; es el tamano de la muestra
extraida de la ¢ — ésima poblacién. El nimero total de observaciones de las k
muestras combinadas es N = n; + ny + ... + ng. Los datos recopilados en un
experimento de un solo factor y algunas estadisticas muestrales importantes se
expresan de manera conveniente como se muestra en la siguiente tabla. El signo +
que esta junto al subindice en la notacién siguiente indica que la suma se realiza
con dicho subindice.

Tabla 3.1.
Distribucion de los datos de clasificacion unidireccional
Tratamiento o nivel del factor

1 2 3 .. k
Yn Yo Yy Yia
Yio Y Y Yo
Yiz Yoz Va3 Yis
lern YénZ YESnZS Ykn3

Total Ty 1oy Tz o T Thy

Media muestral 1/1_;'_ Y’2+ }/é+ Yk_|_ Y++

donde
T;. = Total de las 7 — ésimas respuestas al tratamiento = Z Y

j=1
Y;, = Media muestral del i — ésimo tratamiento = T} /n;
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k k n;
T,, = Total de todas las respuestas = Z T+ = Z Z Yi;
i=1 i=1 j=1
Y., = Media muestral de todas las respuestas = T, /N.

Ejemplo 3.6 Se obtienen los datos y estadisticas de resumen del ejemplo sobre
el contenido de azufre de las cinco vetas de carbon principales de una region
geogrifica. Notar que ny = 7, ny =8, n3 =9, ng =8 yns =9, T, = 1.51 +
1.92+1.084+2.04+2.14+1.76 +1.17 = 11.62, Y}, = 11.62/7 = 1.66, de manera
andloga se calcula Ty, Tsy, Thy, Toq, You,Yar, Yar, y Ya,.

Factor (veta de carbon)

1 2 3 7 5
1.51 1.69 1.56 1.30 0.73
1.92 0.6} 1.22 0.75 0.80
1.08 0.90 1.32 1.26 0.90
2.0/ 1.41 1.39 0.69 1.24
2.1/ 1.01 1.33 0.62 0.82
1.76 0.8/ 1.5 0.90 0.72
1.17 1.28 1.04 1.20 0.57
1.59 2.25 0.32 1.18

1.49 0.5/

T\ =11.62 T5,=9.36 Ty,=13.1] Ty, =7.04 T5.=88 T:+=49.96
Yii=1.66 Yor=1.17 Ys,=1.46 Y4, =0.88 Y5,=0.88 Y, =1.189

El modelo

Se requiere crear un modelo estadistico para ver la forma de como probar la
hipétesis nula de medias de tratamiento iguales. Por principio de cuentas, advierta
que cada respuesta puede expresarse como:

Yij = i + €
donde 41; denota la media tedrica de la ¢ — ésima poblacién y €;;, la diferencia
aleatoria entre la j — ésima observacién tomada de la ¢ — ésima poblacién y la

media de esa poblacién. En otras palabras, €;; = Y;; — 1;. Una forma alterna de
escribir este modelo es hacer que d; = u; — i, donde:

k
B = Z nip;/N.
i=1



3.2. Andlisis de varianza 31

En sentido préctico, y representa un efecto medio global, calculado al combinar las
k medias poblacionales. Note que si los tamanos muestrales son iguales, entonces
1t es simplemente el promedio de las £ medias poblacionales. Puesto que d; es la
diferencia entre la media global p y la media de la ¢ — ésima poblacion, d; mide
el efecto del i — ésimo tratamiento. Advierta que:

k k k
Znidi = an(ﬁ% —p) = Zniﬂi —Np =0,
i=1 i=1

i=1
por sustitucion, el modelo de clasificaciéon unidireccional con efectos fijos puede
expresarse en cualquiera de las tres formas siguientes:

Modelo de efectos fijos de clasificacién unidireccional
Yij = + &
Yig = (s = 1) + (Vg — py)
Y;j :N+di+€ij-
Estos modelos expresan matematicamente la idea de que cada respuesta puede
dividirse en tres componentes reconocibles, como sigue:

Yij=p+(p =)+ Vi —p) 6 Yy =p+dite

donde
Y Es la respuesta de la j — ésima unidad experimental al
1 — ésimo tratamiento
L Es la respuesta media global

(1; — p o d;) Es la desviacién respecto de la media global, debido a que
la unidad recibié el i — ésimo tratamiento

(Yi; — p; 0 €;) Es la desviacién aleatoria respecto de la i — ésima media
poblacional debido a influencias aleatorias.

La hipdtesis nula de medias de tratamiento iguales puede expresarse de manera
alternativa al tomar nota de que si p; = py = ... = p,, entonces:

u:Zni,ui/N:N,ui/N:,ui para cadai=1,....k
i=1
y d; = p; — p = 0 para cada 7. Ello implica que verificar
Ho:py=py=... =

es equivalente a probar:

H02d1:d2:...:dk:0.
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3.2.2. Prueba de H

La obtencién de un estadistico de prueba requiere ciertos supuestos acerca de
las diferencias aleatorias de €;;. En particular, se supone que esas diferencias son
variables aleatorias independientes con distribucién N(0,0?). En términos més
comprensibles se supone que:

1. Las k£ muestras son independientes y extraidas de k£ poblaciones especificas,
con medias desconocidas fiq, flg, ..., fij-

2. Cada una de las k poblaciones tiene distribucién normal.

3. Cada una de las k poblaciones tiene la misma varianza, o2

Se defini6é ya el andlisis de varianza, procedimiento en el que la variacién
total de una respuesta media se subdivide en componentes atribuibles a fuentes
reconocibles. Puesto que p, iy, o, ..., ft;, Son medias poblacionales tedricas, dividir
de manera practica una observacion requiere sustituir las medias tedricas con sus
estimadores insesgados Y, ., Y ., ..., Y, respectivamente. Efectuar tal remplazo
lleva a la identidad siguiente:

V=Y + (Vi =Y ) + (Y = Yip).

Note que Y, es un estimador de p, el efecto medio agrupado global; Y;, — Y++
es un estimador de d; = y; — p, el efecto del i — ésimo tratamiento, y Yj; — |
es un estimador de €;; = Y;; — 1, el error aleatorio. El término Y;; — Y, suele
denominarse residuo. Esta 1dent1dad es equivalente a:

Yij =Y = (Yip =Y ) + (Vi — Yip).

Si se eleva al cuadrado y se suma cada miembro de la identidad respecto de todos
los valores posibles de 7 y j, se tiene

Z —-Y)? = ZZ — Yo+ (Y - Yi+)}2

7,1]1 =1 j=1
k

— ZE(YZ -Y.) +QZZ - Y)Y —Yiy)

i=1 j=1 =1 j=1
k n; B
3030 - V)
i=1 j=1
pero

k
QZZ i = Y (Y = Yiy) =0

=1 j=1
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puesto que:
n; 3 n; 3 nq_ Y; 7
Y (Y =Yi) = Y Yy-nYi=mn (Q) —niYis
=1 =1 i
= nYi — niffw =0
asf
k  n; B k B - kE  n; B
SO Vet = Y Vi - Ve 3DV - V)
i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

se tiene la llamada identidad de la suma de cuadrados del anélisis de varianza
de clasificacién unidireccional. Cada uno de los componentes de esta identidad
puede interpretarse de manera que tenga sentido. En particular,

zk: i(}/}j —Y,;)> = Medida de la variabilidad de los datos
i=1 j=1
’ = Suma de cuadrados total (SCre)
i ni(Yiy — Y, )? = Medida de la variabilidad de los datos atribuida al
- hecho de que se usan diferentes niveles de factores
o tratamientos

= Suma de cuadrados de los tratamientos (SCr,)
Z Z(Yij —Y;;)? = Medida de la variabilidad de los datos atribuida a la

fluctuacién aleatoria entre los sujetos de un mismo
nivel de factor

= Residuo o suma de cuadrados de error (SCE).

De manera simbdlica, la identidad de la suma de cuadrados puede escribirse como:
SCrot = SCrr + SCE.

En caso de existir diferencias entre las medias poblacionales, se espera que en gran
parte de la variacion en las respuestas se deba al hecho de que se usan tratamientos
distintos. En otras palabras, se espera que SC'r, sea grande en comparacién con
SCFE. En los procedimientos del anédlisis de varianza, se usa esta idea para probar
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la hipétesis nula de medias de tratamientos iguales mediante la comparacién de la
variacion de los tratamientos (SCr,) contra la variacién del tratamiento (SCE)
con una razén F' apropiada.

A fin de considerar una razén F apropiada, deben considerarse los valores
esperados de las estadisticas SCp, y SCE. Ello requiere suponer en el modelo
que los errores aleatorios €;; son variables aleatorias normalmente distribuidas e
independientes, cada una con media 0 y varianza o2. Por principio de cuentas,
tome nota de que para cada i:

ng

Yip = Z(M +di + €5) /i

J=1

=1

T

Ademis, puesto que Zle n;d; = 0, se tiene:

i=1 j=1 i=1 j=1
NN+Z 1md+21 123 1 €ij _
= N =t ey

Luego de sustituir, es posible rescribir SC7,. como se muestra:

k k
SCry = Zn&f@ -V, )2 = Z”z [+ di+&y) — (+e )]

=1

k k k k
= an(di + EH_ — €++)2 = and? + 2 ZnidiEH + Znﬁ?_,r — NE?H—’
=1 i=1 i=1

i=1

Al tomar el valor esperado de cada término se tiene:

E[SCr,] = Z ngd? + 2 Z nid; Elé;] Z nE[e2,] — NE[E,]
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pero E[e2 ] = 0?/n; pues

E€,] = E <ieij/ni) =L <Z€w> /n;

1
= SEld et te,

FEi1€i2 + €163 + ... F €16, + €261 + €263 + ...+ €264y,
“+... + €in,; €il + ...+ einieinifl]
nia2 o

1
= ﬁ[a2+02+...+02]: = —.

7 ni 14

Puesto que E[E?j] = E|(Yy — 11;)%] = 0* y Eley| = E[(Yij — )] = E[Yy] — p; =
pi — p; = 0. ,

Un argumento similar muestra que E[€%,] = % . Es fécil ver que E[g;;] = 0.
Asi

k k 2 2
i=1 i=1 v

k
= (k=10 +) nid.
=1

Luego de dividir SCp, entre k — 1, se obtiene el estadistico llamada cuadrado
medio del tratamiento, que se denota C'Mr,. Dicho de otra manera:

C My, = SCrvJ(k —1).

Se puede apreciar que E[CMyp,] = o+ 32 n;d?/(k —1). Recuerde que la suma
de los cuadrados de los residuos ayuda a estimar o2 en el contexto de regresién.
Lo mismo es véalido aqui. A fin de obtener un estimador insesgado de o2, se
divide la suma de cuadrados de los residuos SCE entre N — k . Es un estimador
denominado cuadrado medio del error y se denota con C'Mg. En otras palabras:

CMy = SCE/(N — k).

..Cémo usar C My, y C'Mpg para probar Hy? A fin de responder a esta pregunta
basta tomar en cuenta que si Hy es verdadera, entonces d; = dy = ... = d, =0y,
por ende, Zle n;d?/(k — 1) = 0. En caso de que Hy no sea verdadera, entonces
este término es positivo. Asi pues, en el primero de estos dos casos, se esperaria
que CMp, y CMg tengan valores cercanos, ya que con ambas se estima o2,
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mientras que en el segundo cabria esperar que la primera sea un tanto mayor
que la segunda. Para probar la hipétesis nula Hy : p; = py = ... =, contra la
hipétesis alternativa H : y1; # p; para algunas i y j se usa

Fy-1n—k = CMyp, /C Mg,

como estadistico de prueba légico. Si H, es verdadera, se espera que su valor sea
cercano a 1, y en cualquier otro caso, que sea mayor que 1. Esta razén puede
usarse como estadistica de prueba, puesto que si la hipétesis nula es verdadera,
se sabe que tiene distribucion F', con k—1y N — k grados de libertad. La prueba
siempre es de cola derecha, con rechazo de Hy en el caso de valores de la variable
aleatoria Fj_; y_i que parecen demasiado grandes para haber ocurrido al azar.
Es posible que los valores de F' = C' My, /C' Mg sean menores que la unidad ya que
F' es una variable aleatoria. Dicho resultado puede ocurrir linicamente por azar
o causa de que el modelo lineal supuesto sea incorrecto. Aunque en la préctica es
usual que el analisis de varianza se efectue mediante computadora, se cuenta con
algunos atajos de célculo.

Teorema 3.1

kE  n;
SCra = ) D Vi~

i=1 j=1
k
7712 T2
SCr = ) SN

=1

SCE = SCry — SCry.

Demostracién  Por definicion se tiene que

SCry = SCr,+SCE = an Y)Y ) (Y - Vi)

i=1 i=1 j=1

= an (ﬁ) —2Y++anyz++N +

i=1 i i=1 i=1 j=1

k k
-2 Z Ty Yy + Z n; Y7
i—1 i—1
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Rectangle
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k 2

-yl

=1

1y

—2Y++Z7% Yiy + NY? +Z

=1 =1 j=1

Zk Tza Zk -
i=1 3

i=1 j=1

i=1 j=1

2

k k
QYHan +NY+2+ Z L, Z
1=1 =1

2
+
7,

Y2 -2V, Z Ty + NY2, = Z Z Y2 -2V, T\, +NYZ,

i=1 i=1 j=1

_ ZZY2_2T++T+++NT3+ :Zzyz_zTL T]%

=1 j=1

=1 j=1

SR TH
- ZZYM_T’

i=1 j=1

por lo que queda demostrada la ecuacion 1. Para la ecuacion 2 tenemos que

S OTT‘

k
an(yw Y,y )? = an(fﬂi =2V, Vi + V2,
= =1

i T2 LI _
S ( 7{?) SOV S a4 NV2,
k

i=1 ¢ i=1
k

7112
2

i=1 i i

k

Z 12+ T++ Z T+ N (Ti+)

i=1

Por lo tanto se cumple la ecuacion 2. La ecuacion 3 es solo un despeje de SCry =

SCr, +SCE.R
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Las ideas tedricas subyacentes al procedimiento de andlisis de varianza en el
caso del modelo de efectos fijos de clasificacién unidireccional se resume en la
siguiente tabla.

Tabla 3.2.
ANOVA para clasificacién unidireccional con efectos fijos
F. de var. Gl S.C CM CMFE F
ko2

Trat. o nivel k—1 Z; % — % 50m g2 4 3% Z_di —%]}\/[g
Error o residuo N — k SCE % o?

k 2
Total N-1 Sy vR-T

i=1

donde Gl son los grados de liber_tad, S.C' la suma de cuadrados, C.M cuadrado
medio y CM E cuadrado medio esperado.

El uso de la razon F' se ilustra con la continuacién del andlisis de los datos
del carbén iniciado en el ejemplo 3.5.

Ejemplo 3.7 Se ponen a prueba

Ho @ piy = g = pi3 = foy = 15

H03d1:d2:d3:d4:d520

con base en los datos previos. Recuerde que 1, 1=1,2,3,4,5, denota el contenido
medio de azufre de las cinco vetas de carbon principales de una region geogrifica.
Se tienen las estadisticas de resumen siguientes:

T =11.62 Ty =704 ni=7 ng=3
To. =936  T5. =88 ny=9 n5=10
Ty, =1314 T, =49.96 ny=9 N =42

La inica estadistica adicional necesaria es Z?:l >t Y. En relacion con los
datos del ejemplo 3.5, esta estadistica asume el valor 67.81. Luego de sustituir en
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las formulas de cdlculo, se obtiene:

5 ny
: T2 (49.96)?
— 2 ++ —
SCro = ;;nj—T_WBM— o = 5432
5
T T
SO = 25 TN
(11622 | (9.36)2 | (13.14)% | (7.04)2 | (8.8)> (49.96)
N 7 s T 9 s T 42
= 3.935
SCE = SCry— SCp, =8.432 — 3.935 = 4.497
CMyp, = i?Tizg'i35:O.984
SCE 4497
CMp = = =0.122.
PTON—k 37

El valor observado de la estadistica de prueba Fy_i y_ = Fa37 es:

CMy,  0.984
CMg  0.122

Fy3r = = 8.066.

Puesto que fo05(4,37)= 2.626, es posible rechazar Hy con p < 0.05. Se tienen
evidencias estadisticas que al menos dos vetas de carbon difieren en la media de
contenido de azufre. La tabla ANOVA de estos datos es la siguiente:

Tabla 3.3.
ANOVA de los datos de vetas de carbon
Fuente de variacion G.I S.C CM F

Tratamientos 4 3935 0.984 8.066
Error 37 4.497 0.122
Total 41 8.432

Recuerde que se parte del supuesto de que cada una de las £ muestras inde-
pendientes se extrae de poblaciones de distribucién normal, con varianzas iguales

o

3.2.3. Comparacién de varianzas

Como se menciond, la prueba F' de verificacion de la igualdad de medias
es sensible a la violacién del supuesto de varianzas iguales. Ello reviste validez
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particular cuando los tamanos muestrales difieren mucho. Antes de emprender el
andlisis de varianza, es necesario probar las hipétesis:

B
2
JJ

=+

Si se rechaza Hj, se debe usar un analisis no paramétrico o realizar una transfor-
macién de los datos con la esperanza de estabilizar las varianzas. La prueba més
usada para poner a prueba la hipétesis nula de varianzas iguales es la prueba de
Bartlett. La prueba de Bartlett se inicia con el calculo de las varianzas muestrales
S% 52, ..., 5% de cada una de las k muestras. También se determina el cuadrado
medio del error, la estimacion ponderada de o2 bajo el supuesto de que la hipéte-
sis nula es verdadera. En este contexto, resulta conveniente el célculo directo de
CMEg a partir de las varianzas muestrales individuales, mediante la ecuacién:

Hy : o
HliO'

EN SIS

para algunas ¢ y j.

k
CMg=S3=>"

1=1

]

N —Fk

(n; —1)52

Luego se forma la estadistica (), definida por:

k

Q= (N — k) logy, Sy — Z(nl —1)log S?.

i=1

El valor esperado de ésta estadistica es grande cuando las varianzas muestrales

S? i =1,2,...,k son muy distintas, y es cercano a 0 si dichas varianzas también

guardan cercanfa en sus valores. Para probar la hipétesis nula Hy : 02 = 0% =

... = 02 contra la hipétesis alternativa H; : 02 # o2 para algunas i v j, se usa el
k ) j ’

estadistico de Bartlett definido por:
B =2.3026Q/h

donde

k
1 1 1
=1t (3 _ |
+3(%-1)( o N—k)

=1

A continuacién se mostrard el uso de esta prueba.

Ejemplo 3.8 Nuevamente regresemos a los datos de las vetas de carbon del ejem-
plo 3.5. Deben calcularse las varianzas muestrales y sus logaritmos para cada uno
de los cinco niveles del factor. Los resultados de esos cdilculos se resumen a con-
tinuacion:
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veta de carbon wvarianza muestral (5?) log,,S? Tamano muestral (n;)

1 0.175 ~0.757 7
2 0.144 -0.842 8
3 0.115 -0.939 9
/ 0.123 -0.910 8
5 0.07/ -1.131 10

La estimacion agrupada de o es:
—1)s?
oMy = §2=S DS
o P ; N —k
6(0.175) + 7(0.144) + 8(0.115) + 7(0.123) + 9(0.074)
42 -5

k

= 0.122,

por sustitucion, se tiene:
k

Q = (N—k)log,, S — Z(nz — 1) log S?
i=1

—[6(—0.757) + 7(—0.842) + 8(—0.939) + 7(—0.910) + 9(—1.131)]
— 0.692,

= 1+ﬁl—+—+—+—+———}

= 1.055.
El valor observado de la estadistica de Bartlett es:

B = 2.3026Q/h
= 2.3026(0.692)/1.055
= 1.510.

Basado en la distribucion ji — cuadrada, X? | = X3, el valor-p se ubica entre
0.75 y 0.9. Puesto que es un valor grande resulta imposible rechazar:

.2 _ 2 2_ 2_ 2
Hy:0f =05=03=0; =053
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3.3. Analisis de varianza bidireccional

Se recurre al procedimiento llamado uso de bloques cuando se pretende com-
parar las medias de k poblaciones en presencia de una variable extrana. Un bloque
es un conjunto de £ unidades experimentales tan parecidas como sea posible en
lo relativo a la variable extrana. Cada tratamiento asigna aleatoriamente a una
unidad de cada bloque. Puesto que el efecto de la variable extrana se controla
con el emparejamiento de unidades experimentales similares, toda diferencia en
la respuesta se atribuye a los efectos del tratamiento.

El diseno experimental analizado en esta seccién se llama diseno de bloques
completos aleatorizados con efectos fijos. En dicha expresién, bloques se refiere a
que las unidades experimentales se emparejan en lo concerniente a una variable
extrana; aleatorizados, a que los tratamientos se asignan de manera aleatoria al
interior de los bloques, y completo, a que cada tratamiento se usa exactamente
una vez en cada bloque. La expresién “efectos fijos” es aplicable a los bloques
y tratamientos, es decir, se supone que ni los bloques ni los tratamientos se
seleccionan al azar. Todas las inferencias elaboradas se aplican tinicamente a los
k tratamientos y b bloques usados realmente.

La hipétesis que interesa es la de media de tratamientos iguales, dada por:

Ho @ piyy = poy = oo = gy

donde ., denota la media del i — ésimo tratamiento.

En cuanto a la notacién, Y;; denota la respuesta del i —ésimo tratamiento en el
j—ésimo bloque, coni =1,2,....kyj = 1,2, ...,b. Advierta que b indica el niimero
de bloques usado en el experimento y el niimero de observaciones por tratamiento;
k denota el nimero de tratamientos que se estudia y el de observaciones por
bloque, y N = kb, el nimero total de respuestas. Los datos recopilados en un
experimento de bloques completos aleatorizados y algunas estadisticas muestrales
importantes se presentan de manera conveniente en la siguiente tabla:

Tabla 3.4.
Disposicion de datos de bloques completos aleatorizados
Tratamiento
Bloque 1 2 3 ek Bloq. tot. Med. del bloque
1 Yin Ya Y Y1 T Y,
2 Yiz Yoo Ya Yio Tio Yio
3 Yis Yo Vi Yis Ths Yis
b Yip Yo Vg Yo T4y Y,
Tot. del trat. T1+ T2+ T3+ s Tk+ T_|_+

Med. del trat. Yy, Yo, Ya, -+ Y, Y.,




3.3. Andlisis de varianza bidireccional 43

Note que:

Ti

Yig

3.3.1.

b
total de todas las respuestas al 1 — ésimo tratamiento = Z Yi;
j=1
media muestral del i — ésimo tratamiento = T}, /b
k
total de respuestas del j — ésimo bloque = Z Y
i=1
media muestral del j — ésimo bloque = Ty /k

kb k b
total de todas las respuestas = Z ZYU = Zﬂ+ = ZT+j
i=1 j=1

i=1 j=1
media de todas las repuestas =T, /N.

El modelo

En la redaccién del modelo del diseno de bloques completos aleatorizados con
efectos fijos, se requiere la notacién siguiente:

Hij

Hiy

Ky g

Ti

eij

media del i — ésimo tratamiento al j — ésimo bloque
b
media del i — ésimo tratamiento= Z fi/
j=1

k
media del j — ésimo bloque= Z tij /K

i=1

kb
media global = Z Z ti;/ kb

i=1 j=1
i — p = efecto debido al hecho de que la unidad experimental
recibi6 el ¢ — ésimo tratamiento
pry; — p = efecto debido al hecho de que la unidad experimental
estd en el j — ésimo bloque

Yi; — p;; = error residual o aleatorio.

Ahora, es posible expresar el modelo como sigue:

Modelo para el diseno de bloques completos aleatorizados

Yij=p+1i+0;+ey
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Este modelo expresa simbolicamente el concepto de que cada observacion se puede
dividir en cuatro componentes reconocibles: la media de efecto global p, el efecto
de tratamiento 7;, el efecto de bloque ; y una desviacién aleatoria ¢;; que se
atribuye a fuentes inexplicadas. Se tienen los siguientes supuestos del modelo:

1. Las k- b observaciones constituyen muestras aleatorias independientes, cada
uno de tamarno 1, de k - b poblaciones con medias desconocidas ;.

2. Cada una de las k - b poblaciones tienen distribucién normal.

3. Cada una de las k - b poblaciones tienen la misma varianza, o2.

4. Los efectos de bloque y tratamiento son aditivos, es decir, no existe interac-
cién de los bloques con los tratamientos.

Los supuestos 1-3 son idénticos a los del modelo de clasificacién unidireccional,
salvo que se consideran k - b, no k, poblaciones. Afirmar que los efectos de bloque
y tratamiento son aditivos significa que los tratamientos tienen comportamiento
constante de un bloque a otro, y los bloques lo tienen de un tratamiento a otro.

En lo matematico, esa naturaleza aditiva significa que:

ti; = p+Ti+ 5,
= p+ (e — ) + (pgy — ).
Al sustituir, puede reescribirse el modelo tedrico como sigue:

P — B = Ti+05;
= (g — 1)+ (o — 1) + {pgg — [ 4 (i — 1) + (g — )] } -

El remplazo de los pardametros con sus estimadores insesgados respectivos lleva a:
Yij=Yig = (Vi =Y )+ (Vi =Y ) {5 — [Yig + (Yir = Vig) + (Yo = Yii)] |-

Si cada miembro de esta idéntidad se eleva al cuadrado, se suma respecto de todos
los valores posibles de i y 7, y se simplifica, resulta la idéntidad siguiente de suma
de cuadrados del diseno de bloques completamente aleatorizados:

b

kb k
Z Z Vi —Y)? = Z b(Yiy —Yig)? + Z k(Yij = Yig)?
=1

i=1 j=1 j=1

kb
+ZZ(YU Y =Y YR

i=1 j=1

La interpretacién practica de cada componente es similar a la del modelo de
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clasificacién unidireccional. En particular:

(Yij — Yiy)?

k
= 1

b

)

1

b
Z (Yij = Vig =Yy = Yy,)?

=1 j=1

= medida de la variabilidad total de los datos
= suma de cuadrados total (SCr)

= medida de la variabilidad total de los datos

atribuibles al uso de tratamientos distintos

= suma de cuadrados de los tratamientos (SCr;)
= medida de la variabilidad total de los datos

atribuibles al uso de bloques distintos
= suma de cuadrados de los bloques (SCB)

= medida de la variabilidad de los datos debida

a factores aleatorios

= residuo o suma de cuadrados del error (SCE).

En forma simbdlica, la identidad de la suma de cuadrados es:

Identidad conceptual de suma de cuadrados de bloques aleatorizados
SCrot = SCrr +SCB + SCE.

La hipétesis de medias de tratamientos iguales puede expresarse con base en
los efectos de tratamientos 7;. A fin de ver cémo se logra, note que si i, = jiy, =

o = gy , entonces

Bo= ZZMi]’/kb

i=1 j=1

k
= ZHH/k
i=1

= iy

para cadat=1,2,..., k.

Por definicién, 7; = ;. — pu. Por ende, si las medias de tratamiento son iguales,
su valor comtin es p y cada efecto de tratamiento tiene valor 0. La hipétesis nula

del experimento:

Ho:pyy = floy = oo = gy
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es equivalente a:
Hy:my=19=..=7,=0.

Al igual que el caso del modelo de clasificacién unidireccional, esta forma de Hy es
1til si se pretende considerar el diseno de bloques completos aleatorizados como
un modelo lineal general y analizar los datos mediante técnicas de regresion.

3.3.2. Prueba de H,

La prueba de esta hipétesis se obtiene de manera similar a la utilizada en el
diseno de clasificaciéon unidireccional. El uso de los supuestos del modelo y las
reglas de la esperanza permite demostrar que el cuadrado de medias esperadas
de los tratamientos esta dada por:

E[CMyp,] = E[SCo/(k—1)]
by 72

=1

= 02+(k—1)'

Definir el cuadrado medio del error requiere notar en primer término que los
grados de libertad relacionados con esta estadistica corresponden a lo usual, a
saber:

kb—1—[(k—1)+ (b—1)] = (k—1)(b—1).

Al igual que antes, el cuadrado medio del error es un estimador insesgado de o2.
En otras palabras :

E[CME] = E[SCE/(k —1)(b— 1)] =
A fin de probar la hipdtesis nula siguiente:
Hy:mi=70=..=7,=0 6 Ho:py, = flo, = ... = [y,

se usa la razon F':

= CMT’I‘7
CMpg
donde C My, = Eg CTT) La hipdtesis Hy se deberia de rechazar si CC]}@T’“ > ¢, donde ¢

es una constante apropiada cuyo valor se puede determinar para cualquler nivel de
significacién a partir de una tabla de la distribucién F con (k—1) y (k—1)(b—1)
grados de libertad. La prueba sirve para rechazar Hj si el valor observado del
estadistico de prueba es excesivamente grande para haber ocurrido al azar.
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Anslogamente, supéngase ahora que se van a contrastar las siguientes hipéte-
sis:

Hy : f1=0y=..=0,=0

H, : La hipétesis Hy no es cierta.

Cuando la hipétesis nula Hy es cierta el estadistico de prueba tendrd una
distribucién F con (b —1) y (k —1)(b — 1) grados de libertad:

CM
p= e
CMg
donde CMp = (Sﬁ—g. La hipétesis Hy se deberfa de rechazar si g%ﬁ > ¢, donde ¢

es una constante apropiada cuyo valor se puede determinar para cualquier nivel de
significacién a partir de una tabla de la distribucién F con (b—1) y (k—1)(b—1)
grados de libertad. En la tabla 5.5 se resumen las ideas desarrolladas en esta
seccién y se incluyen algunas férmulas de cédlculo de SCr, y SC'B.

Tabla 3.5.

ANOVA para diseno de bloques completos aleatorizados de efectos fijos
F. de var. G.l. S.C C.M CME F
Trat. k—1 Z:Zl Tzi _ % éciT{) o2 Lb ,_zk:l (kf_fl) %AJ\Z
Bloque b—1 ]é TT‘%J — % % e ké (bﬁi) g%ﬁ
Error (k—1)(b—1) sustraccion (kj?%

Total kb—1 éé vz- L

A manera de ilustracién, se analizan los datos del siguiente ejemplo:

Ejemplo 3.9 Los funcionarios de un sistema de transporte pequeno, con ape-
nas cinco autobuses, necesitan evaluar el desgaste de cuatro tipos de neumdaticos.
Cada uno de los autobuses tiene ruta distinta, de modo que las condiciones de
terreno y de conduccion difieren de un vehiculo a otro. Es apropiado un diseno
de bloques bidireccional para controlar el efecto de esta variable extrana. Cada
autobis constituye un bloque y cada tipo de neumdtico, un tratamiento. En otras
palabras se intenta probar :

Ho : piyy = Hoy = fzy = Hay -
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Se tienen calculadas las estadisticas de resumen siguientes:

Ti. = 61.8 T.. =588 T.. =355
Ty, = 100 T,y = 78.0
Ty, =119.3  T,s =80.1
Ty =73.9 Toq = 64.7
Tos="73.4

Tabla 3.6.
ANOVA de datos de desgaste de neumdaticos
F. de variacion G.I S.C C.M F
Tratamientos 8 401.338 133.779 61.340

Blogue 4 81.525  20.381 9.345
Error 12 26.167 2.181
Total 19 509.030

4 5
En relacién con los datos que se tienen E - E , IYZ = 6810.28. El uso
1= Jj=

de las férmulas de calculo de la tabla (3.5) debe permitir que el lector verifique
muchas de las cifras de la tabla ANOVA mostradas en la tabla anterior (3.6).
Puesto que fo5(3,12) = 3.49 y 61.34 > 3.49, es posible rechazar:

Ho @ pny = poy = pgy = Hay

con p < 0.05. Se tiene evidencia estadistica concluyente de las diferencias en la me-
dia de desgaste de la superficie de rodamiento de los cuatro tipos de neumaéticos.
El valor con asterisco en la tabla anterior es el observado de la razén CMp/C Mg,
usada para evaluar la efectivdad de la utilizaciéon de los bloques. Puesto que
foo5(4,12) = 3.26 y 9.345 > 3.26, es posible rechazar la hipétesis nula Hy : 5, =

By =...= s =0.



Capitulo 4

Factores de Bayes intrinsecos

4.1. Factores de Bayes intrinsecos para seleccién
de modelos

LEs necesario otro criterio para la seleccion de modelos? Obviamente pen-
samos, ;para qué? Primero, sentimos que el modelo de selecciéon debe tener una
base bayesiana. La seleccion de modelos de métodos bayesianos y contraste de
hipétesis son particularmente necesarios por las siguientes razones:

a) Medidas basadas en calculos frecuentistas, tal como valor-p son las mds
grandes dificultades y las méas enganosas.

b) Analisis de modelos no anidados y/o contraste de hipétesis es muy dificul-
toso en un marco frecuentista.

¢) Métodos no bayesianos tienen dificultad incorporada. Si dos modelos expli-
can datos igualmente de bien, entonces el modelo més simple serd preferido, los
factores de Bayes hacen esto automaticamente.

d) La prediccién es frecuentemente la meta real.

Una premisa bésica de nuestra motivaciéon es que uno necesita métodos au-
tomaéticos de seleccién de modelos. La comunidad bayesiana continua un debate
sobre que métodos deben ser usados, objetivos o subjetivos; muchos bayesianos
aceptan que ambos métodos pueden ser usados. El argumento a favor de métodos
automaticos de seleccion de modelos es particularmente evidente, porque fre-
cuentemente uno tiene inicialmente una gran variedad de modelos, y una especi-
ficacién cuidadosa de distribuciones a priori para todos los pardmetros de todos
los modelos es tipicamente no factible. Sin embargo, estos procedimientos tienen
la limitacién de que si se trabaja con distribuciones a priori impropias, entonces
los factores de Bayes quedan definidos salvo una constante multiplicativa.

A continuacién analizaremos una técnica para el desarrollo de factores de
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Bayes por defecto, los cuales llamaremos Factores de Bayes intrinsecos (FBI).

4.1.1. Preliminares

Consideremos los modelos M, Ms, . .., M, bajo la consideraciéon que los datos
tienen densidad f;(x]6;) bajo el modeloM;. Los vectores de pardmetros 6; son
desconocidos y de dimensién k;.

En el procedimiento bayesiano de seleccién de modelos, bajo el enfoque M-
cerrado se procede seleccionando distribuciones a priori 7;(0;), para los pardme-
tros de cada modelo, junto con probabilidades a priori p; de que cada modelo sea
verdadero. La probabilidad a posteriori que M; es verdadero es entonces:

P(Mj|z) = (pr ) (4.1)

donde Bj; es el factor de Bayes de M; a M;, definido por:
my(@) _ [ fi(xl6;)m;(0;)db;
mi(x) [ fi(@]0;)mi(0:)do

aqui m;(x) es la marginal o densidad predictiva de X bajo el modelo M;.
La demostracion de la ecuacién (4.1) es como sigue

P(a|M)P(M,) __ P(a|Mi)P(Mi)

P(x "
@) ZP($|MJ‘)P(MJ)

e (e pop )
_ Zn:mj(x)pj <; mz(x)pz> <Z ) |

Aunque usamos un lenguaje bayesiano estandar, note que no asumimos estricta-
mente que uno de los modelos es el verdadero; en particular Bj; puede ser visto
como el cociente de verosimilitud de M; con M;, y por lo tanto puede interpretarse
solamente en términos comparativos de soporte de los datos para los dos modelos.
Aunque formalmente se discutird solo el problema de seleccién de modelos, éste
desarrollo puede ser aplicable al contraste de hipétesis.

Para calcular Bj; se requiere la especificacién de m;(6;) y 7;(0;). Frecuente-
mente en andlisis bayesiano, uno puede usar distribuciones a priori no informativas

N

7V (6;). Comtinmente se elige la “distribucién a priori uniforme”, 7V (;) = 1; la

P(M;lx)
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distribucion a priori de Jeffreys, 77 (6;) = (det(1;(6;)))?, donde I;(0;) es la matriz
de informacién esperada de Fisher correspondiente al modelo M;; y la distribu-
cién a priori de referencia, m2(6;)) la cual ha sido probada por Bernardo (1979)
y Berger y Bernardo (1992).

Usando cualquiera de las distribuciones a priori antes mencionadas, obtenemos

m¥(x) _ [ Filal0;)m (6;)d6;

2

N _

(4.3)

la dificultad con la ecuacién (4.3) es que 7¥(6;) son tipicamente impropias, y
por lo tanto son definidas salvo constantes arbitrarias c;. Por lo tanto Bj; esta
definido salvo una constante c;/c; la cual es arbitraria.

Una solucién comiin a este problema es usar parte de los datos como una
muestra de entrenamiento. Sea z(l) que denota la parte de los datos que serd
usada. La idea es que z(l) seré usada para convertir la 7 (6;) a una distribucién
a posteriori propia

w3 (0:l2(1) = filaDI0:)m* (0:)/mi (1)),

donde (abusando un poco de la notacién) f;(z(l)|0;) es la densidad marginal de
X(1) bajo M;,y

mf&ﬂ»==/fxﬂDWQﬂW&ﬁwp (4.4)

La idea es entonces calcular los factores de Bayes con el resto de los datos, u-
sando ¥ (0;]z(1)) como distribucién a priori, esto puede facilitarse con el siguiente
lema.

Lema 4.1 El factor de Bayes del modelo j al modelo i, condicional a z(l) y
asumiendo que ¥ (0;|x(1)) es propia, esta dado por:
Bji(x(1)) = Bj; - B (x(1)), (4.5)
donde
B (x(1)) = m" (x(1)) /mj’ ((1))-

Demostracién  Denotando el resto de los datos por x(n — 1) el resultado se
sigue de la definicion.

St = D10y, () (0]2(0))do);
J Fiw(n = 0)16;, 2(1)w N (6:[ (1)) d6;

Bji(x(1))

~


Norma
Rectangle
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pero
fi(@(n =005, (1)) - f;(x(D)]0;) = f;(x|6;),
’ 1070,
(0](1)) mN(m(l)) ’
también
filz(n = D10;,2(1)) - fi(x(1)|0:) = fi(z]0:)
Y
N A GIALA D
¥ (0a() = HEDLIE,
asi sustituyendo en Bj;(x(l))
f fjjxflww (x;)flvix)w d9 f bedn (:c(l d6~

J

Gl0) RGO £i( |0)7r

| 7Gwey - = (m(l)) “db, f m (D)) L db;
I fi(2]0;)m ¥ (0;)miY (2(1))do,
[ fi(@0:)7 Y (0:)myY (2(1))db;

Claramente, quitando la arbitrariedad en la eleccién de las constantes multiplica-
tivas de las 7, (6;); el cociente ¢;/c; que multiplica a B} debe ser cancelado por
el cociente ¢;/c; que debe multiplicar a B} (x(l)). El uso de muestras aleatorias

tiene sentido, sélo si m (z(1)) en (4.4) son finitas. Esto se formaliza en la siguiente
definicién.

=B} -BY(z(1)).m

Definicién 4.1 Una muestra de entrenamiento, x(l), sera llamada propia si 0 <
m¥ (z(1)) < oo para todo modelo M, y es llamada minimal si es propia y no tiene

subconjuntos propios.

Ejemplo 4.1 Supdngase que X = (X1, X, ..., X,,) donde los X; son i.i.d. N'(u,c3)
bajo Ms. Bajo My, los X; son i.i.d N (0, 01) Consideremos las distribuciones a
priori no informativas ¥ (0y) = 1/oy y 7 (u,09) = 1/03. Esto es directo para
mostrar que m (x;) = oo para una simple observacidn, pero son una muestra
de entrenamiento para 2 distintas observaciones propias. Ensequida verificaremos
esta afirmacion.

1 1
mi @) = gy )
i J
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De la definicion se sigue que

<1 — Ly (@?+a2?) 1
)[01)m7 (01)d6 —e i —d
my /f1 0)[01)m7 (01)d6 = /0 7€ g
1 (22 2 (@f+a)
tomando u = —5 (v} + z7), du = ——*do,
1 1
0
1 du 1 — Lo (a2 422) 1
N u 2\ T3/ 00
l — _ — 20 —
my (2(0)) / or " (27 +22)  2m(af + :L‘?)e 1 O 2m(a? +a2?)’

también

md (x(l) = / Fo((1)102) e (62)d0,

o0 o0 1 — L N(wy—p)? zj— 2
_ / / . oz [@—+( “)]d@du
27702
- /0

2 (,u,——(:cl—&-xj)) —zixy |5 (eta)? Y 1
7203 J+3 }a_gd‘”d“

27702

e T i 2(33z+371) %x-xj

. 1 © (- laztz)) 1
— U AU Lyl g,
02

3
2m 05 | J oo

eligiendo = (u — 3(z; + x;)) /o, du = du/o,

-1 [(ri+1j)2 741200]']
1

N o o7 1
g @) = | L Jrdos,
0 03

2

zitxi) 2 —4zx;
haciendo u = —4%% [(xi + xj)2 — 4xix]~} , du = %dag,

] 0
mév (0 _ - e"du
1 1

VAl —dne] VR ()

Tipicamente, para una muestra de entrenamiento minimal todos los pardme-
tros son identificables. Frecuentemente serd una muestra de tamano max{k;},
recordemos que k; es la dimensién de 6;. Silos ¥ son densidades propias entonces
la muestra de entrenamiento minimal es el conjunto vacio y Bj;(z(l) = BJ.
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4.1.2. Relacién con otros métodos bayesianos automaticos
Uso de distribuciones a priori convencionales

Jeffereys (1961) introdujo el uso de distribuciones a priori convencionales para
la seleccién de modelos y contraste de hipétesis. En la situacion del ejemplo (4.1),
él argumenté el uso de

(01) = ~ (,02) = ~ !
m(o1) = — T, 02) = — -
ot 017 2\, a2 op) 7TU2<1+M2/U§)’

(4.7)

para la cual utilizé la distribucién a priori no informativa estdndar para pardme-
tros de escala pero una densidad (propia) de Cauchy(0, o) para la a priori condi-
cional de 1 dado 0. Eligiendo 7(1|o3) propia, la indeterminacién salvo una cons-
tante del factor de Bayes es eliminada, al menos en términos de . Jeffreys iden-

tificé 02 = 02 = o2 en esta situacién y por lo tanto no se preocupé acerca de
la indeterminacién de w(o) = 1/0, si esta a priori ocurre en ambos modelos,

entonces una constante multiplicativa debe ser cancelada.

El argumento de Jeffreys para (4.7) es bastante largo y puede o no ser convin-
cente. Su solucién no obstante es bastante razonable, eligiendo la “constante” de
la a priori de ;4 dado o5 es de forma natural, y se sabe que las a priori de Cauchy
son robustas en varios sentidos. Aunque es fécil objetar teniendo tales “imposi-
ciones” sobre el andlisis, es crucial recordar que no hay otra alternativa (excepto
subjetividad). Cualquier método alternativo corresponde a la imposicién de algu-
na (propia) a priori, o peor aun, termina por no corresponder a cualquier anélisis
bayesiano actual. Este problema es suficientemente importante para merecer én-
fasis.

Principio 1. Los métodos que corresponden a el uso de distribuciones a priori
(propias) por defecto plausibles son preferibles a aquellas que no corresponden a
cualquier andlisis bayesiano actual.

Se intentard mencionar cuales métodos bayesianos por defecto son consistentes
y no consistentes con este principio. Algunas propuestas que son consistentes con
dicho principio son las siguientes: Albert (1990), George y McCulloch (1993),
Madigan Y Raftery (1994), McCulloch y Rosi (1993), Mitchel y Beauchamp
(1988), Poirier (1985), Raftery (1993), Stewart (1987), Verdinelli y Wasserman
(1995) y Sellner y Siow (1980). La limitacién de estas aproximaciones es que
ellas fueron construidas para problemas especificos y nuestra meta es construir
un método completamente general y automaético, pero que sea consistente con el
principio anterior.
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Meétodos asintéticos y criterio de informacién de Bayes

El método asintético de Laplace (Haughton 1988, Kass y Raftery 1995) es
producido como una aproximacién a Bj;.

L Ll et B) Y2 (22 (6)) )

T fi@)0:)(det )12 (2m)ki 2y (0;) '
donde I, y 91'7 son la matriz de observacién y el estimador de maxima verosimili-
tud (EMYV) bajo el modelo M;. Cuando el tamano de la muestra tiende a infinito,
el primer factor de BjLi tipicamente tiende a cero o a infinito, mientras el se-
gundo factor esta acotado. El criterio de informacién de Bayes (CIB) de Schwarz
(1978) surgi6 reemplazando el segundo factor por una constante apropiada. Kass y
Waserman (1995) argumentaron que, para modelos anidados, el CIB corresponde
a un analisis bayesiano.

La expresion asintdtica (4.8) tiene mucha utilidad teérica. Esta puede ser
usada para ayudar a desarrollar distribuciones a priori propias por defecto y
comparar criterios en la seleccién de modelos.

Como un comentario final, existen muchos problemas de seleccién de modelos
para los cuales el resultado asintético difiere de (4.8) (ver Haughton y Dudley
1992). Es interesante ver que los factores de Bayes intrinsecos (FBI) son compati-
bles bayesianamente.

Distribuciones a priori no informativas convencionales

En la seccién (4.1.1) se observé que el problema con las distribuciones a priori
no informativas, ¥ es que ellas estdn definidas salvo constantes multiplicativas
arbitrarias ¢; y que tales constantes deben ser factores multiplicativas de los
factores de Bayes. Se han hecho esfuerzos para especificar convencionalmente las
constantes c¢;. Para instanciarlas, Smith y Spiegelhater (1980) y Spiegelhalter y
Smith (1982) proponen elegir los ¢; de tal forma que Bj;(z(l)) sea igual a 1,
cuando z(l) se elige como la muestra de entrenamiento minimal, que favorece
mas al modelo simple.

Este método se acerca a satisfacer el principio 1. El fallo es que tiene una
tendencia en favor del modelo més complejo. Esta tendencia surge de la especifi-
cacién que Bj;(z(l)) va a ser 1, aunque la muestra de entrenamiento sea escogida
para favorecer al maximo al modelo méds simple.

Métodos de entrenamiento y métodos de verosimilitud parcial

La idea de muestras de entrenamiento, ha sido usada muchas veces informal-
mente. Desarrollos mas formales de esta idea pueden ser encontrados en trabajos
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de Atkinson (1978), Geisser y Eddy (1979), Gelfand, Dey y Chang (1992), Lem-
pers(1971), San Martini y Spezzaferri (1984), y Spiegelhalter y Smith (1982),
aunque no todos estos trabajos utilizan la idea con factores de Bayes ordina-
rios. Otras referencias y el comportamiento asintético general de los modelos de
muestra de entrenamiento han sido probados por Gelfand y Dey (1994).

Se puede mostrar que si el tamano de la muestra de entrenamiento se incre-
menta con la muestra de tamano n, entonces la muestra del factor de Bayes es
no asintoticamente equivalente a (4.8).

El método de Aitkin (1991) puede ser considerado como un método de mues-
tra de entrenamiento, tomando la muestra entera x, como una muestra de en-
trenamiento para obtener 7 (6;|x) y entonces usar esta como la distribucién a
priori en (4.5) para calcular el factor de Bayes. Este doble uso de los datos es
por supuesto no consistente con la légica bayesiana usual, y el método viola el
criterio asintético de forma severa.

O’Hagan (1995) propuso usar una parte fraccional de la verosimilitud entera,
[f(z]0)]*, en lugar de una muestra de entrenamiento. Esto tiende a producir
una respuesta mads estable que la producida por el uso de una muestra de entre-
namiento particular, pero falla el criterio asint6tico a menos que o < 1/n cuando
la muestra de tamano n crece. El tamano del factor fraccional de Bayes ha si-
do bastante estudiado, particularmente para las elecciones tales que o = mg/n,
donde mg es la muestra de entrenamiento minimal. Esta eleccién puede resultar
en los factores de Bayes que corresponden a el uso de distribuciones a priori por
defecto, al menos para modelos lineales y ciertas elecciones de distribuciones a
priori no informativas, tal justificacién debe ser formalmente establecida.

Independientemente del trabajo de Berger y Pericchi, de Vos (1993) ha pro-
puesto un método de muestra de entrenamiento para modelos lineales que es
similar al método propuesto por Berger y Pericchi.

4.2. Factores de Bayes para mdédelos anidados

4.2.1. Modelos anidados

Asumamos que M; es anidado en M, en el sentido que nosotros podemos
escribir 0y = (¢,n) y que f1 y fo satisfacen

fi(x]0h) = fo(x|C = 01,7 =ng) (4.9)

donde 7, es un valor especifico de 7. Algunas veces simplemente escribimos 6, =
(01,m), aunque esto es peligroso (pero comin) en la préctica. El peligro es que
01 en fi(x]61) y 02 en fo(x|01,7n) pueden tener interpretaciones muy diferentes,
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porque los stmbolos son los mismos, es demasiado fécil asignar entonces la misma
distribucién a priori (especialmente cuando se usan las distribuciones a priori por
defecto). Esta es una importante cuestién, porque muchos de los esquemas para
el desarrollo de a priori condicionales son basados en una formalizacién en la
identificacion de tales pardmetros.

El siguiente supuesto es siempre verdadero para modelos anidados.

Supuesto 1. Si M, es anidado en M,, entonces asumimos que como el tamano
de la muestra tiende a infinito (n — o0),

~ bajo M,

05 05 = (01,7)- (4.10)

—

4.2.2. Los factores de Bayes intrinsecos

Para un conjunto dado de datos x, tipicamente existen muchas muestras de
entrenamiento como la que se definié en la seccién 4.1.1. Sea

Xp = {2(1),2(2), ... (L)} (4.11)

que denota el conjunto de todas las muestras minimales x (7). Claramente el factor
de Bayes Baj(z(l)), definida en (4.5), depende de la eleccién de la muestra de
entrenamiento minimal. Para eliminar esta dependencia e incrementar estabi-
lidad, una idea natural es promediar los By (x(l)) sobre todos los z(l) € Xr. Este
promedio puede ser hecho aritméticamente o geométricamente, primero el factor
de Bayes intrinseco aritmético (FBIA) y enseguida el factor de Bayes intrinseco
geométrico (FBIG) quedan definidos de la siguiente manera:

L
1
Bl = ZZle(:zc( = BY. ZB (4.12)

1/L 1/L
Bl — ( Bﬂw») =Béi-<HBéi(m<l>)> , w13)

donde el BY(x(l)) esta definido en (4.5). Note que B¢ < BIA porque la media,
geométrica es menor o igual que la media aritmética. Por tanto BIY favorecera
al modelo anidado més simple que B

Nota 1: Definimos B! como 1/B!3, y no por (4.12) con los indices invertidos.
La asimetria surge porque M; esta anidado en M,. Para Bgl no hay problema,
invirtiendo los fndices en (4.13) claramente resulta 1/ B¢

I~
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I 1/L I 1/L I 1/L
Bl — (H312<x<z>>> :B{g-(nwxa») =<Hle(m(l))>

1/L

L —1/L
S [—— ﬁii-(ﬂB%(x(l})) =1/Byy
1850

Nota 2: Si el tamano de la muestra es muy pequena, entonces claramente se
tendra problema usando una parte de los datos como muestra de entrenamiento.

Ejemplo 4.2 Sea X = (X1, Xy,..., X)) una muestra i.i.d. de My : N(0,0%) o
My : N(u,02). Usando 7 (o) = 1/oy y w8 (1, 02) = 1/02, y haciendo algunos

calculos se tiene
BY = \/—2 1+ —jQ v (4.14)
2 n 52 ’ '

n

s = Z(m —7)2

=1

donde

Sabemos que

md (z) [y, fo(x]02)m5 (02)d0;
mY (@) [, fu(z]o)7Y (61)do,

N . 5 Z(m wy?
my (l‘) = /9 W@ —d(92

n/2q5

= —e 1= JRE—
0 ) CR)P0Y g
Y St tenemos que

Z(mi—uf = Zx —nz® +n(p—7)?

,L " x2—nz?4n(u—z)? 1
mé\[(x) = / / 27T n/2 209 I:Zz 1% + ( ] U_%deUQ

_ L (Z? 22 —nz?) gt (n(u-2)?) 1
B / W e [ ) o,

o] 2

N
B21
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tomando u = M y du= x/ﬁdu7
N o ’L xZ_an ]'
my (£C> 27T n/g\/_/ e ~33 2 1 ]ag+1d02’
haciendo y = 052, dy = _202—3d02’ se tiene
n 2_ 52
CET g
2(2m)/2y/n (M)"/Q
2
Ahora

n

V(z) = : / —n—1 %Zmz

m3 = W 04 e i=1 doy,
, dy = —20,%doy, y procediendo de forma andloga a la integral

var  T(3)
2(2m)n/2 <2?=1x%>“/2'

eligiendo y = o7?

anterior tenemos

my (x) =

por lo tanto

V2T . F(%)
2(2m)n/2\/n (Z?—l 22 —nz2
=19

N _
BQI_

vamr r(s) vn iy T} — na?
2(271‘)"/2 <E?:1 mlz)n/Z
2

)" vE (Zat )"

pero s? = Z(m —z)? =" at —ni? ast

N o (S a2\ o (5% +nz*\"? 2m nz?\"?
By=y\—(=5—) =\ |\—=—) =y-{1+—=]) -
n s n s n s

Usando (4.8) observese que X consiste en todos los pares de observaciones
diferentes L = n(n — 1)/2, de esto se sigue que

1o (1(D) — a(1))?
L &2/ [3(0) + 23(0)

IA  __ N
B21 - B21

? J

_ pN . 1 (i — ;)
= B n(n—1) ; VT [22(1) + 22 ()] (4.15)
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IG _ BN : (z1(1) — 22(1))?
ot = s 2wy (10

Nétese que Bit y BIY estan definidos esencialmente para cualesquiera modelos
anidados inclusive para aquellos no estdndares.

Ejemplo 4.3 Supdngase que X = (X1, Xo, ..., X)) es una muestra i.i.d. de M :
X1 ~N(01,1) con 0y <0 o My: Xy ~N(02,1) con 0y € R'.Una vez mas, es
importante recordar que 01 y 0o podrian ser cantidades distintas a priori, incluso
cuando 0y < 0.FEsto puede ser peligroso para formular este problema diciendo
X; ~N(0,1) con My : 6, <0y M,:0 € R El peligro es al usar el mismo
stmbolo 0, apareciendo en My y My el cual puede causar que en un momento dado
uno asume que m1(0) (bajo M) sea igual a (0|0 < 0) bajo Ms.

La distribucién a priori no informativa usual es 71 (61) = 1(_c0,0) ¥ 75 (f2) = 1.
De donde se tiene que:

1
BY = ———— 4.1
21 (I)(— ﬁj)’ ( 7)
donde ¢ es la funcién de distribucién acumulada de la normal estédndar.

A continuacion se demostrard la ecuacién (4.17). Por definicién de B ()
sabemos lo siguiente:

N mi(z) _ Jxmme T db
By (z) = NN n

my () 12 Y
Y, e

ffOO (271_)”/26 i=1 de]_

0 . -3 (zi—02)? o 1 -1 Z(z¢702)2
B f—oo W@ i=1 d@g + fO We i=1 d(92
oy THD e
f—oo We i=1 d¢91

también tenemos que
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1 n
—5 2 (@i = 02)?

=1

= —% zn:(mf — 21,05 + 03)
i=1

= —%fo—FZxﬂg—%Z@g
, ‘ —

= —= Zx +nbT — n_92

n02 9

72

B n92 0 +nx 1 & +nx2
= nl,x 5 2’1:(: 5

g

0 1 %Z(Ii*%)Z 0 1 (\/_92 5z ) ) (ngnffZ)
/ ezt T a6 :/ - e

—0o0

N | —

al hacer t = /2 (\/gﬁg — \/gi) dt = /2 - \/gdﬁg, se obtiene

y por tanto

ST et [ et
f: e Le‘gdt

®(—v/nz) + (1 — 2(—v/nx)) 1
®(—/n7) © ®(—/nz)’

By (x) =
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Luego de (4.12) y (4.13) resulta que

A 1 1
By = Y Z:q’(—%) : (4.18)

1 1 [ v
BIG = SV n [H @(—xi)] : (4.19)

Esto es un ejemplo no estdandar que es dificil de manejar por métodos ordina-
rios en parte esto se encuentra indicado por el hecho de que la expresién asintética
(4.8) y (por lo tanto el CIB), aqui no es vélida. Las correcciones asintéticas
han sido probadas por Haughton y Dudley (1992), quienes estudiaron muchos
problemas muy generales de este tipo. Para este caso, la expresiéon andloga a
(4.8) es :

~ m2(Z)
B = ®(—/nz)m (min {z,0}) (4.20)

la cual es valida si w9 es continua, y si 71 es continua y tiene limite finito.

4.2.3. Los factores de Bayes intrinsecos esperados

Para una muestra de tamano pequeno, el promedio de las muestras de en-
trenamiento en (4.12) y (4.13) pueden tener varianza grande, lo cual indica una
inestabilidad de los factores de Bayes intrinsecos. También, el célculo puede ser
un problema si L es grande. Una atractiva solucién fue propuesta por Berger y
Pericchi (1996), remplazando los promedios en (4.12) y (4.13) por sus respectivas
esperanzas, evaluadas en los estimadores de médxima verosimilitud. Formalmente
ellos definieron el factor de Bayes Intrinseco Aritmético Esperado (FBIAE) y el
Factor de Bayes Intrinseco Geométrico Esperado (FBIGE) por

L
1
Bi'F = BY - - > B [BH(XD)] (4.21)
=1
y
1 L
B = By - exp {Z > E; [log By(X(1))] } : (4.22)
=1

donde las esperanzas son bajo el modelo My, con 0 igual al estimador méxi-
mo verosimil . Si las X (I) son intercambiables, como es comun, entonces los
promedios sobre L salen sobrando. Esto es, (4.21) y (4.22) son justificadas como
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aproximacion a (4.12) y (4.13) para L grande y bajo M, es obvio. Pero estas tam-
bién son aproximaciones validas bajo el modelo M; si asumimos el supuesto 1 en
la seccién 4.2.1. Es satisfecho por que (bajo el modelo M), 05 = (61,1,), lo cual
junto con (4.9) muestra que las esperanzas en (4.21) y (4.22) son equivalentes.

Ejemplo 4.4 Supongamos que las X(I) son intercambiables, asi por (4.21) se
tiene:

(Xi — X;)°
27 (X7 + X?)

IAE _ pN | oM
By™ = By - Eg2

gy (L) 4.23
- Pa1’ 2\/7_7'{”5%/82] ( . )

IGE
21

(para el cdlculo de estas esperanzas ver Berger y Pericchi (1994)). By puede
ser evaluado tinicamente como una serie infinita (ver Berger y Pericchi (1994)),
pero el cdlculo nimerico es directo.

Ejemplo 4.5 (continuacion del ejemplo 4.4) Usando (4.18) y (4.21), y con-
siderando que los X(1) son intercambiables se tiene que

1 1
BIAE _ . pM2 X ) = — . <_— 2) 4.24

21 qb(—\/ﬁf) 02 [Qﬁ( z)] ¢(_ ni) l‘/\/_ ( )
aqui X; ~ N(0,1) bajo My y 0y = z. Otra vez BIF puede no tener una forma
cerrada. Como ocurria con Bls', Berger y Pericchi definen B3\ = 1/BIAE. En
este caso no hay otra opcion porque en muchos problemas Eé\f [BN(X(1)] =
co. Esto también explica la definicion de BI'¥ = 1/BIAE . aunque BY' podria
definirse como en (4.12) con los indices intercambiados, el promedio de By (x(l))
normalmente diverge cuando L — oo, resultando un factor de Bayes que viola el
principio 1.

4.2.4. Comparaciones

Haremos una pausa para comparar los diferentes factores de Bayes intrinsecos
con otros métodos seguros, asi como obtener una visién en estos casos simples
para ver si nuestra meta es alcanzada. Las comparaciones que hacemos son con
la expresion asintética (4.8), la aproximacién de Schwarz y con los métodos de
Jeffresys (1961), Smith y Spiegelhalter (1980).

Ejemplo 4.6 Se puede demostrar que los estimadores de mdaxima verosimilitud
para ambos modelos son: i = z, 61 = (3., 22/n)Y? = (22 + $?/n)Y/?, 64 =
(s2/n)V/2.



64 Capitulo 4. Factores de Bayes intrinsecos

Sabemos que X; ~ N(u,03) bajo M.

1 —5g (@i -p)? 1 5oz Liey (@i -n)?
Ti) = e *72 , T1, T2, ..., Tp) = ————e€ 271 7
f( ) \/%02 f( 1,42 ) (\/%)”03
ast
In S )= i om) g
nf(ry,xr..x,) = In|—mm | — — T —
e Vamyos) g
n 1 n 9
= —111(\/271'0'2) _27"%2_:(1.2_”)
1 n
= —n [ln V21 +1In 02} — 27‘% Z(xl — )2,
luego
alnf<x17x2v'”7'rn) — 22?:1(xl_u) =0
o 203
= Z(fﬂi —p) =
i=1
= le—nu: = =2,
i=1
también
Oln f(z1, 9, s Tn) no (@ —p)? _
= ——+ 3 =0
Oosy 09 o
n o 2\ 1/2
= gy = (Zi—1<$z 1) > = Gy = (Sz/n)l/z,
n
Se tiene que X; ~ N(0,0%) bajo M,
fla) = e " I T
;) = e 271 T1, T2, ..., Lp) = ————e 2177 °
V2mo, b (V2m)rot
por lo cual

1 IR
In f(x1,29,....,2,) = In <7) — =)
(V2m)nal :

n 1 n
= -1 (\/2 > __E 2
n TOq > x;

/ 1 2
= —Nn [ln 27T—|—1H01:| —@Zx

17
1 =1
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luego

do o1 o

n —

pero s* =30 (T — p)?, asi

A continuacién se tienen las siguientes aproximaciones:
Aproximacién Asintética (4.8) dada por:

Ug.ﬂgA 55)

By, =By -2 (4.25)

Solucion:
De antemano sabemos que

donde [; y 6; son la matriz de informacién observada y el estimador de méxima

verosimilitud.
Bajo My, Xi~ N(0,0%), asi k; = 1.

Ty X a2
h = - [Ploeflon) |2 (2 + =)
! N 80'% o1=61 o 60’1
o1=01
_[E_M] :_[2_322;13:?}
O_% O_? 0'1:5'1 0—% 0-?[1 0'1:5'1 7

como 01 = (Z?:l ng/n)1/2’
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entonces

(det I (2)) /2

Bajo MQ Xz ~ N(,u, 0'%)

D e T is <
- (5"
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n i 3> i
Y <Z?:1 x§)2

n n

R >
Z?:1 7 (Z?:l I?)Q
2n?

Z?:l a:?’
1 1

(det [ (z))/2 ( 22 2>1/2

i=1%;

i ? 1/2
1= 1
2

V2n

A

01

NoTs

A (o logg(glu,ﬂz) (o locg?fér\u,ﬂz)
L(7) = = | 9108 f(alios) 8 log flalpoa)
020 80% (/1'70—):(117&2)
In( nos) = o LS (e
n(f(x1, xa, ..., x|, 0 n — X —
1y L2y «eey M, 02 (271_)”/203 20_% - %
1 n
— [ln(27r)n/2 +1In(o%)] — = Z(% — )
2 =1
asi
Oln(f(x1,x2, ..., Tp|p, o) 2 < 1 <
alu - 20_% ;(’IZ /’L) - O'% ;(ml /’6)7
82 1n(f<x17x27"'7$n|:u70-) _ —_TL
Op? 03
32 hl(f(l‘l,ﬂfg,...,l’nl,u,a') _ 82 hl(f(xl?m%'“axnllu’?(j-) _ —22?:1(1’2 _M)
opdo dodp o3 ’
Oln(f (w1, zg, ... Tl o) _ Do (i = p)?
Jo o o3 ’
O*In(f (1, w2, ..., Tolp, o) _on 3> (x — p)?
Jo? o3 o5 ’
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por lo tanto

. B —_72’11 221 1(1.1 M)
e i . S ]
L 3 o3 o (1:0)=(162)=(@,(? /) /?)
i —_n —23 i (xi—7)
- _ 3 &3
237" (z;—%) 2n ] )
~3 ~2
L 03 e
N n (2n 25" (z:—1)\°
det (1 = <= |- =L
o) = 5 (5) - (=
_o2? A (3 — @)
o3 o3
_ 2P0} — 4 (T (e — @)
= =
B 2n20%  2n?
A
luego
N 1 &3
det Ir(z))™V/?) = =2
(det y(a)) 1) =T
v}
02
ademads . . .
g _ fi(xl6;)(det ;)12 (2m)" "2 7;(8;)
T 2|0 (et I)712 (2m) 2 1i(0;)
—sm Y@ -w? (52 2/2
BL vt (—22) (2" - ma(62)
Jji e DT P 1/2 /
Wﬁ T () em) w8
- 07116*@ S (i -p)? 6% _ (2#)1/2-7?2(92)
o __l_xn 2 N )
0'36 207 = '5’1‘%'71’1(‘91)
pero
n
s? = Z(mi—f)Q, ZxQ/n W2 = (7% + 52 /n)'/2,
i=1

Gy = (s*/n)Y? Zx = s* + nz’.
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Asi
Bl — om 62 e - (2m) Y2 ma(6,) _ 2T ot 62 719(05)
7 Ug-&l-e—”/Q\/ﬁ-m(@l) n 03'&1'7T1(91)
o (@422 65 ma(fy)  [om (nf2 + 32)n 1205+ (D)
n (82/n)n/2 . 61 . Wl(él) n s? 'OA—l ' 71—1(@1)
63 ) Wg(ég)
5 Wl(gl)

_ N
= B21.

—_

La aproximacién de Schwarz esta dada por

Bs, = BY /V2r. (4.26)

Mientras que la aproximacion de Jeffreys, para la distribucién a priori en (4.7)
es:

1
Gom [L+ [i° /03]
El factor de Bayes de Smith y Spiegelhalter (1980) es

J _ pN =~
By = By, - 0a -

B33 = By /\/T.

Es usual escribir mo(u, 02) como mo(p, 02) = ma(p|o2)me(02).
Si ahora elegimos las distribuciones a priori no informativas como 7 (o) =
1/0o1 y me(02) = 1/09, entonces de (4.21) tenemos

BE = BY - 69 - my(j1)52). (4.27)

Notese que By, es de esta forma, con ma(j1/03) una distribuciéon de Cauchy
(0,09) . Ademds que es consistente con (4.7). Asi, reescribiendo (4.23)

1 — e{ffﬂ/&g}
Bi" =By 62 | =57 | - (4.28)
2/7 i1 /53]
Recordemos que una de las metas de Berger y Pericchi (1996) era desarrollar
un método automadtico que reproduzca un factor de Bayes verdadero. Resulta que
BIAE se comporta bien ya que

" 1—6{_112/&%} 429
Wz(u|02) = ma ( . )



4.2. Factores de Bayes para mddelos anidados 69

es una distribucion a priori propia (integrando sobre p) y, ademads es equivalente a
la eleccion de Jeffreys de mo(p|o2) como Cauchy (0, 09); de hecho, las densidades
de las dos distribuciones a priori nunca difieren en mas de 15 %.

Esta interesante propiedad de BIF es desafortunadamente no compartida
con BI¥F . Este no corresponde a un factor de Bayes de una disitribucién a priori
propia, difiriendo por una constante multiplicativa.

Comparando By, 6 Bi'F con Bs®, vemos que el tltimo es més grande por un
factor de alrededor de /7 (1 + fi*/5?), el cual es siempre més grande que 1. Este
fenémeno es generalmente verdadero y proporciona soporte para la aceptacion de
que B3P esta cargado hacia el modelo mds complejo.

Similarmente By, es més grande por un factor de /(1 4 i%/53), y este es
basado hacia el modelo més complejo. Si uno elige m5(p|os) a ser (0, 02), en-
tonces BY = By, - exp{—2?/265}. Si M, fuera el verdadero modelo y n fuese
grande, entonces 7 = 0 y B = By),. Esta es la base para el argumento de Kass y
Wasserman (1994) esto es que B3, es aproximadamente un factor de Bayes cuando
el modelo simple es el verdadero, en una situaciéon de modelos anidados.

La historia para BL' y BIY es similar. Remarcando, el promedio en B!
nuevamente corresponde a una distribucién a priori propia. El correspondiente

término de (4.13) es cualitativamente similar, pero nuevamente no es propia.

4.2.5. Distribuciones a priori intrinsecas

En el ejemplo 1 en seccién 4.2.4 vimos que Bt y BIAF eran aproximadamente
iguales a los factores de Bayes para la distribucién a priori (condicional) propia.
Tal distribucién a priori si existe es llamada una distribucion a priori intrinseca.
Vimos los efectos que los FBI tienden a corresponder a los factores de Bayes ver-
daderos con respecto a distribuciones a priori intrinsecas para ser su justificaciéon
mas fuerte. Por lo tanto la determinacién de las distribuciones a priori intrinse-
cas es tedricamente interesante, ademads proviene del mejor comportamiento de
los FBI.

También hay un beneficio potencial en determinar las distribuciones a prio-
ri intrinsecas. Un beneficio obvio es que las distribuciones a priori intrinsecas
pueden ser usadas en lugar de las 7V, para calcular el factor de Bayes actual.
Esto eliminarfa la necesidad de calcular muestras de entrenamiento y eliminarfa
preocupaciones acerca de la estabilidad de los factores de Bayes intrinsecos. De
hecho, uno puede ver alternativamente el procedimiento de los factores de Bayes,
como un método para aplicar a “muestras de entrenamiento imaginarias”, para
determinar distribuciones a priori convencionales actuales para ser usadas en la
seleccién de modelos y contraste de hipétesis.

Como con las distribuciones a priori de referencia, nuestra definicién de dis-
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tribuciones a priori intrinsecas serd centrada alrededor de una muestra de entre-
namiento imaginaria. Frecuentemente, se pueden utilizar argumentos asintéticos
para verificar la siguiente aproximacion, que Berger y Pericchi establecieron como
condicién.

Condicion A. Suponga que el tamano de muestra tiende a infinito, para
distribuciones a priori en una clase apropiada, I', (4.2) puede aproximarse por

B = BY - WJEL”Nwi (14 o(1)), (4.30)

donde 6; y 0; son los estimadores de maxima verosimilitud bajo los modelos M;
y M;. (aqui o(1) — 0 en probabilidad bajo M; y M;).

Esta condicién puede verse facilmente para comprender la situacién asintética
estdndar (4.8), pero también para comprender la situacién no estandar.

Para definir las distribuciones a priori intrinseca, empezaremos igualando la
ecuacion (4.30) con (4.12) o (4.13) produciendo

2 (1+0(1 BN
- gy o) =

i (4.31)
definiendo Bg como la media geométrica o la media aritmética de B (z(l)).
Enseguida necesitamos asumir algo acerca del comportamiento de los limites de
las cantidades en (4.31). La siguiente condicién es tipicamente satisfecha.
Condicién B. Cuando el tamano de muestra tiende a infinito, se tiene lo
si-guiente
i) Bajo M;, ; —
1) Bajo MZ‘, 91

iy 0 — U(0;), y BY — B:(0;).
é U;(0;), y BY — B:(0,).

Donde, V¥;(6;) denota el limite del estimador maximo verosimil 0; bajo el
modelo M; en el punto 6;.
Tipicamente, para k =10k = J

LIEEOEMk [% S Bg(X(l))} caso aritmético,

Bi(6x) =

Lh_rgo exp {ng’“ [% S log Bg(X(l))] } caso geométrico.
(4.32)

Si los X () son intercambiables, entonces los limites y los promedios sobre L

pueden eliminarse.
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Usando la condicién B y tomando limites en (4.31), primero bajo M; y después

bajo M;, resultan las siguientes 2 ecuaciones que definen las distribuciones a priori

e oI
intrinsecas (7;,7; ).

07N (Vi0,) .
N0, ) (4.33)
Y 0)ri(0,0)

),y 3

La motivacién es otra vez, que las distribuciones a priori que satisfagan las
ecuaciones (4.33) y (4.34), tendrén respuestas que serdn asintGticamente equiva-
lentes a aquellas obtenidas usando los FBI.

Notemos que las soluciones no son necesariamente tinicas, ni necesariamente
propias.

En el escenario de los modelos anidados de la seccion 4.2.1 y bajo el supuesto
1, las soluciones a (4.33) y (4.34), estan dadas por

T (01) = 77 (01), m3(02) = 73 (02) - B3 (02)- (4.35)

Tipicamente, hay otras soluciones, quizés incluso son soluciones que son dis-
tribuciones propias, pero las soluciones en (4.35) son las mds simples.

Ejemplo 4.7 Para BI se sigue de (4.23) y (4.32) que B3(03) = oo - w5(p|o)
donde wh(p|os) fue definido en (4.29). Por lo tanto las distribuciones a priori
intrinseca son

m(01) = m} (01) = 1/071,

* 1 *
w31, 02) = 5 (09) By (11, 09). = 5y ko). (4.36)

Bl se comporta (asintéticamente) como un factor de Bayes verdadero que
usa las distribuciones a priori no informativas de referencia para o, y s, y la
distribucién propia 75 (u|o2), para la distribucién propia condicional de p dado
02. Ademds de la propiedad de 75(u|os), es notable que la distribucién a priori
intrinseca para oy es la a priori de referencia 1/09, y no la distribucién a priori
de Jeffreys (formal) 1/03 usada para deducir B

Berger y Pericchi observaron este 1ltimo comportamiento en otros ejemplos;
N en distribuciones a priori de

los FBI parecen intentar convertir la original ;
referencia para pardmetros comunes o modelos similares.
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Ejemplo 4.8 Para B, vemos de (4.18), (4.25), y (4.32) que B3(03) = ®(—0,//2).

Por lo tanto las distribuciones a priori intrinsecas (4.35) son:

m1(6h) =77 (1) = 1, m3(02) = 1- ‘I>(—92/\/§) : (4.37)

Dos caracteristicas de estas distribuciones a priori intrinsecas son particu-
larmente interesantes. Primero, en (—o0,0), W{ y 7T£ no son proporcionales.
Recordemos que se escribieron los modelos como M; : 0, < 0, My : 0, € R, a
diferencia de M; : 6; < 0, M, : 05 € R, para enfatizar que los 6; pueden tener
diferentes interpretaciones bajo cada modelo y distribuciones a priori diferentes,
incluso en su dominio comtn. Esta posibilidad parece haberse realizado. Note,
sin embargo que sobre (—oo,0), i y 7l difieren substancialmente cerca de cero.
La segunda caracteristica interesante de la distribucién a priori intrinseca es que
[ mh(02)dby = [;° ®(—02/v/2) df, = 1/\/7, por lo tanto w4(02|{62 > 0}) es
propia.

El comportamiento de las distribuciones a priori intrinsecas, observadas en los
ejemplos anteriores es tipicamente para modelos anidados. Pardmetros “comunes”
(o al menos pardmetros que pueden ser identificados en el sentido de la ecuacién
(4.9)) tipicamente tienen distribuciones a priori intrinsecas que son distribuciones
a priori estdndares no informativas o ligeras variantes, mientras que paramétros
que estan solo en modelos mas complejos (o que tienen dominios extendidos
en los modelos més complejos) tienen distribuciones a priori intrinsecas propias
(condicionales).

Teorema 4.1 Para los FBIA suponga que (4.32) se cumple y que w)(0;) es
propia. Entonces wh(0s), definida en (4.35) es también propia.

Demostracién  Puesto que se asume que el limite existe en (4.32), es cierto
que

/ L(02)d0y = / (0, ( I £} %Z B{g(X(Z))D 8,

= Jing > [ [ e ne0m B,

L—oo

::m—szmmwwwwwwmmw
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Rectangle
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o1 N
= i 2> [l

= lim =) (1) = lim L im (4.38)

La tltima fila se sigue del efecto que ¥ (6;) es propia obteniendo m? también
lo es. La gran generalidad de este teorema es atenuada por el requerimiento de

que 7 (0;) es propia. Finalmente nétese que no existe un teorema andlogo para
BGI
21 -
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Capitulo 5

Seleccion bayesiana de modelos
aplicada al ANOVA

Sean N (z1|py,0%), ..., N(zk|py, 02) las distribuciones normales con medias
[y, .-l Y Varianzas o3, ..., o3 desconocidas. Los tamarios de las muestras conside-
radas son n;, es decir, x; = (i1, T2, ..., Tin, ), y 1las medias muestrales y varianzas
son T; y s2/n;, i = 1,2, ..., k, respectivamente.

El analisis cldsico de varianza unidireccional consiste en contrastar si las me-
dias p,; son todas iguales.

Bajo el punto de vista frecuentista este problema posee la dificultad de que un
F-contraste exacto (Scheffe 1959) solo existe bajo la condicién de que las varianzas
son todas iguales (condicién de homocedasticidad). En general, en un contexto de
heterocedasticidad la razén de verosimilitudes falla (Scheffe 1959, Stuart y Ord
1991), de tal manera que la teoria normal de modelos lineales no puede aplicarse.
Las aproximaciones asint6ticas entonces son necesarias: Welch (1951) propuso una
aproximacién basada en un intervalo de confianza asintético. Una aproximacién
asintética alternativa basada en una modificacién del estadistico [’ del andlisis
de varianza usual fue dado por Brown y Forsythe (1974). Para comparaciones de
estas aproximaciones, ver Tan y Tabatabai (1986) y Brown y Forsythe (1974).

Bajo el punto de vista bayesiano la solucién al anélisis de varianza bajo ho-
mocedasticidad (Lindley 1970; Box y Tiao 1973), es basado en la distribucién a
posteriori de los pardmetros (A1, Ag, ..., Ag), donde \; = pu,—p, i = 1, ..., k. Paraun
a € (0,1) dado la regién mas grande que contiene una probabilidad igual a 1 — «
es calculada. Entonces, cualquier punto de esta regién es aceptado como verosimil:
en particular, la regla es aplicada a la hipétesis nula Hy : Ay = Ao = ... = A\;.
Esto no puede ser considerado como una solucién bayesiana: la hipétesis nula, que
no es tomada en cuenta en la formulacién del problema, tiene una probabilidad
a posteriori igual a cero. Esta dificultad proviene como consecuencia de que el

75
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problema se ha enfocado como uno de estimacién cuando realmente es un pro-
blema de contraste. Para distinguir entre problemas de estimacién y problemas
de contraste es recomendable ver Jeffreys (1961, pp. 245-249).

La propuesta aqui es formular el andlisis clédsico de varianza como un problema
de seleccion de modelos, en el cual la condicién de homocedasticidad no se impone,
y para el cual Moreno, Bertolino y Racugno (2001) proponen un procedimiento
bayesiano por defecto.

Consideremos los modelos anidados

Mz fi(2(00) = N(@alp, 71) - - N (el 7). (5.1)

My« fo(2(02)) = N(21lpg, 07) - N (el i, 7). (5.2)

donde z = (z1,...,2%), 01 = (W, T1,..sTk) ¥ 0o = (fq, ey by, 01, oo, 0k). Con-
siderando que y y 7; son distribuciones a priori independientes, las distribuciones
a priori convencionales para p y log 7; son distribuciones uniformes (Jeffreys 1961.

p. 138), por tanto
C1

—
[I7
i=1

Similarmente, asumamos que ;4 y o7 son también distribuciones a priori indepen-
dientes, la distribucién a priori convencional es

™ (61) =

(5.3)

my (02) =

(5.4)

En (5.3) y (5.4), ¢1 y ¢ son constantes positivas que no pueden ser especi-
ficadas ya que 77 (6;) y 72 (f2) no son funciones integrables. Sin la suposicién
de independencia, la regla de Jeffreys daria lugar a distribuciones a priori ligera-
mente diferentes. Una discusion interesante sobre la seleccién de distribuciones a
priori por defecto esta dado en Kass y Wasserman (1996).

Los modelos a comparar son M : { f1(z|01), 73 (61) } y Ma : { fa(2]62), 75 (02) } .
Dada una distribucién a priori P, sobre {M;, Ms}, la probabilidad a posteriori
de M es:

Ponls) = (1+ BYGI55a )

donde z = (x1, z, ..., x1) y el factor
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_my(x) _ [ fo(zl02)m3 (62)d0
mjlv(x) ffl 2]01) Y (601)d6,’

es el conocido como el factor Bayes de M, frente a M;. Este factor encierra toda
la informacién que tienen los datos alrededor de la distribucién de probabilidad
a posteriori de M.

Desafortunadamente, el factor de Bayes en (5.5) estd definido salvo una cons-
tante multiplicativa cs/c;. Para evitar esta dificultad se han propuesto algunas
alternativas tales como: la aproximacién asintética de Schwarz (1978), llama-
do también “Criterio de Informacién Bayesiana” (CIB); el factor de Bayes frac-
cional (FBF) y el factor de Bayes intrinseco (FBI) propuesto por O’Hagan (1994)
y Berger y Pericchi (1996), respectivamente. Criticas y comparaciones de estos
métodos relevantes son incluidos en Berger y Pericchi (1998), De Santis y Spez-
zaferri (1999), Moreno (1997), Moreno, Bertolino y Racugno (1998) y O’Hagan
(1995,1997). Debemos enfatizar que aunque el factor de Bayes fraccional o el
factor de Bayes intrinseco no son factores de Bayes verdaderos, son asintética-
mente consistentes. Esto permite, bajo ligeras condiciones, hallar distribuciones
a priori intrinsecas y fraccionales, para obtener un factor de Bayes verdadero.
Motivaciones y justificaciones para el uso de distribuciones a priori intrinsecas en
problemas de seleccién de modelos han sido dadas por Berger y Pericchi (1997),
Moreno (1997), Moreno, Bertolino y Racugno (1998). En este capitulo se cons-
truyen y se calculan los correspondientes factores de Bayes del modelo Ms frente
a M. Esta aproximacion tiene interesantes propiedades: (i) es un procedimiento
bayesiano completamente “automatico” para comparacién de modelos, (ii) estos
factores de Bayes dependen de la muestra a través de estadisticos suficientes, (iii)
no dependen de muestras de entrenamiento especificas de tal manera que la esta-
bilidad no representa un problema, (iv) la igualdad Bs;(2) = 1/Bja(2) es vilida
y consecuentemente se satisface la igualdad P(Ms|z) =1 — P(M;|z) .

(5.5)

5.1. El método intrinseco

La idea es dividir la muestra aleatoria = en dos partes, © = (z(l), z(n —1)).
La muestra de entrenamiento z(l) = (z1, 2, ..., x;) serd usada para convertir la
distribucién a priori impropia a una distribucién a priori propia

(Ol fila(D)]0:) Y (6:)
mi(0ilz (1)) = m] ( ) )

donde m{ (z(1)) = [ fi(z(1)|0:)7N (6;)db;, i = 1,2. El factor de Bayes es entonces

calculado usando los datos z(n — 1) y m;(0;|x(l)) como la distribucién a priori
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propia.
Resultando el factor de Bayes parcial

By (z(n —1)|z(1)) = B3y (z) - Bis(x(1)),
donde

Bt - T

my

Note que Bgy(x(n — I)|z(l)) esta bien definido sélo si x(l) es tal que 0 <
N
m.:

N(z(l)) < 00, i =1,2. Si no hay una submuestra de z(l) para la cual se cumple
la desigualdad anterior, z(l) es llamada una muestra de entrenamiento minimal.

5.2. El factor de Bayes intrinseco

El factor de Bayes parcial depende de la muestra de entrenamiento. Para evitar
la dificultad de elegir x(1), Berger y Pericchi (1996) propusieron usar una muestra
de entrenamiento minimal para calcular By (z(n—1)|z(l)). Entonces, un promedio
sobre todas las posibles muestras de entrenamiento minimal es considerada. De
esto resulta el factor de Bayes intrinseco aritmético (FBIA) de M, frente a M, :

Byi'(x) = By (x) - + > Buya(l) (5.6)

SIES

donde L es el nimero de muestras de entrenamiento minimal z(/) contenida en
.

5.3. Distribuciones a priori intrinsecas

Sea My : {fi(x]0h), m1(61)} y My : {fa(2]02), 75 (62)} dos modelos generales
donde

(i) fi(x|0;1) es anidado en fo(x|02),

(ii) 71(01) es una a priori propia,

(iii) 7Y (02) es una a priori impropia.

Asimase que para alguna muestra de tamano n la funcién de verosimilitud
fa(w1, T2, ..., 2,]02) es una funcién integrable con respecto a w2’ (03); un argumento
asintético muestra que la metodologia intrinseca genera una tnica densidad de
probabilidad 71(6,), llamada distribucién a priori intrinseca (Berger y Pericchi
1996). Esta distribucién a priori esta dada por
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m3(02) = 13 (02) 5}, Bra(w (1)), (5.7)
donde la esperanza es tomada con respecto a la densidad de la muestra de entre-
namiento minimal z([) bajo el modelo M.

El modelo muestreado en (5.1) esta anidado en (5.2), y para la distribucién
a priori dada en (5.4), la muestra de entrenamiento minimal es un vector aleato-
rio z(l) = (z,1 = 1,2,...,k,j = 1,2), donde z;1, x;2 son independientes y dis-
tribuidas bajo M; como N (z|u, 72) y bajo My como N (z|u;, o2).

Teorema 5.1 Las distribuciones a priort intrinsecas para comparar los modelos
M, frente a M, son {wY(01),75(02)}, donde w4(02) = [ wh(602]61)md (01)db; y

k
wb(0a161) = T[N Gl T HO* (. 7,), (53)
=1

HC"(04|0,7;) denota la media densidad de Cauchy.

Demostracion  Consideremos los modelos

M ’91 HN xl’u7 7, 7T1<91) = 6(:“77_17'“77—76)7

k
C2

My : fol2102) = [[N @il 0?), w3 (6) = 2,
i=1 I] o
=1

donde 6(p,71,...,Tk) €s la delta de Dirac en el punto 01 = (p,71,...,Tk) Y Co €S
una constante positiva arbitraria. Luego tenemos

]‘6—1 i N (@il 72
R

donde ]
c
my (=) = 2~

H |$i1 - 33i2|

i=1
Mostraremos el resultado anterior para (z1,x2) y lo generalizaremos para (1, T;2).
Sean X1 y Xy observaciones independientes de una densidad de localizacion-
escala o g((x; — p) /o) y 7™ (u,0) = 1/0, entonces para xy # s,
1

m(l'l, xg) = m


Norma
Rectangle
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Sin perdida de generalidad consideremos que x4 > x1 y se hacen los cambios de
variables (pu,0) — (v,w) = ((z1 — p)/o, (22 — p) /o), luego despejando se tiene

Ty — Ty _ (zl—=22) (v+w)
) == )
v—w 2 (v—w)

o =

y el jacobiano de la transformacion es de la forma

(r1—z2)w  —(x1—22)V
NN 3 B A g B
v Ow (in)zz (21:5)22 (U - w)3
o2 o2 g o3
T ov—w 2122 T al-a2 |21 — 22|

donde v € (—00,00) y w € (v,00).Considerando el jacobiano y las nuevas varia-
bles se tiene que

m(zy,xe) = |x1—x2|/ / w)dwdv

- ——— - P(V<W),

|21 —$2|

donde V y W son variables aleatorias independientes con densidad g(-). Puesto
que P(V < W) =P(W < V) =1/2, se concluye que

1

m(w1, v2) = 2rr — 1|

1y por tanto

m (o(1) =

H |$i1 - $i2|

1=1

Entonces se tiene que la distribucion a priori intrinseca condicional de 05 viene
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dada por la siguiente ecuacion

m3(02101) = Wév(ﬁa)E%ﬂgQBﬁ(Z(l))

= XH//(2 i — x12|> N (@i |p, TN (wia| e, 77)

] 103

XN(lellum )N(xﬂlﬂw dledxz?

< exp { [(:m - u) + (i — )] }

2
275

< exp { [(zir — uz)2 s (wi2 = 11;)°] }) dvsydig

- 2k7T2kH 10 H//’xll_xﬂ'
j= i=

X exp { — (23 +$i2) (Ti_2 +0_2) n (a1 + T2 0

2 i ™
Ti1 + Tig) 1y ’ $2
+% _ % — %} dxiidxs,

2
. 22, —z2 B
haciendo d? = (% Yy m; = x“—;’m, obtenemos

= H x x
2k7r2kHJ 1‘7 s 1//| i1~ Tl

]

exp {—df (72407 — (mi — ) _ (mi = )’ })dl’ildﬂfig. (5.9)

2 2
T a;

Considerando las nuevas variables (u;,v;), i = 1,2, ...,k definidas como

U = Tijp — Tiz, Uy = Tip + Tiz

y despejando, se tiene que x;; = % Y Tip = S5 parai = oy k. Ademds
el jacobiano de la transformacion es
Ox“ 8.731'1 l l 1
_ ou; Ov; — 2 2 | — —
J - 81'7;2 832;2 - _l l — 2
ou; v, 2 2
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ast

k
1 ;]
1 0 — )
A0l = s < /]
2 |

- w1 o (B B

JIJJ =

(1} +0})u}
/ | exp{ i }duzl ;

donde

47262
= L% (5.10)

2 2
T; + 0

Sustituyendo el resultado (5.10) tenemos

1 b 47'202

X
2
22k 2k H 72 o Ti + O'Z-

m5(02]61) =

1 oo
= ——— % X
2 % HT%Jraf

ﬁ /exp {_ [<— T—?mZ NG ;;m} } PR

Puesto que A(z — a)? + B(z — b)?
(Aa + Bb), haciendo z = %, a

= (A+ B)(z — ¢)* + %(a — b) donde

c= p, b=, A=77%y B=0;? se tiene

A—|—B
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que

1] 27;%0;2 ( )2
= expy —= |——= (1 —
P175 | = = Hi — 1

V2% — /2

[ ew g((

2

7;2—1-

2
a.—Q)_l/2> @

1[ 27;%0;2 2
= €exXpy—3 m(ﬂi—ﬂ)

x /Zexp{—@ (\% = \/§c>2}dvi,

considerando el cambio de variable t =

Ui

V2

(3

_ 1
tal que dt—ﬁdvi,

N

— 11.)2
0;

1[ 27%0;? ( )2
p 5 7'1‘_2 +0i—2 Wy — W

X\/i/_oo exp{—M <t— \/§c>2}dt

2

1[ 27;%0;2 ( )2
P75 210 Hi — 1

X [\/ix/ﬂ(n‘? +o7?)”

1/2}

1
T?‘i‘O’? —1/2 1 2 T%O’?)
= 2\/7_T< 5 ) Xexpq —= | —5—==| (i —p)

T;0;

1
- 2\/7?—(72+02>1/2 X exp{

P
Ti%q

1

2

2 21202 \'/?
_ ﬁ( TZO'l> xexp{

V2 \7?+0?

2T 0 { 1
= ————— Xexp{ —=

72402 1/2 2
(%)

2 Tit
2

[ﬁiﬁhmmﬂ

3 | o)

) 0}

83
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2TT0; " { 1 [ 2 ] ( )2}
= exps —= | 5| (u; — i
72402\ 1/2 2| 72402V
V2T (Lz 2> ¢ E

T?—I—U?)
)

Sustituyendo este 1ltimo resultado en (5.11), se tiene que

= 2m70; - N(wi|p,

; 1 F 72 4o
m5(02]601) = X X | | 277504 - N (i u,—z
000 = e[ 11 i 5
k
2 T T3+ 07
— = 1 N . 7 1 2
E“?”'? (il 1, =)
b 2+ 07
= HH0+(0J077¢) - N (|, %)-

=1

Este teorema indica que, en la distribucién a priori intrinseca 7l (6,/6), las
;s son condicionalmente independientes y normalmente distribuidas y o;|7; son
independientes de 0|7}, i # j, y se distribuye como una media de Cauchy.

5.4. Analisis de varianza bajo heterocedastici-
dad

Dada la muestra z = (11, ..., T1ngs -y Thy» ---» Ty, )5 €1 factor Bayes para las
distribuciones a priori {7 (0;),71(05)} dadas en el teorema anterior, es

S TT T Ml 02) (s, o) dpsdo
J{TIIT, N i, 7)) dp

Trabajando con el numerador tenemos

k(i
//H {HN(ZEUW@"U?)} w5 (1, 04)dpdo;
i=1 Lj=1

[/ [ﬁ{ﬁ/\f@@mi,a%}

(//I_IHC’Jr |0, 7;) xN(uz|u,

By (2) = (5.12)

) ld,udn>] dp,;do;
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ng

K Zl(l"z‘j — ;)
— o) i/ 25 =
/ / le (2m) o; " X exp 207

//{ﬁ(zw)l/z (@)—w

=1

1 (72 +02\"" 9 27, 1
X exp [—5 <T) (p; — 1) | X 1, ¢ dudr;| du,do;

(2 7

tomando en cuenta (B.2) y (B.3) se cumple

1 /72 402\ " 2 4 g2\ 1/2
/exp [—5 (%) (m—u)2] duzv%(HTU%) :

j=1 _ (2m)Y%0;, =
/eXp _T d,uZ = W X exp 20_12 ,

g

k Zl(% — 1;)°
) —n; /2 =1 _J=
/ H (2m) 0" X exp | =T

BN
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TG

k 1/2 Z(xlj Z)
= / H (2m) i 267 LW) Ti exp N
i (n;) /2 252

=1

/{ﬁﬁ} dn] do;

% -1/2
2k (27 )k/2 (1‘[ n) . L

(2m)n/2 7k

& 71/2
_ g¥gm (Hn) x I, (5.13)
=1

Donde I, = [;° {H I T X e [ ]}dazdn

Ahora trabajando con el denommador, se tiene que

//H{HN wiglp, 73) iy
=1 j=1

Uz

k z_:l(% - M)2
// H (2#)_”"/27';"1' Xexp | -T——s—— 5.2 Tt drdp
i=1 i



5.4. Andlisis de varianza bajo heterocedasticidad

g

i 2 (w5 = p)?
= (27?)”/2// H " xexp | - 5 772
i=1

pero
> (wij — p)?
2
> (i — i + 7 — )?
=l
B 2
Zl [(ZL‘@] - fi>2 + 2(1‘2] — i’l)(fz + ;L) + (i’l — M>2]
_ =
N 2
Z(xz] - iz)2 + Z 2(1'1] — fz)(fz + /jj) + Z(x% — M)2
_ o i=l j=1 =1
N 2
> (@ — 2 + 3 (T — p)?
_ =l j=1
- 2
Asf

i=1
k
-n —(ni+1)
- e [ (T
=1
Zl(mz] 371>2 + ;(fz - ,u>2
X exp | —1= = T2 drdpu,

dTid,U/,

dr;du
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% (wij—23)%+ % (Zi—p)?
tomando p =n; y a = = i=1

5 en (B.1), tenemos que

_ g2k H {P (%)} x Iy, (5.14)

donde Iy = [ Hf:l {[512 + ni(Z; — M)Q]inzﬂ} dpu.
Efectuando el cociente entre (5.13) y (5.14), se tiene

fo:l {HT:l N (@i b, U?)} w513, 04)dp;do;
ST ATT N (gl 72) )y tdrdp

o [k ~1/2
3k—n —(n+
277 (H nz) X Iy

i=1

rr P2 [T AT (5) < I

Bgl(z) =
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Asf
I,

e i 1/2 k - )
o (fi) T o1+

1=

351(2) =

5.5. El factor de Bayes para contraste bajo ho-
mocedasticidad

En la seccién anterior el factor de Bayes es derivado bajo la condicién de hete-
rocedasticidad. Cuando se asume la condicién de homocedasticidad los modelos
a comparar son

fi(z]01) = N@l\ﬂpT2)---N($k|7lk>72> y fa(z]0) = N(%Wla02)---N(Ik|ﬂk702)-

El contraste de homocedasticidad frente al de heterocedasticidad puede ha-
cerse en un contexto frecuentista usando la aproximacién de Bartlett. Desde el
punto de vista bayesiano los modelos anidados a ser comparados son:

k
My: filz16) = T[N @iln ), =Y (02) = 2 (5.15)

=1

k

My : fo(2l05) = [[ N (wilpo?), 73 (02) = —=

k
i=1 [[izi0i

donde 01 = (g, ..., 7), v 02 = (uy, .-, fis, 01,-.-0x) y €1, Co son constantes
positivas arbitrarias. Se supone que los pardmetros de localizacién y escala en
cada densidad son a priori independientes.

(5.16)

Teorema 5.2 Las distribuciones a priori intrinseca para comparar el modelo
(5.15) frente al (5.16) son {7 (0,), w1 (0,)}, donde

T3 (62) = /W§I(92\91)7T11V(91)d91

k

7T51”(92|91) = HN<M1|77¢7

=1

72—1-022

2

YHC T (0410, 7).
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Demostracion  Consideremos los modelos

k

fi(z]01) = HN(131|77@T2)» m1(01) = 0(nys o My, T)

i=1

(&)
k )
[[iei o

donde 6(p,71,...,Tk) €s la delta de Dirac en el punto 01 = (p,T1,...,Tk) Y Co €S
una constante positiva arbitraria. Luego tenemos que

k
fa(2]02) = HN(IHM@U?% my (02) =

]‘6—1 i N (@, 72
sty - M Tl Vi)

donde

i (=(1)) = 2 —

H |CCi1 - Iz’2|

=1

La distribucion a priort intrinseca condicional de 05 es
m3(0a101) = Wév(%)E%ﬂaQBlNz(Z(l))

— XH//<2 7 — x12|> N (@ |ng, )N (zialn;, 7)

XN('I”Lll/”Lz? z)N xl?l:uz? a; dxlld:rﬂ

< exp { e~ (s~ }

272

X exp { (@a /%)2 t (2 — )] })dxudxﬂ
0;

= (x’L]. + ’I7,2
B 2k7-r2k7-2k1_[ ; < 11// |Ti1 — Ti2| X exp{ 5

(l"z‘l +2$i2>771' B (zi1 _’_;Eﬂ)ﬂz 4 77_1 LM i
T Ji Z

X (7—72 + ‘7;2) - })d$i1d$i2
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= 2kﬂ-2k7-2kH ' X H// |l’$1 sz’
exp {—di2 (7’72 + 0;2) — (m

72

J— . L ) 2
m; T/z) _( 7'0_2“1) })dxildxﬂu (517)

o ro)2 . ) . .
donde d? = w y m; = T2 respectivamente. Considerando las nuevas
variables (u;,v;), i = 1,2, ...,k definidas como

U = Tyl — Ti2, Vi = T+ Lo,

despejando se tiene que x;; = %, Ty = 54, 0 =1,2,..,k, y el jacobiano de
la transformacion es:

Oz Oxi
=l a |- 1 ] -
Sra Ora “1/2 1/2

Sustituyendo las nuevas variables en (5.17) tenemos que

k
1 ]
I K
02101) =
75(02]61) Ok -2k 2k H?ZI J? x E//( 2
@ (Pl Gon’ (G-
exp{_z< 252 )_ T })d%dvi

T0; T o;

V4 2

Vi oy Vi )2
= X H /exp - (3 = m) + (3 2'%) dv;
22kﬂ-2k7-2k HJ . 0 T2 o;

T2 +0 u2
o] 508}
donde,

(7% + o?) u? o (2 + 0?) u?
/|UZ|€Xp{—W dul = 2 ; U; €Xp —W duz
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Sustituyendo este ultimo resultado tenemos

k
1 47202
7T£<92|91) = X L

2k 2k -2k TTF 3 2 2
2hprk [T _ 0 oy T 10

XH/GXP{ { —zm)Q L& ;QMZ-)QHCM

k
1 20?2

2k 2k X 2 2
T H] 1 ] ’i—lT +O_i

xH/eXp{ [ (5 —Qm) e ;2“2')2”6;@@-. (5.18)

2

Puesto que A(z —a)®> + B(z — b
o=
que

)2 (A + B)(z — ¢)* + $5(a — b)?, donde
A+B(Aa + Bb), haciendo z =%, a=n;, b=p;, A=72y B=0;" se tiene

Vi )2 Vi )2
/exp{_ {(2 Qm) N (% QM Hdvi
T o;
. 1[ 271 2%0;2 ( 2
— expld —— | — "t (. —p.
* L[ Ve —vae \
X expy —5 - Yy dv;
oo (r2+0,7)
1 27'_2(7;2 ( )2
0o -2 -2 2
+o0; ;
x/ exp {—(7——201) <% — 2c> }dvi,

considerando el cambio de variable t = ﬁ tal que dtz%dvi,

Vi )2 Vi )2
/exp{_ {u AP G ”d
1 27’20;2 9
= €xp D) m(ﬂi—m)

><\/§/oo exp{—@ <t— \/§c>2}dt
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— exp {—% {% (1t — 771-)2] }
x [Vavar(r + 072712
(2 )

72402 1/2 7'2"‘0'1-
V2T (—2 )
o + 712
= QWTUi'N(Hz‘m, : 5 )s
y por lo tanto
2k k 2 k 2 2
I T g; . T +Ul-
Ty (02]01) = X —— x| | 2770, - N (ui|p,
k
2 7 72 4 02
- 2T N, i
HMHU? (e, —5—)
i %+ 07
i=1

Para una muestra z, el factor Bayes con las distribuciones a priori intrinsecas
{7N (1), 7 (05)} es de la forma

1
WkP(Tk)

Bil(2) = Sk (5.19)

n—3k -1

273

donde S? = Zs“ y Li=[77F {H I %doz}d

Por deﬁmclon se tiene lo siguiente

. 2202
f[nle{nyzlmmwiv 2) }(fr*lnf O s 1>Hc+<oz-|o,7>dmﬂduidai
fH =1 H] 1/\/’(:’”.]'772772)7- 1d77 dT ’

By'(z) =
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Trabajando con el numerador se tiene
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Tomando en cuenta (B.2) y (B.3) se tiene que
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Denotando I; = fooo {H fo W X exp [ ] da,} dr tenemos

k—n (n+k
2 2 T I_InZ -1/2

/RI{H/ (12 +0?) ”‘1X€Xp[

- QMT’"W—@(Hni)‘”Z x Iy (5.20)
=1

Ahora trabajando con el denominador y tomando en cuenta (B.2)

n; U

> (@i —m;)? / > (wij — @)
/ex s S PSRN 1) RO B SRR
P 272 = (n;)1/? P 272

se tiene que

//zli {ﬁ/\[(xij|ni?72)} T dn,dr

k
_ /2 =1
= //T 1H (2m) 277 % exp —3—27_2 dn,dr

N _
_ —ni/2,— ]
= / H (2m) ( )1/2 X exp | — 52 dr

_ [k 9y 5 (T )2 LA
= /7’ " (2m) 2 (Hnl) X exp 52 dr.
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k ng
> Y (wi—7i)?

Tomando p=n—k ya="—"-=5——en (B.1)

pale} 272
k n; _(ngk)
ok > 2 (@ — i)
(27)"2 1y n— k| ==
= : r
(IS 5
n—k, sn__4 —(n—k) . ~1/2
= ()= 27's (I, (5.21)

donde 52 = S°F 2

i=1""
Efectuando el cociente de las ecuaciones (5.20) y (5.21), tenemos que

—_n (”H’k)

P (an) 12 1, ]
Biil(z) = = = S" . (5.22)
F(Tk) 9-1G—(n— k(Hn> 1/2 2 ™ ( )

A continuacién veamos un ejemplo de los resultados obtenidos.

Ejemplo 5.1 (Contraste de homocedasticidad frente a heterocedasticidad) Como
ilustracion vamos a considerar un ejemplo, que aparece en Welch(1951). Supon-
gase que los datos proceden de tres poblaciones normales, y son obtenidos los
siguientes resultados: (ny,ns,n3) = (20,10,10), (z1,722,23) = (27.8,24.1,22.2),
(s2,52,52) = (1141.9,56.7,138.6).

Se contrastard si todas las varianzas son todas iguales. Se calculardn los fac-
tores de Bayes con las distribuciones a priori intrinsecas BiIl. Ademds, con el
objeto de ilustrar mejor su comportamiento, se calculan el valor-p y los factores de
Bayes para diferentes valores de s? y los restantes valores muestrales fijos. Estos
valores se presentan en la sequnda y tercera columna. Para aquellos que prefieren
la interpretacion de la probabilidad a posteriori frente a los factores de Bayes, se
han calculado las probabilidades a posteriori de M,y correspondientes a los valores
de los factores de Bayes y la distribucion a priori P(M,) = P(M,) = 1/2.
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Tabla 5.1.
Factores de Bayes intrinsecos
st |wvalor —p | Bal | PPL(M|x)
1141.9 0.001 19.20 0.05
600 0.04 0.65 0.61
300 0.31 0.08 0.93

Para valores de s? lejanos a los de s2 y s2 el modelo bajo heterocedasticidad
se encuentra claramente favorecido como indica la primera fila; en la columna
del factor de Bayes intrinseco podemos observar quel nimero es mucho mayor
que 1, por lo cual es favorecido el modelo 2 (modelo bajo heterocedasticidad); y
en la columna de la probabilidad a posteriori podemos observar que el modelo 1
(modelo bajo homocedasticidad) es muy poco favorecido. Cuando s? se aproxima
a los valores de s3 y s2 las probabilidades a posteriori aumentan favoreciendo
el modelo bajo homocedasticidad. Mientras que los factores de Bayes intrinsecos
disminuyen, favoreciendo también el modelo bajo homocedasticidad.



Capitulo 6

Conclusiones

En la mayoria de los problemas de decisién, aparece de forma natural la in-
certidumbre. Lo que observamos, y podemos medir, es solo una posibilidad entre
muchas —como en el lanzamiento de una moneda— y, de algin modo, necesita-
mos de una escala que nos represente la verosimilitud de lo realmente observado
en relacion con el resto. En otras ocasiones, ni siquiera existe la posibilidad de
observar la realizaciéon de un suceso. Asi, si nos preguntamos sobre la posibilidad
de que el hombre ponga el pie en el planeta Marte antes del ano 2020, éste es un
suceso incierto de tipo no repetitivo, pero al que podemos asignar una mayor o
menor verosimilitud, de modo puramente personal o subjetivo y que dependers,
en gran medida, de lo informado que esté uno en el tema. Un experto en el area
darfa una respuesta muy distinta que la que nos ofreceria una persona ajena al
tema.

Lo maés interesante de este tipo de resultados es que cada individuo, depen-
diendo de la informacién que tenga sobre los sucesos inciertos, cuantifica su in-
certidumbre con una medida de probabilidad personal o subjetiva.

La conclusion que se sigue es que todas las probabilidades son siempre condi-
cionadas a un cierto estado de informacién, no hay, por consiguiente, probabili-
dades absolutas.

El teorema de Bayes es vilido en todas las aplicaciones de la teorfa de la pro-
babilidad. Sin embargo, hay una controversia sobre el tipo de probabilidades que
emplea. En esencia, los seguidores de la estadistica tradicional s6lo admiten pro-
babilidades basadas en experimentos repetibles y que tengan una confirmacién
empirica mientras que los llamados estadisticos bayesianos permiten probabili-
dades subjetivas. El teorema de Bayes puede servir entonces para indicar cémo
debemos modificar nuestras probabilidades subjetivas cuando recibimos informa-
cion adicional de un experimento. La estadistica bayesiana estd demostrando su
utilidad en ciertas estimaciones basadas en el conocimiento subjetivo a priori y
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permite revisar esas estimaciones en funcién de la evidencia.

Ahora bien nuestro estudio gira alrededor de los factores de Bayes los cuales
utilizan normalmente una distribucién a priori impropia que depende de una cons-
tante arbitraria cuya eliminacién puede ser costosa en los problemas de contraste
de hipétesis y seleccion de modelos.

De todas las metodologias previamente ensayadas la desarrollada por Berg-
er y Pericchi (1996) con la introduccién de factores de Bayes intrinsecos y dis-
tribuciones a priori intrinsecas ha tenido un desarrollo extenso en multitud de
problemas.

Lo que podemos concluir después de haber hecho un estudio minucioso a los
factores de Bayes intrinsecos es lo siguiente:

Se puede apreciar que los factores de Bayes intrfnsecos son completamente
automaticos, en el sentido que son basados solo en los datos y en distribuciones a
priori no informativas estdndares. Sin embargo, existe el problema de la eleccién
6ptima de la muestra de entrenamiento minimal.

Otra ventaja es que corresponden a factores de Bayes actuales para distribu-
ciones a priori intrinsecas razonables; ademds que los factores de Bayes pueden
ser aplicados para comparacién de modelos y prediccion.

Los factores de Bayes pueden ser aplicados en situaciones en las cuales los
métodos asintéticos bayesianos no son aplicables. También pueden usarse para
contraste de hipotesis bayesianos esténdar.

Una de las desventajas de los factores de Bayes intrinsecos es que computa-
cionalmente son muy costosos, ya que su cdlculo puede ser bastante intensivo.

Otra desventaja es que no son invariantes para transformaciones multivariadas
de los datos.Los factores de Bayes intrinsecos pueden ser inestables para muestras
de tamano pequeno.

Ahora con respecto al quinto capitulo, podemos decir que tanto el contraste de
hipétesis bajo homocedasticidad como el contraste de hipétesis bajo heterocedas-
ticidad tienen una fundamentacion bayesiana, pues fueron resueltos estrictamente
bajo los principios de cédlculo de probabilidades y teorfa de decision.

La obtencién de los factores de Bayes intrinsecos para el contraste de hipétesis
bajo homocedaticidad asi como bajo heterocedasticidad es muy laborioso, pero
este procedimiento puede ser omitido utilizando las ecuaciones (5.19) y (5.22),
las cuales fueron demostradas minuciosamente.

Las ecuaciones antes mencionadas asi como la utilizacién de algiin paquete
computacional, reduce ampliamente el trabajo para la selecciéon de modelos. Pero
desgraciadamente para algunas distribuciones a priori, los factores de Bayes in-
trinsecos son dificiles de calcular, ya que surgen integrales que no pueden ser
resueltas analiticamente, para resolver éste problema existen métodos niimericos.

Asi la conclusién general a que se llega es que bajo el enfoque bayesiano los
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problemas de seleccién de modelos y contraste de hipétesis se resuelven a traves
de los factores de Bayes, cuando la distribucién a priori es propia. En el caso en
que al definir los factores de Bayes, la distribucién apriori sea una distribucién a
priori impropia, se utilizardn los “factores de Bayes intrinsecos” (FBI), los cuales
fueron definidos por Berger y Pericchi (1996).

Al final del capitulo 5 se lleva a cabo una seleccién de modelos, contrastando
homocedasticidad frente a heterocedasticidad. Aunque este ejemplo es muy breve
ilustra claramente como utilizar los factores de bayes intrinsecos.
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Apéndice A

Notacion
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Media poblacional

Varianza poblacional

Espacio muestral

Exponencial de 6

Distribucién a priori del pardmetro 6
Funcién de densidad de los datos

Matriz de informacién esperada de Fisher
Distribucién a posteriori del pardmetro ¢
Distribucién conjunta de x y 6

Distribucién normal con media 6 y varianza o
La funcién gamma

Distribucién a priori no informativa de 6
Distribucién a priori intrinseca de 6;
Distribucién Poisson

Estadistico de prueba

Distribucién F' con m y n grados de libertad
Muestra de entrenamiento minimal

2

Determinante de la matriz observada de Fisher
Distribucién ¢ con o grados de libertad, pardmetro de
localizacién i y pardmetro de escala o2

Distribucién de Cauchy con —co < < ooy >0
Distribucién gamma con pardmetros o > 0, 5 > 0
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N,(0,>") Normal p-variada, con media x y matriz de covarianza

1.0.d Independiente e idénticamente distribuida
m(z) Densidad marginal de X
I, La matriz idéntidad de (p x p).
1.(0) La funcién de verosimilitud
T La media de la muestra; esto es T = (1/n) Y ., ;
Eé‘fz Esperanza a 0, bajo el modelo M,
Hy Hipdtesis nula
H, Hipétesis alternativa
ABREVIACIONES
Fte. de var. Fuente de variacién
Trat. Tratamiento
Gl Grados de libertad
S.C Suma de cuadrados
C.M Cuadrado medio
CME Cuadrado medio esperado
Bloq. Tot. Bloque total
Med. del bloque Media del bloque
Tot. del trat. Total del tratamiento

Med. del trat. Media del tratamiento



Apéndice B
Integrales
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(B.1)
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(B.2) es obtenida de la siguiente forma
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(B.3) es encontrada de la siguiente manera

1 7'2—1-0? -1 9
/eXpl—i( 5 ) (ui—m) dn;

tomando ¢t = (n; — y;), dt = dn, y usando (B.4)

> 1 72—1-012 -1 9
/_Ooexp[—§< 5 ) (s —m;)” | dn;
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